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Inhaltsverzeichnis zum zweiten Bande. 



Vierter Haupitei]. 
Teisehiedene Methoden und. TJnteifcuchu gen 

,ä(i c / ii Fottn en dti Zahle« 

Der Fidchöniohilt eines in ganzen Zahlpn aHgpdi itkten lechtwinl ii^ea 

Dieieck^ ka,na keiner Qnidiatzahl gleich aem 
Die Summe zweier Biquadrate kann keine Quaciratzah! sein 
Dl« Formel i* + 2i/* kann kerne Qi-wlratzahl daistellen 
Ke ne Trigonalzabl mit Ausnahme von 1 iit ein Biquadiat 
Die ^nmme oder Diflerenz zweier Kul en kinn keinem Kubas gkich s,eii 
i'ie ttleiehimg a + j' =■ 3 lat uamögl ch fiäi jeden Wert i n »{ 

Keine Tngonalaahl anfeer 1 ist gleich emem Kuhns 
Die Glen,h ing a^ + 2 ^= j/' besitzt nur die eine Lösung a. ^=^ 5 y =^ 5 
Die Gleichung a.' + i ■= ^' besitzt nur die beiden Lösungen a. ^= 2, 

1/ = 2 und X = 11, ^>=Ö 

Sai I" dif Aufhaltung da Gleickiwg x'^ — l> ^^ ay in ganzen Zahlen he- 

irfftend 

Eediagung für die Möglichkeit und Vereinfach ang der Grleiohuug, wenn 

a eine Prim^ ihl ist 

Aufldanng der Gleichung a." — i = ay wenn a eine Primzahl und n 

tin Teilet von a ^ 1 ist 
AutlBsimg der Gleichung i, " -\- 1 = aif \n allen I illen 
Autlosung dei Gleichung x — ?j = a^/ in allen 1 illeii 
Allgemeine Auflösung derselben Cleichung 
Auflösung der Gleichung c' -f- " ^ ' V 
Methode *»* Aufsuchung des quadi attsdien Tahri aelclta da^ In 

dtiLt von mehreten gegebenen quadiattschen Tciletn entli lU 
tormel durch welche man da» Produkt von zwei gegebenen quadi i 

tischen ieilem erhalt 
lormel dnrch welehe man das Produkt von iwei gleichen i^uad ramsch™ 

Teilern erhalt 
Verschiedene Foimeu wekhe das 1 rodukt von mehreien gegebenen 

quddiatisohen Teilern mnthmen liinn 
Iformel duich wekhe man die n' Potenz iinti o^ff^' " " quidii 

tischen Teileis cihilten kann 
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IV Inhaltavei'zeiclinis aam zweiten Bande. 

l tbt mia die Cie^jamtheit der (iiiadcatwchen Teiler einer uud derselben 
lormil C + aw^ ia Betracht, bo kann man alle Formen beBtimmcii, 
welche die Produkte von je zweien, dreien, u. s. w. dieser Teiler, 

mögen diese gleich oder ungleich sein, annehmen kann 41 

g 5. 'raiiiSofthje J.i*/Iü3m»3 &et Gleichwng Ly' -|- -äTi/^ + Ne^ = 611, in 
welchci jt das Proditkt von melirereM unbestimmten Zahlen oder d^em 
Potenzen tst 43 

NAchdem die rechte Seite von dem koastiinten Faktor b hefreit worden 
ist, wird gezeigt, wie die AuflöBiing dieser Gleiehnng Bieh aus den 
im vorigen Parj^^raphen gegebenen Entwicklungen herleitet, . . 44 

Mchreie Beispiele 4.5 

§ 6. Seaeia einer Eigenschaft, welche sich auf die quadratischen Teiler der 
Formel t^ + au^, in melcher a eine Primeälil von der Form 8 w 4- 1 
ist, heeiehf 60 

Nach AnfBlellang einiget Hölfssätae wird beweisen, dafs die Gleichung 
J7!_pys^ 2CrZ-i- EZ\ in weichet P-R- y= = a ist, nur 
zwei Iiösungeu besitzen kann, und dafs diese sich auf eine ein- 
zige redncieten, wenn die gegebene Gleichung die Form 

f = 1 \- 21z -\- -!^^ / 

1 -titit 

Diiius folgt dafa die \nzihl lei he toim in-\-l leaitzenden qu* 

diatiechen Teilei dei lonnel fi+au tets nm eine Einheit gröfsei 

ist als die Anzahl dei qnadratiSL.hen feiler deiselben Formel 

welche von der Form 4» -j- 3 sind 66 

§ 7. Seveis des Sa(*es weickei das .^tvtschen awe» beliebigen PiimzaMen be 

'itehende Btctprocttnt'igeset^ ent/utlt 57 

§ 8. ( bei een sela benierLenstieites hei der iMStaMirnq dei Pnm^oMin le 

obachtetes Geset Oj 

Vergleiohung dei Formel mit dm Tafeln 66 

MitUerei nnd wahtfccheiiiln,her 'W ert dei Ditfereaa /wischen /wei aif 
einand erfolgenden Pnmzahlen b7 

bnmmation einigei Reihen welche vom C ebetz dei Pi iftzüilen iT" 
hingen 1 7 

Versuch die durch Induktion gefundene lormel zn beweisen 6) 

g 9. Seaeis leisehiedenet Satze iler dte m ithmetischeii Prngrtssionen 71 

Bezeichnet man mit 31 d-ia l. ~ 1*' Ghed in dei Eeihe dei Primzahlen 
j 6 7 11 ao giebt es unter 7t aufeinanderfolgenden Gbedern 

einer beliebigen arithmetischen Progteasion stets wenigstens ein'^ 
welches durch kein Glied aus einer Beihe von l beliebigen Pum 
zahlen teilbar ist 76 

Daraus folgt dafs jede aiithmetisehe Progiession deren Anfangaghed 
uni. Differenz lelative Pnmzahlen smd unendlich viele Primzahlen 
enthalt 77 

g 10. Jis niid betote'ien daff, jcdei qu%diatK,c}t Teihi der Formel i'-|--^ " 
loemgstens eint Zahl Z enthuU uelcke kleine) als N mid pnm ti 
N Ode) ^N st 7J 
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luhAltsverKeichniä £iim uweiteu Bande. 

Mtthodt ~ui Bestimmu}'(j du iiuahl det Glieder mnu lelitbtgen aiith 
metischen Fropemon welche dutck leine dir m einet gig bmin 
Seihe enthaltenen PiivKahlen teilbar stnd 

Allgemeine Iionuel, welcbe in allen Etilen genügt 

'ilgontlimns , um die Beiechnnng der allgemeinen Formel zu veiPin 
fachen 

Iioimeio für die Vergleichuog der veia hiedenen Progressionen 

li.ine beliebige Progression imd die einlache Piogreasion der -ungei ide \ 
Zahlen können Glied fir Glied «o geordnet weiden dafa dib tut 
eprechenden Glieder entwedei alle beide ptim oder alle beide nicht 
pnm zu einem und demselben Piodukte Q sind 

Mao kann bestimmen, wieviel Piimzalileii e& m einer bis zum it*^" 
(jliede Bich eiatretkenden anthmetischen Progression giebt 

Man kann ebenfalls bpstimmen, wieviel Primaahlen ein gegebener 
quadratischer Teilei der Formel t' -(- <ih' enthalt wfklie klemei 
sind als eine gegebene Gienae N i 

Methode Mr Ymiollstandtgung dei Äwfloswng der mtbclimmten Glei 
chungm ^toeiten Grades m ganzen Pallien 1 

Es wnd allgemein die Gleichung ay^ -\- byz -\- ce^ -\- d y -\- f~ -^ g — 
auf die Form aj/' -}- by , -j- ce ' -^ H zurückgeführt Sodann 
wnd eine allgememi, nnd von jeglichem Probieren freie Methode 
»Dgegeben um ans den Werten lOn y und diejenigen von y 
und ~ in ganzen Zahlen bei zuleiten 1 

Da dci Erfolg dti vorhei erwähnten Metbodt daiauf betuht dafs die 
Bruche, welohe ganze /ahlptt werden solkn den Nenner & — 4<n. 
hiben, bo wnd allgpmemet di Aufgabe gestellt den Exponenten 
n ^0 zu bestimmen, lofs, wenn mau dp + i/') 5)'' = r4- (?) 4 
setit, die Grofae IF -\- fi6- -|- v duich eine beliebige Piimzahl oi 
teilbai sei 1 

'iodann wird diiekt dei Weit desjenigen Eiponenten bp timnit, tui 
welchen 11 + aG- + v duich eine gegebene Potenz von o teil 
bat ist 1 

' (ff dte Crleicfiutig a,' + ay' = B*' 1 

Aus einer bekannten Losung dieser Gleichung erhält man eme zweite 
1US clieaei wieder eine dritte u s f ins Unendliche Icde Lösung 
bcstent im Allgemeinen aus vieima.1 %o iiel Zittern ah die nn 
mittelbar Toihergehende Lösung 1 

Duitb eine umgekehrte Eechnnnf, kann man von einer gegebenpii 
Lösung aufsteigender Ordnung ansgehend, die in ibsteigender üid 
nung mediigeie Losung finden 1 

Diese Aufgabe giebt Gelegenheit zu bemeiken, dafs es Gleichungen 
diitten Grade? giebt, welche sich dnrck eme von der Caidini 
sehen Formel verschiedene und bemcikenswert einfachere Formel 
lösen lassen Es wnd der allgemeine Typus dieser Gleichungen 
aufgestellt 1 

bitz ubci die (iltichingen dutten Giilfs d>-i u drei \V iizeln lat i 
nal Bind 1 
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VI InhaltsTerzeichnis zum uweiten Bande. 

§ 14. Mdhoile xui Auflösung der Gleiüiung i/'^a-\-l}i-\-rji -\-ilt -\-i i' 

in lalionalin Zahlen 1' 

Wenn die gegebune Gleichung so besi-hatfen ist, dalt n und e all- 
geinem Quadidtzatilen '<md, so und das Halfan] itkl iDgegebfu, 
um aus den bekannten Lbniing<'n natli uod nai h aiidtie Losunü'en 
zu eihalten 1' 

Anwendung auf ^wpi besondere Aufgaben I' 

§ 15. l',ntvn(UitHgäesutsUmndhclietmtgeselUertPro<liti.ls(i-- ' i(l—i. }il—x ) V. 
Man findet, dafs dieses Produkt gleich 

ist, d. h. dafs es nur solcbe Potenzen von x enthält, deren Ex- 
] onenten von dei Form — s^ — - sind 1 

lolgeiuagen welche sich daiiue für die Zerlegung dei Zahlen in 1 ilc 

ergeben 1. 

§16. Ibci aknhdie iunhiomn xoeiche imt anandei mulHpheiett PrnhtJü 

lon der-bellen Fonn geben 1 

Formeln ffli die homos;enen Funkticneu Äwutfu Grades mit iwci 

Veräaderliehen I 

Formeln fili die homogenen Funktionen dntten Gi^des mit diei Vei 

an dei lieben 1 

Diese i ormeln liefern das Mittel um allgemein die unbestinimtt. Gki 

cknng Y^ + aA^l +&Ti''+cl' — J aufzulösen i 

Dieselbe Tbeoiie lafot sii,h aasdehnen auf die homogenen Pniikti neu 

aller Grale 1< 

g 17, l bei etmge Aufgaben meldte sich mefti oiki iienign dneLt auf he 

unbeiUmv te Ana/yns bestehen 1 

Als Beispiel weiden zwei &chwierif,(, Piobleme 1 eha,ndelt deren Lo 

■Jung man Eutei \erdaukt 1 

Methode zut Be'^timmi oj, lon Zahlen welche aliquote leile dei 

bumme ihrer leilei sind Mit diesen Aufgaben beschäftigten sith 

die Mathematikei zur Zeit Fermat s und Descartes 1 

g 18. Lber eine andei e Aufgabe ibeldie durch dteAit nie man ii ihier Ai f 

losuni gelangt^ bnüa/eiiB «■( ist 1 



Fünfter Haupttsil. 

Anwendung dei unbeatimmten Analysis bei dei Auflösung der 

Olejohung j." — 1 =i m -welcher n eine Primzahl ist. 

1. dnmälagtn dieser Jieicn lhui< 1 

Yorbeteitendfi Satze 1 

'^etzt man a," — 1 =(,);— 1) \ so k^nn das Polynom X, in wolcbem 
n immer als Primzahl angenommen und nicht in zwei ratioDiilc 

laktoren zeilegt weilen 1 

Sehr allgemeiner '-■ita, wtldi i nach Gauss die zu entwickelnde 
Thcouo umf-ifet 1 
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Tahaltfi Verzeichnis zum zweiten Bande. V 

Beziehuügi \ olch wischen A i Wmzeln der Cileiohang \ =^ l) nl 
denen dei uib stimmten Gleithunf, * ~' — 1 = 50l{n) besteht 
Jeder Weit = g welcher dietei letzteien gen Igt und der pnmi 
tive Wurzel von n genannt wiid lat deiart dafs ille Wurzeln der 
Gleichung 7f = duich 1il a lieiniindei folgenden Potenzen j i^ 
i"', )"', , . )" oder mit Hülfe emei abküizt,nd n BeEenhnuig 

. durch (1), (i/) (j) (s) ll "") ausgedruclt werden können 1 

Bildung der Penoden in welche 1 l alle Wuizeln der Gleahung \=:0 
euthaltende Peiiode (« — 1 1) zeitilU 1 

Fundameatalsatz duch welchen alliTpmeio tlis Piodukt zweiei gleich 
artigen d. i eme gleiche Anzahl von C hed'^in enthaltenden Perioden 
gefunden wird 1 

13 ildungs weise der Gleichung wekhe die luich () 1} (m /) (»h p'l 
. . , (jn ; ff'"'0 bezeichneten 1 Perioden von je in Gliedern TaW ii 
zeln hat. Diese Gleichnng ist stets von der Form 

Mittelst der Wurzeln dieset Gleichnng kann dda Polynom "V m / J<a,k 
toren von j ^'^ Grade zeilegt weiden o ddfs die Gleichung \ = U 
vom Grade « — 1 = ml. m 1 Gleichungen vom Grade m zetiUllt 1 

Jede durch {«* a) daigeitellte Periode von m Gliedern kann wieder 
Eevlegt weiden ra 1 Penoden VDn w Gliedern falls tn,^ ml ist 
und die Gleichnng vom G ale 7 tvelche diese Teilpenoden näm 
lich(TO'rHl {m ah) (m ah') (m cA*- ■~^) zu Wurzeln hat 
besitzt Koef fiel enten die sich durch die bereis hekannteu Wuizeln 
der Gleichung l""" Giades ausdrucken lassen 1 

g 2. Allg^teme Büäung dei Gleichung l^™CrracJe$ fui die Meitel^% i, 4, 5 1 

Wenn k = 2, so sind die beiden Werte von jj gleich — -^ ±-^ V — n, 
falls « von der Form 4( + 3, nnd gleich — ■v- + V'^, falls w von 
der Form i i + 1 ist 1 

Daraus folgt, dafa allgemein die Punktion iX stets die Form Y^-\-nZ- 
besitzf, wenn »i = 4i + 3, uud die Form Y^—nZ^, wenn 
,1 = 4t + 1 ist 1 

Verschiedene Methoden, die Funktionen ¥ iind Z a priori zu be- 



Für fc ^ 3 und n = Sm + 1 sind die drei Perioden (w : 1), (m -. g), 
(m-.g^). die Wurzeln einer Gleichung dritten Grades, welche nur 
durch den Wert der Primzahl n bestimmt wird, wenn man 4 k auf 

die Form a" + 27&' bringt 191 

Diese Gleichung besitzt allgemein die Eigenschaft, dafe ans einer Wurzel 
j) derselben eine andere j)' dnrch die sehr einfache Formel 
, _ - G + (Ä- C)p_ 
1' - p + ü~B~ 

bcütimmt wird, uad aus dieser folgt in analoger Weise die dritte. 19'.! 
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III Inhal thäverzeicliniB zum aweiten Bande. 

Der Fall k = i odci' «"=41» + ! '-erfüllt in zwei andere, je nachdem 
m gerade oder angerade ist. Isb vi = 2fi, so k»nn mau allgemein 
die Gleichung vi eiten Grades bilden deren rpelle Watzeln die vier 
Peiioden {n 1) (m g> (m j') (m i/^) sind Dieae (jleichun^, 
feesitzt ebenfalls he KigenBchaft dalo sich ans einer gegebPiiPn 
Wurzel I dl" diei andern sehi einfach bestimmen lassen 193 

Dei FiU t s= 6 odei m ^ 5»i -[- i endlich besitzt keine so einfiche 
Losung indessen hefeit die niheie Unteisuchung mehrere Ee 
dingnngsgleRhungen mittelst deren sich die Gleichnng fünften 
Qiades bilden IBfst v^ eiche die Penoden (m 1) («i j) (m i ) 
(m g') (m g') zu Wuizeln bat - 10 

3. Anwendung der Tkeone auf numcrttche Beispiele 20^ 
Diese Beispiele beziehen sich, auf die Weite «^=7111 17 41 Lpi 

diesem letzteien Beispiele wird gezeigt wie die Funkbon \ in 
Faktoten von yerscbiedenem Grade zerfallen kann 226 

4. Sedul.tio'nsmtthode -ui Vervolhtandigmig de» uo) tehenden Theoiie 231 
Ül er die Hülfsgleichung fünften drades w eiche m dem FiUe h = ^ jii + 1 

■infzule=en ist 2^1 

Ls wird die allgemeine Methode für die Ä ifloEimg di sei bleichung 
augbgeben d h die Alt wie man die expliuten Weite ihici Wui 
zeln eibalt ucd dies wud angewandt auf den Fall n ^ 41 2'l<i 

Die Anwendung deretlbeu Methode auf den Fall m=41 wu de iu dem 
selben Besnltate fuhren wplcbes Vandeimonde der etat» Be 
giundei dieser Theorie in den Abhandlungen der Paiiser Akademie 
dei WiSiensch-iften vom Jihre 1771 angegeben hat 4& 

übet die Hülfsgleichnng siebenten Grales welohp intei d«i VniihDii' 
n = Im -\- 1 die Pemden v n m Gliedein zu Wurzeln hat 4b 

Dieser zweiten Entwicklung der ali>,eniPinen Methode folgt eine diitt' 
welche sich auf lie Auflösung dei im Palle n.^ am-\-\. geltenden 
Gleiobnnf, bezieht 256 

5. Vet fahren um .mj allgemeiiten Auflubung dei Gleichung \ = u ije 

langen 263 

Anstatt nach imd nach die verachie denen Hdlfsgleichungen, deien Grade 

mit einander multiplieteit das Produkt ~ — ergeben aufzulösen 

ist es *iel einfacher direkt die Gleichung — - — " Grades in 
P aufzulösen welche an Stella dei Gleichung Y =■ tntt und 
deren allgemeine Foimel unter dem Buchstaben [i) augegeben lat 2bJ 
Die zui AuflöBUDg dieser Glei hung d h zui explioiten Bestimmuij, 
aller ihrei Wurzeln notwendige Analyse wird an mehreren Bei 
spielen eotwii'kelt welche ziemlich alle Schwierigkeiten vereinigen 
denen man l6i indem Anwendungen begegnen könnte Die'^e Theorie 
giebt Veranlassung, mehrere Reihen von f ehr bemerkenswerten Sätzen 
zu begründen, welche sich auf die Fanktionen T und Ä bezieben. 
Die der Reihe nach als Beispiel genommenen Zahlen sind 3 1 , 
13, 41, 17 363—323 



y Google 



Inhalts verzeiclmi 



In jedem Falle kann man durch eine einzige Formel und 
deutigkeit alle Wurzeln der Gleichung in ;;, die im 

dargealellt werden durch 2 cos ■ ■■ — , ausdrucken 315 

Sechster Haupttnil 

Beweis vei "iehiödenei Sätze aus der unbestimmten Analysi^ 

As tDiid die Aufgabe gestellt, eine gegebene Zahl a i« iier (Quadrate .u 
BeHegen, derart, daß die Summe ihrm positw genommenen Wwzein 
gleich etner gegebenen Zahl b ist 324 

Erster Fall, wo eine de» viet Zahlen s, t, u, v gleich Null ist Be 
dmgung für die Möglichkeit der Ldsnng J2') 

Zweiter Fall, wo keine dieser Zahlen gleich Null ist Altdann iht 
4 a — &' die Somme dreier Qu ad late, und Eomit darf die 7ahl 4a — 6 
nicht von der Foim 4'(8n -f 7) Htm ä27 

Unter dieser Bedingung ist die Auflösung immei möglich Damit gu 
jedoch durch positive ganze Zahlen gegeben werde, mnlb b zwischen 
den. Grenzen Yiä und ~ySu — i— 1 hegen. Indessen giebt ls Auch 
Falle, in welchen man d\e Loaung m positiven ganzen Zahlen eihalt, 
obwohl b nnteihalb dei Grenze y3a — 2 — 1 liegt J-l 

Diebe Untersnchung liefert eine neue Erweiteiung der beiden eraten 
Fälle des Satzes über die Polygonal zahlen 33J 

Beweis des Fermai'stAen Salnes ubei die Fulyqonal'ahlen und ennget 
andrei analoger F"iice 3Ai 

Nach einigen voi bereiten den Sät/en wird bewiesen 1) Jede ganze Zahl, 
welche grölaet ist als 50m-)- 21, ist du. Summe von in-i-2 Polj 
gonalzahlen von der Ordnung j»-{-2, von denen »J — 3 eutwcdoi 
gleich Null odai gleich der Bmheit sind 2) Dasselbe gilt für jede 
ganze Zahl, welche kiemer ist als 60ni-|-21 3d1 

Diese beiden Satze enthalten den allgemeinen Feimat'<ehen Satz in 
sich, abei mit einer Emschiankung, wplche demselben eine gtofse 
Präcision und Eleganz \erleiht, dafa nämlich unter den m-|-2 von 
Fermat gefordeiten Polygonal zahlen steta m— 3 suh befinden, die 
man gleich Null oder gleich 1 zu setzen hit 34 J 

Min kann lernei beweisen, d^Ts üichdem eine gewieae fui jede Uid 
nung der Poljgonaliahlen lacht anzugebende Grenze ubeischiitben 
ist jede gegebene /ihl in viei odei höchstens in fünf Polygonal 
iahlen zerlegbar ist 34J 

Beispiel für die Zahl 6484, die ih viei Okti ;ronal?ahlen aeilegb'ir ist 14G 

Über dte Gleichunf/ t' -\- y' -]- s^ ^ a48 

Die Unmöglichkeit dieser Gleichung ergiebt air h aus den folgenden drei 
Sätzen 

1) Wenn diese Gleichung möglich si-in ^oll, ^o muK eine der Zahlen 

j, y, j durch i teilhai oem 

2) Diejenige der Unbestimmten, welche ^eiade ist, ist /uglpicli durih 

ä teilbar 
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lühaltsvei^eichuiä zum zweiten Bande, 

St 
i tt pan eine dei ÜnbeBtimmten gleichzeitig dnich 2 und j teilbar 
lit, 10 Ufbfc bich die Gleichung m eim, indere vetwandeln in wel 
chei die entopraohende üabestimmfe nnt durch 3""* teilbai ni 
Man gelangt also duich wiedeiholte Tranefonnationen eu einei 
Gleichung, in welcher keine Ünbeatimmte durch 3 teilbir ist und 
die somit nach dem eiet<.n Satze nnmdghch ist 3 

l bei die GleicStutrg j:'^ -i- 1/^ -{- n' = ä 

Wenn diese Gleichung löshai wäre, so konnte man du'iue eine unend 
hebe Reihe andeiei Gkicbungen die etenfalls losbii wären, hei 
leiten, und dies würde voransBetzen dafe die Zahlen t, y, - aus 
Binei unendlicht □ Menge von Faktort-n bestehen Die angenoramf ne 
Lösung kinote also nui duroh Zahlen von unendlichei Gröfte ge 
geben weiden 3 

, Einige Satse u«a dm Ancäysis ncbat netten rormdn fm di M inLeUedung 3 
Ausgehend von dem Ratze in Äitilel 510 wiid bewieoen. 

1) I t J eilc riinidhl von der Fovm 41»+ 1 und setzt man 

(t+ lV'n)"=fl- + ngQyn, 
80 können die Poljnome P und Q auf die Form X' — nY^ ge- 
bracht weiden 3 

3) Ist n eine Piimzihl \0n der Form 4w + 3 und setit man 

60 kann man die Poljnoine P und Q je in zwei rationale Faktoren 

zerlegen so daCj man hat J'=^AS, Q^CD b 

Diese Sätze vit die i^ Potenz von cos gj -f- y — 1 sinqi angewendet, 
geben das Hölfbmitf el , um allgemein das Polynom: 

«... -'„ "C^-^X^-^' .«»"-»„.J.i^j. 



K.khc= glei h 






crlegei 






Faktoren drucken sich stets linear duich die Cosinns doi- geraden 
Vielfachen \on ip aus, wenn n von der Perm 4w + l, und durch 
die fcinus der ungeraden Vielfachen desselben Winkels , wenn n 
von tiei Form 4w + 3 ist . 3 

Daran« ergieht sich die einfachste Gleichung, welche man fui die 1 ei- 
lung des Kreisumfangea in w gleiche Teile eihalten kann . 3 

ÄPuei Beweis <ks Üemjiroufal qeid^ts uelchcs ~i«iscfie« sxet Pum- 
»o/iicK besieht ■ 3 

Es ist dies der eintach te untni tUen bi k iiinteu Le«eiacn dieses I un- 



Anhang. 
Abschnitt T. 
Neue Methode ziir nahemngsweiaen Auflösung der Gleichungen. 

Grenzen der reellen 'V^ urzeln 

Definition der gleichförmig veilaufeuden Funktionen (fonctioua omales) . . 
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TEhaltsvorzeichiii 



Auflü-mg der homalen GIp nhing =ep i 3\ 

Verfallen um die grurstc loaitive Wuiitl einer „pgebmei Wei huag zu 

imden 3! 

Veilahren um die anlern positiven Wurzeln deiBpRen Gleichung zu finden 3' 
Zweite Methode iar die A ifloBung lei niimeiisclien f leich ingeu 3 

Beat mmuüg der gröfaton Wurzel i' 

Bestirnju mg der Weinaten Wurzel 4 

tber den Duri'liBchmtt cinei 1 elipl igrai beradpn n it d gle clifrmif^' yci 

Iiufenden Kurve J = ip(i) 4 

7wPite Art die Lkintte Wi üpI 7u bettimmen 4 

Wenn die grofate odei dip kleinste Wur/el Lek lunt an d alle anleii zi 

heetimraen 4 

Grenzen für die reellen Grufsen welche hei den im^inaien Wurzeln als 

Moduln auftreten 4 

Form der GleiehuiiB welche in dem Falle imaginäier Wunzeln aufzulösen i^t 4 
Foimeln zur Lorrection der duieh eine ei^ite Anniheiung erhaltenen Werte 4 
Kennt man zwei konjugierte imaginaiB Wurzeln and bildet mift den r eilen 

Faktor 7wciten Grades welcher dei gegebenen Gleichung genügt to 

kann man d e Gleichung ü — 2'™ G lies aufatellen nekhe alle andern 

■ft urzeln enthalt 4 

Bcmeikung ur VervolUtandigung der Aiflusiin^ dei homalen Gleichung 

c = ,(c) 4 



Absclinitt II. 

Über euuge CHeichuiieeii, wrelche die Eigenbohaft besitzen, dafs 

sich durch eine bekannte Wuizel tlle übrigen rationil 

bestimmen lassen 

AlaBeiapiel wir 1 ein sehi einfaeheä Gesetz angenommen das zwisclcn ?wei 

anfein anderfolgendea Ghedeio dei Reihe 1 est eben soll 4 

Über den allgemeinen Ausdruck einer behebigeu Gleichung und die BhIiu 

gung datur dafs die Reihe dei Wurzeln in sieh zuruekt ehrend sei 4 

Entwicklung ffli die Gleichuogen dritten Grades 4 

Allgemeine Fotm der Gleichung dutten Giides bei welcher s ch duich eine 

bekannte V. urzel die beiden andern rational bestimmen 4 

Da diese F>rm drei unbestimmte Giöfaen enthält ao kann sie angewendet 
werden auf jede gegebene Gleitbuug dntten Grades Es erg ebt sich 
daraus ein sehr einfacher Beweis f ir die Reellitat dei diei Wurzeln im 
nreducillea Falle 4 

Entwicklung fut die Gleichungen vierten Grades Die Methode kann nui 
tuf Gleichungen angewendet werden die sich nnmittelbai in zwei Glei 
chungen zweiten Grades zerlegen lassen 4 

Entwickling in die Gleichungen fünften Grades Das luf die einfachste 
Form gebiachte Resultat bietet unendlich viele Gk chungen dar welche 
fünf reelle Woizeln haoen obwohl ihre Koefhcienteii iwei I eliebig inge 

e nnbeahmnite Giöfsen enthalten l 
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XII IiihaltsYerzeiclinis zum Kweiten liando. 

Es wird em nnmensches Beispiel gegeben, in welchem eme durcli dip ge 
wohnliche Methode gefniidene Wntzel dazu dient, die \ior andern lational 
zu bestimmen 4 

Diiektp Methode, welche aa dei den Ansdrack der fünf Wuiaeln darstellen 
den allgemeinen Formel fuhrt Anwendung dieser Methode auf dasselbe 
numoncche Beispiel i 

Allgcmeme Imtersnchung ubei die Gleit-hungen w'™ Giades, deien Wuizeln 
eine in sich zutückk ehren de Reihe bilden, in welcher jedes Glied eine 
lationale Funktion des toi hei gehenden itt Es wird gezeigt, dafs, wenn 
n eine Pnmzahl ist, die allgemeine Anflösunn' der (jleichung ttets d iich 
eine Formel gegeben wiid, welche implicite alle Wui^eln enthalt 4 
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Vierter Haiipttoil. 
Vi'i-scliieilciii^ Mctliotleii niul Iliitei'Hiieliniigeii. 

§ 1- 
Sätze über die Potenzen der Zahlen. 

Die Methode, von der wir sogleich verseliiedeiie ÄnwendungeH 
geben werden, verdient eine besondere Beachtung, insofern sie bis 
heute die em7ige i't vermittelst welcl ur mm gewis-^e negative Sätze 
\bei die Pctenzen dei Zahlen hit beweisen können Die'tt Methode 
geht darauf aus zu zeigen dafs wenn die Eigenschaft deien Bestehen 
vernemt wird bei giof%en Zahlen stittfinde dieselbe bei den LIeiueren 
Zahlen ebenfalls gelten winde Ist he&ei eiste Pualvt fesigestellt, so 
ist dei Sitz bewiesen lenii Wfini das Gegenteil atattflnden sollte, so 
mufste eine ßeihu von ibn«,hiuen leii ginzen Zahlen ids Uliendliche 
verlangeit weiden können was einen Widerspruch eithilt Permat 
hat zueist diese Methole in einer semei Anmeikungen zum Diophant 
ingegeben m dei ei beweist dafe dei Fl icheninlialt eines m ganzen 
7j,blen ausgedrückten recht wml li gen Dreiet,ks*) 1 emei Quadtatzahl 
»leich aem kann Eulei hit sodann weiteie Anwendungen von 
dl '.ei Methode und eine sehr 1 lare Äuseinandei 'äetzung derselben 
ueg hen im zw iton Ti'ile einei Elemente der Äl^cbii 

Satz 1. 0er Fhxchcninhalt eines in ganzen Zahlen aus- 
gedrückten rechtwinklijifen Dreiecks kann keiner Qnadrat- 
zahl gleich sein. 

*) Drei Zahlen von der BeechaftcnhPit, ddfs das Quadrat der gröfsten von 
ihnen gleich der Sumnie der Quadrate dei beiden andern ist, nennt man ein 
rechtwinkliges Dreieck. Als Beisiiiül kann min du Zahlen 3, 4, 5, die Zaiilen 
5, 12, 13 und unendlich viele andd infnhipii Aom. d. Voif, 
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Da, 

(„' + ,/f _ („= - ly + (2„5). 
ist^ so können die drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks offenbar 
dnreh die drei Zahlen a' -\- b^, a^ — b^, 2ab dargestellt werden; es 
ist dies der allgemeine Ausdruck, welchen auch die direkte Auflösung 
der Gleichung x^ = y- -{- s^ ergeben haben würde (No. 17). Diese 
drei Zahlen könnten mit einem gemeinschaftlichen Paktor & multi- 
pliciert werden; jedoch sehen wir von diesem Faktor, weil er für 
unsem Zweck ohne Nutzen ist, ab und nehmen deshalb an, dafs a 
und b prim zu einander seien. Denn sind die drei Seiten eines Drei- 
ecks durch %■ teilbar, so läfst sich der Flächeninhalt durch &^ teilen; 
ist also dieser Flächeninhalt gleich einer Quadratzahl, . so wird er es 
auch noch sein, wenn man ihn durch den Faktor %^ dividiert. 

Dies vorausgeschickt erhalten wir, wenn wir den Flächeninhalt 
des lietieftenden Dreiecks A nennen: 

A = ab {a^ — 6^J. 
Da nun du- r<iktoren a und h zu einander prim .sind, so werden sie 
auch zu n^ — b* pnm sein; wenn demnach Ä eine Quadratzahl sein 
soll, so mnft jedti dei Faktoren a, b, a^ — b' eine solche sein. Ist 
also a = MJ^, h = w^, so bleibt noch zu bewirken, dafs auch ä'—h* 
odei m* — n* eine Quadratzahl werde. 

Diese (riofse n?* — «'' ist das Produkt der beiden Falctoren m^ + «^ 
und m^ — »^ Nun sind aber in und n prim zu einander, weil a und b 
relative Frimzahlen sind; ferner mufs die eine von ihnen gerade, die 
andere ungerade genommen werden. Denn wären sie alle beide un- 
gerade, so wurden es auch a und h sein, und es würden somit die 
drei ^iten a" -j- b'^, n^ — &*, 2ab den gemeinsamen Teiler 2 besitzen, 
was Tegen die Voraussetzung ist. Polglich sind die Faktoren m^ -^- n^ 
und m' — n* prim zu einander, und daher mufs ein jeder von ihnen, 
weil ihi Produkt eine Quadratzahl sein soll, ebenfalls eine Quadrat- 
Setzen «zr demgemäfs w^.*-|'W^=i'^ ™^ — b^ = $^, so erhalten wir: 
w^ + (^ = m* und 2«* + S^ = P^- 
Wenn somit der Flächeninhalt eines rechtwinkligen Dreiecks eine 
Quadratzihl ist, so kann man zwei Qxiadrate q^, n^ von solcher Be- 
schaffenheit finden, dafs jede der beiden Gröfsen q^ -{- w" und q^ -\- 2«^ 
eme Quadiatzahl*) wird. 

*j Die Stelle Permat's, welcher wir, mir mit Hinzufiigiing der M\im 
bessereo Veratündnis und Knr Vervollstämligving des Keweiaes erforderliciien Ent- 
wicklungen, Kieinlicli oenan folgon, liat naohstehcudeu "Wortlaut: 
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§ 1. Siitze iibei- die Potenzen tler Zahlen, iä 

Da min p" = (/ + 2n^ ist, so mnl's (No. 143) p von iler fi^onii 
/■* + 2ff^ sein. Der Gleichung 

S- + 2l.> - (f + 2,/f 
genügt, ma.n nbfir, wenn man 

setzt, woilui-di man 

q-e- 2g' 

n = 2fg 
orliiilt, nnil /.war besit/.t diese Lösung, wie man sicli Mittelst (Ut 
Formehl in No, 17 überzeugen kann, jede nur wünschenswerte All- 
gemeinheit, Man hat also nur noch der Gleichung <f -\- n^ = m^ äu 



„Si are» triangnli eeset qnadratus darentwr duo quadrato-qnadmti quornni 
differentia esset qitadvatns: Unde seqnitur dai'i duo quadrata, qaorum et summa 
et differentia esset quadvatus. Datut itaq\ie numerus compositua ex qnadrato et 
duplo quadrati aequalis quadrato, ea eocditione ut quadrati cum componentea 
faciant quadratum. Sed ai numerus quadratna componitui' ex quadrato et duplo 
alteriue quadrati, ejus latus similiter componitnr ex quadrato et dnplo quadrati, 
nt facjllime poeaamus democstrare. 

Ünde conoludetur latua illud ease sumniam laterum circa rectum trianguli 
rectanguli et nnum ex quadratie ilhid componentibus effieere baaom et dnplimi 
quadratum aequari perpendiculo. 

Illud itaque triangulum rectangulum conficietur a duobus quadratis quorutn 
ftumuia et differentia erunt quadrati. At isti duo quadrati minores probabuntur 
primis quadratis suppositis quornm tarn summa quam differentia faciuut qua- 
dratum. Ergo si dentnr duo quadrata, qnorum aumma et differentia faciant 
quadratom, dabitur in integris summa duorum quadratornm ejnsdem naturao 
pviore minor. Eodem ratiocinio dabitur et minor ista inventa per viam prioris 
et semper in inflnitum minores invenientnr numeri in integria idem praeatantos 
quod impossibile est, quia dato numero quovis integro non possuüt dari iniiniin 
in integris illo minores." Fermafscbe Ausgabe dea Diophant Seite 3S9. 

Anm. d. Verf. 

D. h. Wenn der Flächeninhalt eiaes Dreiecks eine Quadi-atzahl iat, so gicljt 
na awei Biquadi'ate, deren Differenz eine Quadratzahl ist. Daraus folgt, dafs es 
zwei Quadratzablen giebt, deren Summe und Differenz ebenfalls Quadrataahltn 
aind. Es giebt daher auch eine ana einem Quadrate und dem Doppelten eines 
Quadrates zusammeiigeaetate Zahl, welche gleich einem Quadrate ist, wobei die 
beiden jeae Zahl bildenden Quadrate überdies die Bedingung erfüllen, dafs ihre 
Summe eine Quadratzahl giebt. Wenn aber ein Quadrat gleich der Summe aus 
einem Quadrat und dem Doppelten eines anderen Quadrates ist, so iat die Seite 
desselben ebenfidls gleich der Summe aus einem Quadrat und dem Doppelten 
eines andern Quadrates, wie aich leicht beweisen läfst. 

Hieraus schliefst man, dafs jeue Seite die Summe der Katheten eines recht ■ 
winkligen Dreiecks iat, und zwar atoUt diis einzelne (Juadrat, welcliea in dem 

1* 
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4 Vierter Haiiptteil. 

genügen, und diese geht, wenn man darin die gefundenen Wei-te von 
q und n einsetzt, in f* -j- 4(/* ^ ni" über. 

Diese Gleicliur^, welche möglich sein mufs, wenn der Flächen- 
inhalt A eine Quadratzahl ist, zeigt ein neues rechtwinkliges Dreieck 
an, welches aus der Hypotenuse m und den beiden Katheten f^ und 2g- 
gebildet ist. Da nun der Flächeninhalt dieses Dreiecks gleich pg^ 
und somit gleich einer Quadratzahl ist, so folgt daraus, dafs man, 
wenn der Flächeninhalt des gegebenen rechtwinkligen Dreiecks gleich 
einer Quadrataahl ist, mit Hülfe dieses Dreiecks immer ein kleineres, 
aber nicht verschwindendes Dreieck finden kann, dessen Flächeninhalt 
ebenfalls gleich einer Quadratzahl ist. 

325. 
Um sich ein Urteil über die Kleinheit dieses zweiten recht- 
winkligen Dreiecks im Vergleich zu dem ersten bilden zu können, 
ranfs man den Wert von Ä durch f und g ausdrücken. Nun findet man : 

A _ (».* - >.<) «.■»> - i/v (f - v)" (f + 2</')' er + 4»'). 

Ferner kann p — 2g^ nicht kleiner als 1 sein, und überdies ist stets: 

(r + 2/)^ > sfY, r + ig' > ifY-- 

Mithin ist der Flüchen in halt A > 128 f^g^: Wird demnach f'^g^, wel- 
ches der Flächeninhalt des zweiten Dreiecks ist, mit A' bezeichnet, 
so liat niau: 

Wenn somit ein rechtwinkliges Dreieck in ganzen Zahlen existiert, 
dessen Flächeninhalt gleich einer Quadratzahl ist, so giebt es zu 



A 1 k j '> t V t 1 I tl t ! I 1 1 It J 1 t 1 

\ Kath t d 

E 1 d h j 1 tw ki g E t 

blltd Smm dDff yUtzhl 

hl d b b w k nn kl 1 d t ang m 

Qiidthl d SmmmdDfl (Jdtll d teilt W 

I wQdthlgbtd Smm IDff Ifllljadt 

hl l gl bt t« 1 g Z hl h d "> Irät 



ttel t j d t 1 1 

d D b d Q d 



hl 



Ib 



Ib 



1 bt 



U dl h 1 
1 1 1 



w 1 h kl 

h anl 

md fi d t m 

7 hl w 1 h 



t 



? I 1 kl dl 

t d gan Zahl 



y Google 



% 1. Sätze über die Potenzen der Zahlen. 5 

gleicher Zeit ein rechtwinkliges Dreieck, dessen Flächeninhalt Ä' 

kleiner als 1/ ■ mid ebenfalls gleich einer Quadratauhl isi; jcdocJi 

kann dieser Fläüheninlialt nicht gleich Null sein, da ki;ine der Zahhin 
f und 1/ verschwinden kann, ohne dafs A = U würde. 

Aus demselben Grunde kann man aber aus dem rechtwinkligen 
Dreiecfe, dessen Flächeninhalt A' durch eine Quadrataahl ausgedrückt 

wird, ein drittes Dreieck ableiten, dessen Inhalt Ä" kleiner als IZ-r^ 

und ebenfalls gleich einer Quadratzahl ist, und so ins Unendliche 
weiter. Dies enthält aber einen Widerspruch, da eine Reibe ab- 
nehmender ganzer Zahlen A, A, A",..., auch wenn dieselben keine 
Quadratzahlen wären, nicht ins Unendliche verlängert werden kann. 
Mithin giebt es kein rechtwinkliges Dreieck, dessen .FiächeninhaH 
durch eine Quadratzahl ausgedröckt wird. 

Zusatz. Derselbe Beweis zeigt, dafs die Formel m^ — n'^ keine 
Quadratzahl darstellen kann, ebenso wenig die Formel f'^ -]- 4(/^, 
es müfste denn, was evident ist, in der ersten m = n oder w = 0, in der 
zweiten f oder g gleich sein. 

Man kann ferner daraus schlielsen, dafs die Gleichung 
iC'' + 2/*=2p^ unmöglich ist, ausgenommen den Fall x^y. Denn 
aus dieser Gleichung würde folgen: 

Wie wir aber soeben gesehen haben, kann die linke Heite keine 
Quadratzahl sein. 

Satz 2. Die Summe zweier Biciuadrate kann keine Qua- 
dratEahl sein, wofern nicht eins derselben gleich Null ist, 

Ist falls dies m'jglich ist o *-{-?*■'== c^, so müssen zunächst die 
Gleichungen ^elttn 

« = i — I ^ = "11, (-■ = f + 2^- 

t einer beichte man, dafs, weil a und h als relative Primzahlen 
vorausgesetzt w erden I onnen, p und q gleichfalls prim zu einander 
yind, und dafs sie auch nicht ille beide ungerade sein können; denn 
wue letzteres der Fall so wurden a und b alle beide gerade sein. 
Man dait jedoch auch nicht p ^eride und q ungerade annehmen, weil 
alsdann p^ — q^ von der Form 4k — 1 sein würde, welche Form das 
Quadrat h^ nicht besitzen kann. Demnach mufs p ungerade und q 
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a Vierter Haiiptteil. 

geraiiü Hein, uiul daher setKO man, um der Gleichiuig h^ =^ 2pq zu 
genügen, p^m^, q = 2n^. Werdeu diese Werte in die iimlore tllei- 
clumg c^ = ii^ — rf eingesetzt, so ergiebt sich: 

Mi* — 4)1* =f aK 
Da diese letztere Gleichung ausdrückt, dal's das Quadrat m* gleich der 
Zumute der beiden andern Quadi'ate 4n*, o^ ist, so hesteht die einzige 
Art, ilir au geni^en, darin, dafs man 

öi;t/,i Aua der Gleichung b^ = /V/, in welcher /' und <j prim zu ein- 
ander sein müssen, ergiebt sich aber f = a^, tj = ß^^ und vermöge 
dieser Werte geht die Gleichung iii'' ^ f- -\- (ß über in: 

«' + ()'-..»■. 

Wenn demnach zwei ßi(.;[uadrate a*, ü** existieveu, deren öumme 
gleich einer Quadratzahl ist, so giebt es zu gleicher Zeit zwei andere, 
viel ■ kleinere Biquadrate «*, (5*, deren Summe ebeutall« gleich einer 
Quadratzalil i^t. 

327. 
Um sich eine Vorstellung von der Kleinheit der letzteren 
Biquadrate im Vergleich zu den ersteren zu bilden, leite man aus 
den vorhergehenden Werten die folgenden ab: 

luiüiiu: 

«' + /i' < V«'+'F. 
erner bemerke man, dal'y weder a noch |J gleich Null sein kann, weil 
sich daraus Ii =■ ergeben würde, welchen Fall wir ausgescblosaen 
haben. 

Wenn es demnach eine Quadrataahl <? giebt, welche gleich der 
Summe zweier Biquadrate ist, so erhält man aus ihr eine zweite 
Quadratzahl c'^, welche ebenfalls die Summe zweier Biquadrate dar- 
stellt, und deren Grundzahl c' kleiner als yc , aber verschieden von 
Null ist. Aus demselben Grunde erhält man aus der Quadratzahl c'^ 
eine dritte c"^, welche dieselbe Eigenschaft besitzt, und deren Grund- 
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zülil c" kk'inoi" als Y<fi aber verschieden von Null isfc, ii. a. w. Dies eut- 
liält aber einen Widersprueh, da eine Reihe gauzer Zahlen c, c, c" ■ ■ ■, 
von denen jede kleiner als die vierte Wurzel aus der vorliergehendeu 
und von Null verschieden ist, nicht ins Unendliche fortgesetzt werden 
kann. Mithin kann sich nnuiöglich eine Qiiadratzahl in zwei Biijuadrate 
zerlegen lassen. 

Zuaatz. Derticlbc Beweis zeigt, diil'w die Korinel m"^ — in'' 
keine Quadratziihl darstellen kann, wot'erti nicht « = ist 

B28. 
Satz 3. Die Formel X'' + 'J'if' kann keine QiiadratzaL! 
darstellen, wofern nicht y = ist. 

Denn wäre a^+yi/* = ^^, so miii'ste niuu zunächst setzen: 

Sodann folgt aus der Gleichung s? = ^ — 2(fi 

X = m^ — 2n^, p = m^ + 2«% q = 2)«K. 
Werden diese Werte in die Gleichung y''^ = 2pq eingesetzt, so er- 
giebt siel 

ij ^ 4«i« {m + 2«°) 

Um die LI Gieid iin_, zu genügen, bcahtt mm ilil 1il Zahlen 
m und n prini /.a euiAudei amd denn hatten sr einen ^ ein ein seil aft- 
liehen Teiler, so winden p und q und somit auch x und y ebenfalls 
einen solchen haben was man nicht anzunehmen biaiieht Wenn dem- 
nach mn{m^ + 2k*) eine Quadratzahl ist, so mufs jeder der drei 
Faktoren s», 11 m^ -\- 2n eine Quidrataahl sein Ist also »1=/" n^if, 
so bleibt nur noch zu bewirken, dafs auch /* + 2(/* eine Quadrataahl sei. 

Diese Formel hat eine der gegebenen ähnliche Gestalt; dieselbe 
ist aber ofi'enbar in viel kleineren Zahlen ausgedrückt, da «* -|- 2i/^ >p* 
lind somit 

p oder /■^ + 2<f < Yx^~2^ 
ist. Im Übrigen ist keine der Zahlen / und ff gleich 0; denn wäre 
dies der Fall, so würde y gleich werden, was wir ausgeschlossen 
haben. Wenn es daher eine Quadratzahl Ä^ von der Form u^ -f- 2«/* 
giebt, so läfst sich daraus eine zweite Qnadratzahl A"' herleiten, welche 
dieselbe Form besitzt, und deren Grundzahl A' < ^A ist. Aus deui- 
selben Grunde aber folgt aus der Quadratzahl A'^ eine dritte A"^ 
von derselben Form, u. s. f. Nun kann aber eine Reihe abnehmen- 
r Zahlen A, A', A"--- nicht ins Unendliche fortgehen; mit- 
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hin ist es imuiögiicli, dal'n die Formel 3^ -|- 2y^ eine QuadratKubl dai'- 
atüllu, ea miifüte deiui y ^ Hein. 

Zusatz. Aus diesem Hafcze folgt, daTs auch x'^ — S^ keiiie Qua- 
dratzahl sein kann. Denn hiitt« man x* — 8y* = s^, so wurde daraus 
folgen, dafs S*'\-2(2xyy gleich dem Quadrate {x' -\- 8i/y w\lre, was 
nur stattfinden kann, wenn y ^ ist. 

329. 

Satü 4. Keiiie Trigunalzahl, iiiit Ausiialime von 1, ist 
ein Biquadrat. 

Tst, falls dies mögliek wäre, ya; (;<; + I) == / oder x (x + L) 
= 2y^, und setzt man y = mn, wo m und n zwei unbestimmte Zahlen 
sind, so läfst sich diese Gleichung nur auf eine der beiden fulj^euden 
Arten zerlegen: 

,(; -|- 1 = ^1 x= n*, 

und diese geben entweder l = w' — iJm' oder l==2»rt'' — «*. 

Die zweite Kombination ergäbe m'^ — h* ^ (w-^^l)'', eine Glei- 
chung, welche unmöglich ist, da die linke Seite die Form p* — q*- 
besitzt, und diese keine Quadratzahl darstellen kann, aufser in dem 
evidenten Falle )« = !== x. 

üie erste Kombination ergieht die trleiehung 1 + 2y«*=^tt*, welclie 
ebenfalls unmöglich ist, weil nach dem vorhergehenden Siitze die 
linke Seite keine Quadratzahl sein kann. Mithin ist keine Trigonal- 
zahl aul'ser 1 ein Biquadrat, 

330. 

Satz 5. Die Summe oder Differenz zweier Kuben kann 
keinem Kubus gleich »ein. 

Ist, falls dies möglich wäre, j;^ + (/" = j', so kami man wie 
gewöhnlich annehmen, dalk die beiden Zahlen x und y prim zu ein- 
ander sind. Alsdann sind auch y und is und ebenso x und ^ zu ein- 
ander prim. Dies vorausgeschickt, sind von den drei Zahlen x, y, s 
stets zwei ungerade und eine gerade. Sind x und y die beiden un- 
geraden, welche man immer auf dieselbe Seite der (jleichiuig bringen 
kann, und setzt man: 

» + ,'/ = 2ji, X -f )/ = L'ry, 
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oder; 

HO eriiiilt mau mich Einsetzung dieser Werte: 

2p 0^ + Sq^) = Z\ 
Ferner beuchte mau, dafs, weil i* + 2 und p — q ungerade s 
(iie eine der beiden Zahlen p und q geiade, die audere migerade sein 
niufs, so dalö also jfi -|- iq^ stets ungeiade ist. Da aber 2p {p^ -{- 3(/*) 
ein Kubus s-eiii boll, so muls oäeubar 2p duicL 8 teilbar und somit 
p gerade und q ungeiade sein Jetzt &ind zwei Fälle zu unter- 
scheiden, je nai,lidem p dun,h 3 teilbar ist oder nicht. 

331. 
Erster Fall, Ist ^j nicht durch 3 teilbar, so sind die Faktoren 
2p und p" -|- 3^" prim zu einauder, und es iniü's somit Jeder von ihnen, 
wenn ihr Produkt ein Kubus ist, ebenfalls ein solcher sein. Ist dem- 
nach p^ -\- 'dq' = y^, so ist r von der Form w!^ -|- '6n^ und man 
kann setzen: 

^, + .j |/_--;-5 = (,« + ,, \/~Wf'. 

Dies giebt: 

p = w' — dmn" 

q = 3m^n — 3n^ 
Diese Werte genügen der Gleichung p^ -|- 'd(/ =^ r''; sie besitzen 
aber auch all« erforderliehe Allgemeinheit, wovon mau sich durch 
direkte Auflösung dieser Gleichung überzeugen kaitu. Es bleibt daher 
nur noch zu bewirken, dafs 2p oder 2m{m -\- 'dn)(m — Sn) ein 
Kubus werde. Nun ist leicht zu sehen, dafs die drei Faktoren dieses 
Ausdrucks prim zu einander sind, und somit jeder von ihnen ein 
Kubus sein mnfs. Ist demnach: 

■iii -j- 'du = «^, m — 'dn = b^, 2m = i?, 
so erbiLlt luau: 

«s 4_ (,:i === c\ 

Wenn also die Gleichung 3^^ ^y^ = ^ in ganzen Zahlen möglich 
ist, so sieht man, dafs auch die Gleichung a^ -\-h^ = c^, welche der 
ersieren ähnlich, aber in viel kleineren Zahlen ausgedrückt ist, mög- 
lich sein mufs. 

Nun giebt die Substitution der vorstehenden Werte: 



■' = «■' b-" c" 



(t.±JlPl±^\\ 
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oder: 

mithin T 

Geht man aiso von der Gleichung a^ + i/* ^ ^ zu der trans- 
formierteu Gleichung ä^ -^h^ = c^ über, so ist die Zahl e, welche 
durch s' tiargestellt werden kann, viel kleiner als s. Aus demselben 
Grunde erhält man aus dem Kubus c^ oder /* einen dritten Kubus 
^"^ von der BescbafFeuheit, dafs /' bedeutend kleiner ist als /, und 
so weiter ins Unendliche. Eine lleilie abaeltmender ganzer Zalilen 
s, s, s",.. kann aber unmöglicli ins Unendliche forigelieu. Mitbiu 
kann die Formel ''^p{j>^ -\- ^(/) iJi dem Jf^alle, wo ^ nicht durch 3 teil- 
bar ist, keiuen Kubus darsteUeu. 

Zweiter Fall. Ist jj durch 3 teilbar, und setzt man jj = 3r, so 
geht die Formel äj^d*^ + St;^) über in 18»-(g'' + S»-''). Da nuu die 
Faktoren 18*- und <f -\- ^r' prim zu einander sind, so muls jeder 
von ibuou ein Kubus sein. Setzt mau also: 

oder; 

q + r |/~3- (/■ + s)/.--T)', 
wodurch sich 

<i ----- r - ^w' 

r = '6r<j—'A(f 
ergiebt, so hat iiuiu nur noch zu bewirken, dafa 18/' oder 
ii7 ■ 2y (/' -|- r/) (/' — <j) ein Kubus werde. Daraus folgt wie oben: 

und somit: 

(l^ — ft^ =: c^. 

Mau sieht also, dafs, wenn der Kubus s^ gleich der Summe oder 

Ditferenz zweier Kuben x^ + y^ ist, es einen anderen viel kleineren 

Kubus <? giebt, welcher gleichfalls die Differenz zweier Kuben «^ — &* ist. 

Ich sage, dal's c* viel kleiner ist als 5*; in der Thut geben die 

vorstehenden Werte: 

z = ?,abc {u'' — d^y^ ^ b% 
und somit; 
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Daraus scliliel'st man wie im ersten B'alle, dal's, wenn jj durch 
3 teilbar ist, 2p{p^ + 3i/^) Ivciii Knbua werden kann. Mitbin ist 
die gegebene Gleichung »'' + if = s^ in allen Füllen unmöglich, es 
müfste denn eine der unbestimmten Gröfsen gleich Null sein. 

Satz 6. Die Gleichung ;t^ + !/'' = ^'"^■' ^»t unmijglicb für 
jeden Wert vuu m 

In die&ei Glen,Huip, m wekh i m um nicht auf den vorher- 
j,ehendeu tall / i ickzukommen eine lutdi 3 ni It teilbare Zahl be- 
deuten soll mi sueii die Zahlen j, und y un l ebenso ^ ungerade sein, 
leiuei ist die hnke Seite das Piod ikt lei heilen laktoren X -\- y 
Ulli a. — xy -\- t' WLkhe nui 3 als gem ein schal tli eben Teiler haben 
lomen Wu n ussen demna It zwei lillc unterscleiden, je nach- 
dem i, 1 ich -! 1 ilbai ist odei n cht 

Ist eifetetis - duich 6 teilbai, so zerlegt sich die gegebene 
Gleichung notwentlig in uwei andere, wie folgt: 
a^ + y = 2'"3^-«^ 
£' ~ xy ■\-y^ = ari, 
und es ist s ■= our, wo r prim nu 3a ist. 

Die zivcite vun diesen Gleichungen iäl'st sich auf die l'ünu bringen: 

oder: 

und hieraus sieht mau, dai's r, welches stets eine ungerade Zahl ist, 
von der Form f^ -\- Sy" sein mufs. Setzt man also: 

'-f' + üg', 



LLiid l'crm 



r'~F' + 3<;', 
v'^iv Uluichniijr rol"t: 



; (* S) ■" i'-, „- (« 4 J) - «■ 
Es ist aber: 
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mithin: 

5(/-'_9>)_-»:+i'._a-~-<.'. 

In dieser Gleichung niufs y durch 2'"~' teilbar sein, denn es ist 
P — g^ eine ungerade Zahl, weil p + 3^/^ eine solche ist. Da ferner 
die drei Faktoren g, f -\- g, f — g keinen gemeinschaftlichen Teiler 
haben, so mufs die vorstehende Gleichung in drei andere zerfallen, 
nUmlich : 

aus deiieji folgt: 

also eine Gleichung, welche der gegebeiten ähnlich und aus viel 
kleinereu Zahlen gebildet ist. 

Ist Kwcitens S nicht durch .3 teilbar, so zerfällt die ge- 
gebene Gleichung in die beiden folgenden: 

a: -(- 1/ = 2'" a"' 
x^ - xy -\- y^ ^ r\ 
wobei 2 = ar und r prim zu u vorausgesetzt ist. 
Wird die letzte Gleichung auf die Form 

gebracht, so sieht man, dafs r von der Form /'^ + 3^^ sein mufs. Setzt 
man daher wie im ersten Falle: 

>--r + 'i'f, 

so erhalt man: 

;.= = F^ + 3G^, 
und daraus folgt ilie l.üsung: 

x + y=^2F, X- ■'ii=^2G. 
Es iKt aber: 

mithin: 

2«-> ,.'_/■(/' -9/), 
Da die drei Faktoren der rechten Seite /', f -\—äg, f—^g prim zu 
einander sind, und f — dg^ stets eine ungerade Zahl ist, so kann 
diese Gleichung nur bestehen, wenn man bat: 

/'=2-— «>, f+Sg-ß', f-Sg-f, 
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null zwar setzt dies a = aßy voraus, wo die drei Zahlen ß, ß, y 
prim zu einander sind. Hierans ergiebt sich die Gleiclinng: 

P + r* - 2"«', 

welche der gegebenen ähnlich, und in welcher «, ebenso wie n, nicht 
durch 3 teilbar ist. 

Da sich in beiden Fällen die gegebene Gleichung auf eine Glei- 
chung reduciert, welche dieselbe Form besitzt, aber aus viel kleineren 
Zahlen gebildet ist, und da diese Rechnung unendlich oft wiederholt 
werden kann, so folgt daraus, dafs diese Gleichung unmöglich ist, 
aufser wenn i? = 0, oder auch s=l und zugleich m = l ist 

Aus den beiden vorhergehenden Sätzen folgt, dafs die Gleichung 
3^' + / = ^2' 
uumÖglioh ist für die Werte Ä = l, 2, 4, 8, 16, ■ • ■ Es 
würde sich mittelst derselben Methode leicht beweisen lassen, dafs 
sie für die Werte ^1 = 3, 5, G und unendlich viele andere 
ebenfalls unmüglieh ist. Wäre aber ^= 7, so würde man der Glei- 
chung cc^ -}- y^ = Iz^ offenbar genügen können durch die Werte x = 2, 
y = — \^ s = 1. Ebenso würde die Gleichung <e^ -\- y^ = 9«^ be- 
friedigt werden durch die Werte x =^2, y = \, s ^ \. Wir werden 
später zeigen, dafs bei dieser Art von Gleichungen eine bekannte 
Lösung genügt, um unendlich viele andere daraus abzuleiten, 

33.5. 
Satz 7. Keine Trigoualzah 1, anfser I, ist gleich einem 
Kubus. 

Denn nehmen wir an, dafs - 3^(3:^- l) =?/^ oder a;(.r-|- 1) = 2;/^ 
sei, und setzen wir 1/ ^ mn, wo m und n zwei zu einander prime 
Zahlen sind, so läfst sich diese Gleichung nur auf eine der beiden 
folgenden Arten zerlegen: 

1 + ,r = 2in^ 1 -f- ir = Ji^ 

(" .= „.. (^' .^2».. 

und diese geben: 

#+ 1 =^2m\ 
Nach dem vorhergehenden Satze kann diese Gleichung nur be- 
stehen, wenn « '= 1 ist. Mit Ausnahme der beiden Fälle a: = 
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lind ^ ^ 1 kann es also keine Trigoiialüalil gpljen, die jfbich einoni 
Kubus wäre. 

Die Gleioliung -„ x (x -i- l) =^ y'' irifst sich auf die Form 
Hy^ -|- 1 = 2^ bringen; mithin ist dieso (ileichung immöglicli, anfspr 
in di'n Füllen j/ = und ?/ = 1 , 

336. 
Satz 8. Die Gleichung cc^ -\- 2 '= y^ besitzt nur clie <?ino 
Lösung x = b, «/ = 3. (Fermat'sche Ausg. d. Dioph. S. .520.) 

Wenn nänilicli diese Oleicliung stattfiinde, so miifste y von der 
ii'orm p^ -\- 2cf sein; man ralirste demnach setzen: 
3: + y""2" = (j. + ^V-^"2)', 
wodurch man erhielto: 

1 =?,p'g-~ 2(f, 

mithin: 

337. 

Satz 9. Die Gleichung .«" + 4 = j/^ besitzt nur die beiden 
Lösungen .« = 2, «/ = 2 und .-r == 1 1, ?/ = 5. 

Denn da y von iler Form p' -|- f^ sein muf«, so hat man /ii 
setzen : 

» + 2 >/=! -{v + 'i V--- ')'■ 

Hins gi()l)t: 

2 _ 3i,>5 - ,'. 
Dieser Gleichung kann mau aber nur genügen durch die Werte 
p = l, 3=1, oder durch die Werte p = 1, g = — 2, und diese 
ergeben die beiden erwähnten Lösungen. 

Bemerkung. Wir haben in diesem Paragraphen bewiesen, 
dafs die Gleichung a^ + y' = 0'^, ferner die Gleichung 3^ + y* = s^ 
und umsomehr die Gleichung a:'' + j/" ^ 0* unmöglich ist. Permat 
hat aufserdem behauptet (Ausg. d. Dioph. S. 61), daXs allgemein die 
Gleichung x" -\- y'' ^ S" unmöglich ist, wenn n gröfser ist als 2. 
Hierüber findet man nuten im sechsten Ilauptteile einige Unter- 
suchungen. 
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§ 2. 

Satz«, die Auflösung der Gleichung ,i™ — h = er.?/ in ganzen Zahlan 

betreffend. 

338. 

Wenn die gegebene Gleichung durch x = & liefriodigt wird, so 

wird sie allgemeiner befriedigt, wenn man x = & -^ a$ setzt, wo ^ 

eine uiihestimmte Zahl bedeutet. Nun giebt es in der Reihe, deren 

allgemeines Glied & -\- ais ist, immer ein Glied, welches zwischen 

— & und + Y ^ l^^S'-J 1*^^" kann daher dieses Glied als eine 

Lösung oder Wurzel der gegebenen Gleichung betrachten. Die 
Aufgabe besteht darin, alle derartige Losungen oder Wurzeln zu finden, 
welche die gegebene Gleichung liaben Icann. Im Folgenden geben 
wir Yerschiedene Sätze, welche diesem Zwecke dienen, für den Fall, 
daCs a eine Piiraza.hl ist; sodann betracht^ii wir den Fall, wo a eine 
zusa.mmengosetMte Zahl ist. 

339. 
Satz 1. Die Gleichung x" — b ^ 9K(ß),^') in welcher a eine 
rriiii/,ii]il und h eine durch a nicht teilbare Zahl bedeutet, 

ist nur möglich, sobald b "" — 1 = 3)i(a) ist, wobei ro den 
gemeinschaftlichen Teiler von n und a — 1 darstellt. Ist 
diese Bedingung erfüllt, so besitzt die gegebene Gleichung 
ro Lösungen, welche in der Geichung x"" — h" = 3)i(«) ent- 
halten sind, wobei w die kleinste der Gleichung 7tn~(p{a — 1) 
= 6) genügende positive ganze Zahl ist 

Wenn die gegebene Gleichung auflösbar ist, so erhält man, mit 
Woglassung der Vielfachen von a, x" = h; zi^leieh ist nach dem 
Fermat'schen Satze (No. 129) x"~'^ = l- Da die beiden Zahlen n 
und ß ^ 1 den gemeinschaftliehen Teiler ki haben, so kann man 
leicht, wenn man )* =no}, a — 1 = a'm setzt, zwei andere positive 
Zahlen jt und (p von der Beschaffenheit finden, dufs 

nn — <pa = 1 
ist. Nun folgt aus den Gleichungen x"-'"^b, x"' "•' = \: 



') Der abgeliüvKte Ausdruck 501 (a) bezeiclinet e 
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ndßr : 

Daraus erkennt, man, dafs die gegebene Gleich in 
besitzen kann (No. 132), nnd damit sie diese Lös 
lieb besitze, müssen die beiden Gleichungen: 





ic»"' = i, a^"'" = l 


mit einander in 


"Übereinstimmung stehen. Nun 


letzteren; 






^n'a'.,^f^a'^ X''<''-'^ V = 1, 


raitliin miifs />"' 


= l oder 



6" - 1 = mi{n) 
sein. Diese Bedingung ist die einzig notwendige; jedesmal wenn sie 
erfüllt ist, besitzt die gegebene Gleicbnng la Lösungen, welche in der 
Gleichung x'" — b''^W{a) enthalten sind. Man öberKGUgt sich aber, 
dafs diese Gleichung wirklich w Lösungen besitzt, wenn man be- 
achtet, dafe x'" — h" einen Faktor von x"'" — h"'", was auf a;"~^ — 1 
+ aR hinauskommt, darstellt. 

Man bemerke, dafs man, wenn in der gegebenen Gleichung n 
gvöfser ist als a — 1, von diesem Exponenten die Vielfache]] von 
« — 1 abziehen und nur den positiven Rest beibehalten kann. In 
der That läfst x"—'^ bei der Division durch a den Tteat 1, mithin läfst 
3.(11 -i)7i. + n [jgj ^gj. l^ivision durch a denselben Rest, wie x". 

340. 

Aus dem vorigen Satze folgt, dafs, wenn n und a~l prira 
zu einander sind, die Gleicbnng x" ~b^W{(i) immer eine 
Lösung bat, welches auch h sein möge. Ist alsdann ir die 
kleinste positive Zahl, welche der Gleichung an — qi {a — 1) =^ 1 ge 
nügt, so ist diese Lösung x ^ b". 

Allgemein gewährt. dieser Satz den Vorteil, dafs er, im 
Falle die gegebene Gleichung auflösbar ist, zu gleicher Zeit nn- 
giebt, wieviel Lösungen sie besitzt, und welches die ein- 
fachste Gleichung ist, welche alle diese Lösungen liefert. 
In der reducierten Gleichung ist der Exponent von x immer ein 
Teiler von o^ 1 ; mithin hat man nur noch die Lösungen der Gleichung 
X" — h^ 3)i((() unter der Voraiissetzung v.u finden, dafs n ein Teiler 
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von a — 1 ist. Es ist aber leicht zu sehen, dafs, wenn einer der 
Werte von x bekannt ist, man sie alle erhält, indem man den be- 
kannten Wert mit den verschiedenen Wurzeln der Gleichung x" —1 
= 3)1 (a) multipliciert. Es ist daher vor allem nötig, dafs wir uns 
mit der Auflösung dieser letzteren Gleichung beschäftigen. 

341. 

Satz 2. Es sei die Gleichung x"" — \ = W{a) gegeben, 
in welcher a eine Primzahl und n ein Teiler von a—1, also 
a— l^o'w ist. Alsdann ist: 

1) a; = «"', wo «irgend eine durch a nicht teilbare Zahl ist. 

2} Ist * ein Wert von w, so ist auch #"■' ein solcher, 
welches auch der Exponent m sein möge, ^ 

3) Ist die Zahl %■ von der Beschaffenheit, dafs %■" — 1, 
wo V einen Primteiier von n bedeutet, nicht teilbar ist durch 
«, so enthält die Formel x = &"' alle Lösungen der gegebenen 
Gleichung, und zwar sind dieselben 1, &, ^^,..., ■9-"^^ oder 
die Reste, welche bei der Division dieser GrÖfsen durch a 
übrig bleiben. 

4) Es giebt nicht nur mehrere Zahlen &, welche diese 
Eigenschaft besitzen, sondern ihre Anzahl ist gleich 
« (l l(l— -tUi — 4) . . ., wo V, v'j v", ... die verschie- 
denen Primzahlen sind, welche in n aufgehen. 

Setzt man nämlich erstens x = u"', ao hat man: 
a;« _ 1 = M"'» — 1 = M— J - 1, 
also eine Gröfse, die stets durch a teilbar ist. 

Ist zweitens x^ ^, so erhält man mit Weglassung der Viel- 
fachen von a: &" = 1. Setzt man also x ^ &'", so erhält man ebenfalls: 

welches auch m sein möge. 

Da drittens die gegebene Gleichung n Lösungen haben mul^, 
so liefert die Formel x = &"^ alle, wenn es in der Beihe 1, d; ^^, 
■d'^, . . . S'""^ keine zwei gleichen Glieder giebt (wobei immer die Viel- 
fachen von a weggelassen werden). Setzt man aber &>' = &^, so folgt 
daraus 3'° = 1, wo ö gleich fi — ^ oder gleich A — fi und somit kleiner 
als n ist. Da nun bereits *" = I ist, so erhält man, wenn man 
mit E den gemeinschaftlichen Teiler von ö und w bezeichnet und die 
Gleichung ny — ffß = t niiflöst, 
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Die liiike Seitu roduciert. sich wegon ■&" = 1 auf I; die recLte Seite 
wegen #"=1 auf &"-, mithin hätte man: 

&' = 1. 
ist n = an und n = n"v, wo v eine Primzahl ist, su hat man Wügen 
#' = 1 auch: 

Diese Gleichuns' ist aber unmöglich, weil unser Satz voraussetzt, dafs 



die Gröfae -&'' — 1 nicht durch o teilbar sein darf. Mithia enthält 

die Formel x = &^ alle Lösungen der gegebenen Gleichung in sich, 

Ist viertens v einer der Primteiler von n, so giebt es auch 

nur - - Werte von ■d-, für welche ■9'" = 1 ist, ebenso wie es nur n 
der Gleichung x" — 1 = Sß («) genügende Werte von x giebt. Unter 
den n Werten, welche & in der Gleichung ^" = 1 besitzen inufs, 

giebt CS daher n — —, für welche %''' nicht gleich 1 ist. Mücbt man 
denselben Sehlufs hinsichtlich der anderen Primfaktoren, aus denen n 

bestehen kann, so folgt, dafs es n {X Wl— -,j(l— .,)... 

Werte''') von %■ von der Beschaffenlieit giebt, dafs keine der Gröfsen 
Ö-"" — 1, &^'~ - 1, *"^ — 1, . . . durch n teilbar ist. 

342. 

Wenn demnach n eine Primzahl ist, so braucht man nur 
einen von 1 verschiedenen Wert von x zu haben; wird dieser Wert 
0- genannt, so enthält die Formel x = %^ alle Werte von x. 

Ist n eine Potenz einer Primzahl v, so darf, wenn der der 
Gleichung x" = 1. genügende Wert a; ^ ft die vollständige Losung dieser 

Gleichung liefern soll, &'' nicht gleich -|- 1 sein. Alsdann ist x = &"'. 
Ist endlich, wie man stets annehmen kann, n von der Form 
v"v'^v"'' ..., so setze man: 

v" = ii, v'f = fi', v'y = n", . . . 
und löse jede der Gleichungcji 

*) Die Anzahl der Werte von & ist dieselbe, wio dipjonigf! der Ziililtin, 
wolclic klcraev iils n nnil prim 7.n n sind. (Eiiileil.iiiiK, Artiliel XV.) 

Aum. d. Verf. 
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x^^l^miu), x"-l = Wia), x"" -l=m(a},... 
für sich auf. Sind x ^ X"', x = A'"', a^ = A""', ... die vollständigen Lo- 
suügeü dieser Gleichungen, so behaupte ich, dafs, wenn manfl- = AA'A''... 
setzt, die Formel x = &"' die vollständige Losung der gegebenen Glei- 
chung ist. Von diesem Hülfsmittel kann man Gebrauch machen, 
falls man nicht sofort mittelst der Formel x = u"' auf die Zahl 9- 
gekommen ist, welche alle Lösungen giebt. 

Erstes Beispiel. 

Es sollen die sieben Werte gefunden werden, welche x in der 
Gleichung a;' - 1 = 5m(379) haben kann. 

Da 379 — 1^7 -54 ist, so hat man x ^ n^^, wo u eine beliebige 
durch 379 nicht teilbare Zahl ist. Ist m = 2, so erhält man, indem 
man der Keihe nach die Vielfachen von 379 wegläfst: 

n" = 64, M^^ 73, M«* = 23, n'» =150, m« = 1 25. 

Mithin ist x= 125, und da der Exponent 7 eine Primzahl ist, so 
sind alle Werte von x in der Formel x = 125™ enthalten, und diese 
liefert die sieben Zahlen: 

1, 125, 86, 138, -184, 119, 94. 
Da der kleinste Wert von x gleich 86 ist, so sieht man, dafs es 
fiberaiis langwierig gewesen wäre, wenn man die Werte voji x durch 
Probieren hätte suchen wollen, indem man nach und nach 3:= + l, 
+ 2, H- 3, . . . setzte. 

344. 
Zweites Beispiel. 

Ist die gegebene Gleichung «''^ ^ 1 == SU (379), so kann man nach 
No. 342 die Gleichungen a;' — 1 = a«(379) und x' -.l^ 3)1(379) 
auflösen. Da diese 37=^180"' und x^= 125"' als vollständige Lösungen 
besitzen, so erhält man daraus als die vollständige Lösung der ge- 
gebenen Gleichung: a; = (180 • 125)"' = ISO-". Nun läfst aber das 
Quadrat von 139 bei der Division durch 379 den Rest ~ S; folglich 
hat man einfacher x =( — 8)"". 

Dieselbe Gleichung hätte unmittelbar nach dem ersten Teile des 
Satzes 2 ergeben: x = m". Ist m = 2, so hat man a: = 64, und da 
3 und 7 die Primteilcr von n = 63 sind, so mufs man nachsehen, 
ob nicht etwa 64^' und 64" den Rest + 1 geben. Nun findet man 
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aber, dafs diese Potenzen nicht den Rest -j- 1 lassen; mithin wäre 
64'" ebenfalls die vollständige Lösung derselben (j-Ieichnng gewesen. 

345. 

Satz 3. Ist die Gleichung ic^" + 1 = 9K(a) gegeben, in 
welcher a eine Primzahl und in ein Teiler von a — 1 ist, 
so lijse man zunächst die Gleichung a:*" — 1^9Ä(tt), welche 
stets möglich ist, auf. Ist x = &'"' die vollständige Lösung 
dieser, so behaupte ich, dafs die vollständige Lösung der 
gegebenen a:=^*^' + ' ist, wo i eine beliebige Zahl bedeutet. 

Denn da #"' ein beliebiger Wert von x in der Gleichung 
a:*" — 1 = 58i(a) ist, so ist auch ■9'^"' ein beliebiger Wert von x in 
der Gleichung a;^" — l==9Ji(rt). Es bleiben daher die ungeraden 
Potenaeu von -& als Auflösung der Gleichung a:^" + 1 ^ 9)E(a) übrig. 

34Ö. 
Beispiel. 

Es sni die Oldchung x^'' 4" 1 = SIE (433) gegeben, welche auf- 
lösbar ist, weil 433 — 1 durch 36 geteilt die gerade Zahl 12 als 
Quotienten ergiebt. 

Um diese Gleichung aufzulösen, bedienen wir uns der Gleichung: 

Dieselbe ergiebt x = if". Ist ii = 5, so erhält man u''' oder x gleich 
37. Wird dieser Wert & genannt, so hat man &^^ = — 1, #^* = 198. 
Mithin ist ^"' dem zweiten und dritten Teile des Satzes 2 zufolge die 
vollständige Lösung der Gleichung x''^ — 1 = 501(433), und somit 
ö'^'^^ diejenige der gegebenen Gleichung a:^ + 1 = 3)i (433), Die 
seclisunddreifsig Lösungen, welche sich daraus ergeben, sind folgende: 
^_ 37s/+i== + 37^ +8, ±127, +203, + 79, + 99, 
+ 2, + 140, + 159, + 128, + 133, + 216, 
+ 35, +148, + 32, + 75, + 54, +117. 

Dieselben Werte wurden einfacher in der Formel x = 2^' + ^ ent- 
halten sein. 

347. 

Sata 4. Es sei die Gleichung a:" — & = 3K(a) gegeben, 
in welcher 6'"^ + 1 und in ein Teiler von - ■ ist. 

Sind dann 1) m und n prim eu einander und sucht man 
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dio positiven Zahlen jt und tp vou der Beschaffenheit, dafs 
%n — qsm = 1 ist, so erhält man x = h''y, wo y irgend eine 
Wurzel der Gleichung y" — (+!)'>' = 9« (ß) bedeutet. 

2) Haben «f und « einen gemeinschaftlichen Teuer w und 
ist H = n'ra und ;r« — 9))W=1, so erhält man ^"'=6")/ oder 
^10 — &")/ = SOi(a), wo y irgend eine Wurzel der Gleichung 
y~'_(-f l)«> = 9)E(a} bedeutet. 

Setzt man nämlich in dem zweiten Falle x'"= b"y, so hat man: 
3!"'" oder x" = ö«"'!/"' = b'^ + i""{:]r_ 1)''' = l>. 
Der urste Fall ist im Übrigen eine Folge des zweiten. 

Dieser Satz bietet bereits eine grofse Anzahl von Fallen, in 
dunen man unmittelbar die Gleichung x" — & = 3K(«) auf die Form 
j;" 4- 1 = M{a) zurückfahren kana. Er zeigt zu gleicher Zeit un- 
endlich viele andere Fälle an, in denen die Gleichung 3:" — ft = 3fi(«) 
von selbst in u Gleichungen voa niedrigerem Grade x"" — &"»/ =^ 2Ji (») 
zerfällt. 

.^48. 
Erstes Beispiel, 

Die gegebene Gleicimug sei a.'* -(- 49 = a)J(223). Dieselbe ist 
lösbar (nach Sata 1), weil (—49)''*= 1 ist. Da die Zahlen 3 und 
74 prim zu einander sind, so erbiilt man nach dem \urhcrg13bcndcn 
8 atze : 

x==i~ 49y'-y = - my, 
wo ij eine Wurzel der Gleichung «/= — 1 = äß(223) ist. 

Mau beachte, dafs, wenn die Gleichung x" + 7 = 9Ji(223) ge- 
geben wäre, eine ihrer Wurzeln, wie leicht zu sehen, x = (} sein würde. 
Hieraus folgt aber für die Gleichung ar" + 49 = 9ß(223) der Wert 
x^ — 36. In der That sind die drei Wurzeln dieser letzteren x= — 36, 
— 66, 102. 

Ist allgemein a eine Lösung der Gleichung x" ~ b = W (a), so 
ist «* eine Lösung der Gleichung x'^ — b'' =^ 3B(«). 

349. 

Zweites Beispiel. 

Ist die Gleichung a:« + 20 = aK(61), in welcher & = - 20 ist, 

gegeben, so mufs zunächst, wenn diese Gleichung möglich sein soll 

(No. 339), mit Weglassung der Vielfachen von 61, &'"=1 sein. Nun 

lindet miui aber 6^ = — 1 und somit 0^" = !; mithin ist die Glei- 
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chuiig möglich. Da ferner Jie Exponenten 6 und 5 prim zu ein- 
ander sind, so erhält uiiai unserm Satze Kufolgo x ^ — 20y und 
y« + 1 = a»(61). Die Gieichuog j/"^ — 1 ^ 9Jf(61) besitzt aber als 
vollständige Losung »/ = 29*; mitbin: 

X 20-29^' + ^= 30-13'. 

Die sicli hieraus ergebenden Zahlen sind + ^i i ^4, + 30. 

350. 
Drittes Beispiel, 

Ist die Gleichung y:'" — 5^ü)i(601) gegeben, so ündet man 
&^ ^ — 1. Da jedoch 10 und 6 den geraeinscliaftlicher Teiler 2 be- 
sitzen, 50 setze man, dem zweiten Teile des Satzes zufolge, x^ ■= b^y 
und / — 1=9Ä(601). Diese Gleichung giebt )/ = (— 169)*. Mithin 
läfst sich die gegebene Gleichung in fünf andere vom zweiten Grade 
zerlegen, und zwar sind diese: 

a-i — 120 = m(601), x' -~ 154 = m(mi), x' + 183 = 9)i(601), 

3;ü_-276==afJ(601), 3;^-234 = aÄ{601). 
Jedocli ist diese Zerlegung von geringem Vorteil, da man nur einen 
Wert von 3; zu haben braucht, den mau sodauu mit den Wiu-zeln der 
Gleichung y"' — 1 ^ äß(601) zu multiplicieren hat. Man kann also 
nur eine dieser Gleichungen nehmen, und zwar ergiebt sich aus der 
dritten, welche mit der Gleichung 3;^ + SS'' ^ SIE (601) übereinstimmt, 
am leichtesten ein Wert von x (No. 187). 

351. 

Satz 5. Es sei die Gleichung x" - b '^ ffi((t), in welcher 
h"" ^ 1 und ta ein Teiler von ist, aufzulösen, ist als- 
dann a: = 0'" die vollständige Lösung der Gleichung 

x«-" — l = m{a), 
und setzt man, da b eine der Zahlen 1^", S-^", •^■■%.., &<■"—'■)'> 
sein niiifs, t ^ ö''"', so wird die vollständige Lösung der ge- 
gebenen Gleichung y = &"^'" + i' sein. 

Dieser Wert von x giebt nämlich, welches auch der Wert von 
m sein möge, x" = b. Man hat daher nur zu zeigen, dafs sich h 
atets unter den Zahlen *", ö'^", ,.. vorfindet. Da nun -&'" die voll- 
ständige Lösung der Gleichung x"" — 1 ^M(a) ist, so ist ü-"" die- 
jenige der Gleichung x"" — 1 == W(a), und da ö*" = 1, so ist offen- 
bar h eine der durch &'"" dargestellten Zahlen, 
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DioBos Verfjilirou, die Gkiclmng a:" ^ ?i = äli(«) iiufzulöaen, ist 
keiner Ausnahme unterworfen. Indessen kann es melir oder 
weniger langwierig sein, den Wert b in der Reihe &■", ö'^", ... aufzu- 
suchen, und nur wenn die Zahl o> nicht sehr grofs ist, ist dasselbe 
vollständig durchführbar. Wenn die Gleichung h"" = 1 sich aus der 

G-leiehuug b^ := _- 1 ergähcy wo hatte man h nur in der Reihe &, 
^3>i 9.6» _ aufzusuchen. 



Beispiel. 

Ist die Gleichung a:'" — 5 = 9)J{601) gegeben, die wir bereits 
in No. 350 behandelt haben, und die nur in Faktoren zweiten Grades 
zerlegt werden konnte, so erhält man, wenn die Vielfachen von 601 
weggelassen werden, i = 5, ^i*' = — 1, i'^ = 1, und somit a = 12. 
Nun ist die vollständige, mit Hälfe des Satzes 2 gefundene Losung 
der Gleichung x'^" ~ 1 == 9K(601) die folgende: a; = (- 140)'", und 
somit besitzt die Gleichung x'^~ 1 =9Ä (601) die Lösung ic=(— 140)*"'' 
oder 120''. Polglich mufs b in der Formel 120'' enthalten sein, wenn 
mau für (i eine ungerade Zahl annimmt. Es ergiebt sich aber, dafs 
man dazu f^ ^ 5 setzen mufs. Mithin ist die vollständige Lösung 
der gegebeneu Gleichung a; = (— 140)^+1^«. ^^\^^ a; = 214- (169)"'. 
Die sich hieraus ergehenden Wei-fe »lixl -|- 214, +106, + "6> 
+ 229, +237. 

353. 
Hat man eine Zalil & von der Beschaffenheit gefunden, dala 
&" — h durch die Primzahl a teilbar ist, so ist bm leicht einen 
Wert von x zu finden, so dafs x" — b durch eine beliebige 
Potenz a" dieser Primzahl teilbar wird. 

Es sei nämlich ö" — b = Ma. Setzt man dann erstens 
x = &-\-Aa, 
und bestimmt man Ä imil Jf durch die Gleichung 

so ist offenbar x" — b teilbar durch a^. 
Setzt mau Kweitena 

»' = S- + Aa, x = »' + Ä'a^, 
Luul bestimmt man A' und M" durch die Gleichung 

M' -j-n&''—^A' = a^M", 
so ist die Gröfse x" — b teilbar durch a\ 
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Setzt man drittens 

&" = &'-{- A'a\ x = &" -\- A"f(\ 
und bestimmt man Ä" uadM'" durch die Gleichimg 

M" + ««■""-M" = a*M"', 
so ist das Binom x" — h teilbar durch (^^ 

In dieser Weise fährt man fort, bis x" — i teilbar ist durch a"; 
und wenn a kein Glied der Reihe 2, 4, 8, 16,... wäre, so sieht man 
leicht, welche Änderung mau bei der letzten der unbestimmten Glei- 
chungen vorzunehmen hätte. Ist z, B. a = 7, so nehme man statt 
der dritten Gleichung M" + n&"'''-^Ä" = a^M'" die folgende: 

alsdann wird x" — b ftlr den Wert x = 9-" -\- A"a^ durch n' teil- 
bar sein. 

Anmerknng. Ist der Exponent n teilbar dnrch a, so kann es 
vorkommen, dafs irgend eine der Gleichungen, welche zur Bestim- 
mung von A, A', A",.. dienen, unmöglich wird. Dies wäre alsdann 
ein Beweis dafür, dafs x" — h nicht durch a" teilbar sein kann. 

354. 

8oll jetzt a!" ^ JJ durch irgend eine zusammengesetzte 
Zahl Ä = a"^^..., in welcher a" , hf , c^,... die auf irgend welche 
Potenzen erhobenen Primfaktoren sind, teilbar sein, so mufs man 
nach dem Vorhergehenden die Zahlen A, (t, v,... so bestimmen, dafs 
die Gröfsen 

I" — Ji fi" — JJ v"~B 
a" ' h'' ' c'' ' ■ " 

ganze Zahlen werden, nnd sodann die Gleichungen 

a; = A + «"s = ft -!- Ud = v + c^z" = . . . 
mit einander kombinieren. Auf diese Weise erhält man alle Werte 
von X, welche kleiner als — A sind, und für welche a:" — B durch A 
teilbar wird, oder alle Werte, welche allgemein der Gleichung 
x" — S ^ Ay genügen. 

Wäre die Gleichung Cx" — B =^ Ay aufzulösen, so kann man 
annehmen, dafs C und A keinen gemeinschaftliehen Teiler haben 
(denn hätten sie einen solchen, so könnte man ihn durch Division 
wegschaffen). Ist daher Cfi — Av=l, und setzt mani/' = fij/ — vx^, 
so geht die aufzulösende Gleichung über in x^ — Bfi =^ Ay'. Die- 
selbe ist somit auf den bereits behandelten Fall zurückgeführt. 
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Autlösung der Gleichung x^ -\- a^= 2"'if. 
355. 
Wir haben bereits in No. 191 gesehou, dafs, wenn man die ein- 
fachsten Fälle, in denen m nicht gröfser als 2 ist, ausscheidet, diese 
Gleichung für jeden Wert von m auflösbar ist, falls « die Form 
— 1 + 8« besitzt. Eia Verfahren, zur allgemeinen ÄnflÖsuug 
dieser Gleichung zu gelangen, besteht in Folgendem. 
Wir betrachten zunächst die bekannte Reihe; 

(1 4- 8)T_ 1 + i^_ '-i-,' + i_i_l,= _ >-Jf^^J-ä' + . . . 

und bemerken, dafa die Koefficienten derselben, wenn sie auf ihren 
einfachsten Ausdruck gebracht werden, die folgenden sind: 
.11 1 5 7 21 33 

so dafs also ihre Nenner nichts anderes sind als Potenzen von 2, 
deren Exponenten nach einem bestimmten Gesetze zunehmen. Um 
diese Eigenseliaft zu begründen, kann man setzen: 

(l + ^)^=I + ^,. + i?^^ + 6V + -.- 
Erhebt man sodann beide Seiten ins Quadrat, so erhält man zur Be- 
stimmung der Koefficienten A, B, C,... die Gleichungen: 
2^= 1 
2B = - ^^ 
2C = -2ÄB 
2D = — 2JC- B' 
u. s. w. 
Hieraus erkennt man, dal's sich jeder Koofficient mit Hülfe der 
vorhergehenden bestimmt, ohne dafs ein anderer Nenner als 2 auf- 
träte. Es mnfs demnach ieder Koefficieut von der Form — :- sein, 
wo M eine ganze Zahl ist. 

35Ü. 
Um jedoch das Gesetz dieser Koefficienten noch besser her- 
vortreten zu lassen, und um zugleich den Exponenten der Potenz von 
2, welche den Nenner derselben bildet, zu bestimmen, nehmen wir 
den allgemeinen Ausdruck des Koefficienten von s", welcher ist: 
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2-4.6-8--. a» 
Da iille Glliwlcr des Neiuiera dieser Gröfae gerade aimf, mü trliält man 
wuiiu luarj beidürseits mit 2" multipliciert: 

?" AT _ l-1.3-5-.-(a«- !i) 
1-2.3.4..- « " ■ 

Multipliciert mau noch beide Seiten mit 2 ■ 4 - 6 ■ ■ ■ (2n — 4), so iat 
diis Produkt: 

ä"if {2 . 4. 6 . .. [2« - 4]) = 4f|-f|ff-li^i^'- - 

Ofl'eijbar retliiciei-t sich die rechte Seite auf (n+ 1)(" + 2)- ■■ (2u — 3) 
die Imlie auf 2^''-^NC\.-2 -S--- \n — 2']); mithin hat mau: 



■ajv = 



(»+l)(n+a)---- (3n 



- 2 ■ 3 ... ■ (JJ — S) 
Multipliciert man beide öeiten nach einander mit n und 'Jn — 2 
so wird: 

Diese beiden Grofsen müaaeu aber ganze Zahlen aeiii, da bidiamit- 
licli der BiomiaJformel zufolge allgemein die Grölse 
'^ --(1+ l)-(<: + '2)---(c+m -1) 

i ■ s - 3 »« 

eine ganze Zahl ist. Setzt man also: 

2"~-^-^nN= !■:, 2^"-*^(2w^2) N ^- K , 
HO eriliilt mau: 

Hieraus uraieht mau, dafs der Koeffieient JV" dos Gliedes Ä.s" zum 
Neuner nur die Potenz 2^""^ oder, falls n eine ungerade Zahl ist, 
eine niedrigere Potenz von 2 haben kann. 

Um diesen Nenner in allen Fällen zu bestimmen, imd's man zu 
der ersten Formel 

2-4-Ö-8.-.- 2n 
zurückkehren. Man sieht, dals in dem reducierteu Werte vol N der 
Nenner nichts anderes ist, als die gröfste Potenz von 2, weiche in 
dem Produkte 2-4-6---2)i oder, was auf dasselbe liinauskommt, 
iu dem Produkte 1 ■ 2 ■ 3 ■ - ■ 2w aufgeht. Wir haben aber früher 
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(Einleituug No. SVIII) (Jen allgemeinen Ausdruck dieser Poteuz an- 
gegeben; derselbe ist 2^"~", wecu v die Anzahl der Glieder 
2" -f- 2/* + ^i" + ■ ■ ■ bedeutet, deren Summe gleich der Zahl 2n ist. 

357. 
Um zur Aiiflösuug der Gleielinng x'^ -}- a = 2"'^, in welcher 
rt = — -1 + 8« ist, aurKclizukehren, entwickeln wir YX + 8k in der- 
selben Weise wie ")/l + s in eine Reihe. Dies giebt: 

Vr±iä~ 1 j- ± 2>. - ?-^ 2«»' + iflil 2V» ^ i:i|:| 2" „• + . . ■ 

Ein beliebiges Glied dieser Reihe läfst sich darstellen durch N- 2^"«", 
Da nun JV ein Bruch ist, welcher zum Nenner höchstens die 2n — l'*' 
Poteuz von 2 besitzt, so verwandeln sich oifenbar sämtliche Glieder 
dieser Keihe in ganze Zahlen, welche durch höhere und höhere 
Potenzen von 2 teilbar sind. 

"Wir deukeu uns jetzt diese Reihe nur soweit fortgesetzt, als 
ihre Glieder nicht durch ^"" — ^ teilbar sind, und setzen unter dieser 
Annahme: 

Der Ausdruck &^ -\- a oder d-" — (1 + 8«) kann alsdann nur jius 
Gliedern bestehen, welche durch 2"" teilbar sind. Setzt man also 
X =^ d-, so genügt man der Gleichung a;^ + « = 2"'t/. Demnach ist 
dio allgemeine Lösung dieser Gleichung: 

Um z. B. die Gleichung a:^ -f- 15 = 2^°t) aufzulösen, setze man 
+ a = 2 d. h. man setze, wenn oben das untere Zeichen genommen 
wird, ß = 2 und behalte von der Reihe nur die Glieder l>ei, welche 
nicht durch 2'' teilbar sind. Dadurch erhält man: 

^= 1 _.^ .2' — -i-.2«--|--2i'^= 1 — 2^-2^ — 3-2^ 

Mit Wegliissung der Vielfachen von 2" redueiert sich das Glied 
— 3-2* auf — 2* oder 2" — 2^ = 2**, Demnach hat man: 
^> = 1 — 8 — 32 + 256 = 217, 

und allgemein: 

a: = 512x' + 217. 
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§ 4. 

Methode zur Aiifsiiohuug das quadratiselieii Teilers, welehei" das 

Produkt von mehreren gegehenen tniadratischen Teilern enthält. 

358. 

Aufgabe 1. Wenn zwei quadratisclie Toilec A, A' einer 

und derselben Formel l'^-^ati^ gegeben sind, «o yoll man den 

qiiadrtitiachen Teiler suehun, welelici' ihr Produkt AA' in 

sich öutliält. 

Wir nuterseheiden Kvvei Fülle, je nachdem die gegeljoneii Teuer 
die gewöhnliche Form p3/* + 2 91/^ + *'^^ '^^^^ ^iß T^orm py'^-\-qp^-\-rs^, 
in welcher die Koefficienten ungerade Zahlen sind, besitzen. 
Erster Falh Ist 

A =2)1/- + 2qyii + rz^, A' =- py" + ^(/'yV + /,'/% 
so nehmen wir au, dafs die Koefficienten j) und p' prim zu einander 
seien, oder dafs sie wenigstens durch eine passende Vorbereitung zu 
relativen Primzahlen gemacht worden seien. Setzt man sodann: 

pij-\-qB=-x, p'y' + q's' = x, 
so ('rhillt man: 

pA = x'' •\- a-ß, p' A' = x"^ -j- as"^, 
mithin: 

jUi^'AA' = {xx + assY 4" " (it's' + xif. 
Da aber das Produkt AA' in einem quadratischen Teiler der 
Formel f + av? enthalten sein soll, und da ferner dieses Produkt, 
allgemein betrachtet, das besondere Produkt ppi in sich wchliefsen 
mufs, so Itann mau 

A A' ^pp Y^ + 2<fYZ + i,yj 
ppi^ — 9)^ = a 
setzen, wodurch man erhält: 

_pp'A A'= (pj)' Y + (pZy + aZ". 

Vergleicht man diesen Wert mit dem vorhergehenden, so ergiebt sich: 

ppY-\- if)Z=xx' + «ss' 

Setzt mau lur a seineu Wert pp'ij! — fp\ so geht die erste dieser 
beiden Gleichungen über in: 

pp'Y= {x + (p!i){x — <ps') +pp'i'ss', 
und substituiert man wieder für x, x ihre Werte py + ([S und 
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71'jy' -|- q's', so erhält mau, nachdem mim durch pp dividiert hat: 

1- - (j + ^J "- ^) &■ + ^-^ «) ± *"■• 

Dieser Ausdruck mufs eine ganze Zahl sein unabhängig von den 
Werten von s und /; demnach müssen ^^=^ und X— ^ ganze Zahlen 

sein. Ist daher: 

q, ^pn + q ^p'n' + g , (0) 
so kann man stets, weil jj und p prim zu einander sind, n und n' 
mittelst der Gleichung 

pn^-q=p'n + q 
bestimmen. Man erhalt auf diese Weise den Wert von q), und dieser 
ergiebt eine ganze Zahl für 

Denn iH m'su <f ==pn -\- q und f/ -\- a =pr hat, so ist rp^ -{- n teil- 
bai duiih p, und da ebenso fi =p'n -\- q und q"^ + a = jj'/ ist, 
so ist auch fp" '\- a ttilbu durch p'. Es mufs demnach, weil p und 
P piim zu omindei sind, <j? -^ a durch p'p teilbar sein. 

bind die Zihlen n, n, ip, ij> auf die eben angegebene Weise 
bpstimmt, und setzt man 

^ = (y± »s) 0/ — ™'0 ± i>^^' 

Z=xs^- x'z = {>!/ + qs)d H- {py + qz)s, 
so erhält man das gesuchte Produkt: 

l^ä! =pp'Y^-{-2<pYZ-\'^Z^. 
Es ist daher dieses Produkt in einem neuen quadratischen Teiler der- 
selben Formel t^ -\- au^ enthalten. 

359. 
Es ist zu hemerkeu, dafs die betrachtete Aufgabe wegen 
des doppelten Vorzeichens + in der Gleichung (a) im Allge- 
meinen zwei Lösungen besitzt. Sie kann aber deren nicht 
mehr wie zwei haben. Man kann nämlich die Zahlen p und p' als 
relative Primzahlen voraussetzen; wie beschaffen ferner der quadra- 
tische Teiler, welcher AA' enthält, auch sein möge, er ist stets von 
der Form jjj)'j/^ + 2q)i/s + ^«^, wobei tp^ -\- a = pp' ■^ ist Da aber die 
ZaJilen p und p prim zu einander sind, so giebt es nur zwei Werte 
von 9, welche kleiner als - pp' sind, Liud für welche 9^ + a durch 
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jip teilbar ist. Mithin giebt es nur höchstens zwei verschiedüne 
(jiiati ratische Teiler, welche das Produkt AA' enthaltüii. Ich sage 
höchstens, weil in einigen besonderen Fälieji die heiden quadratischen 
Teiler, wenn sie auf den einfachsten Ausdruck gebracht werden, in 
einen einzigen, der dann AA' i» zwei verschiedenen Verbindungen 
enthalten wiirde, zusammenfallen können. Dies mufs, wie wir dies 
an einem Beispiel sehen werden, der Fall sein, wenn die Formel 
^ -j- ai^ nur einen einzigen quadratischen Teiler enthält, welcher d(in 
linearen, pp' entlialtenden Formen entspricht. 

360. 
Zweiter Fall. Ist die Zahl a von der Form Sre + Ü, und somit 
der als imgerade vorausgesetzte quadratische Teiler A von der Perm 
P'^ + S2/2 + ^■■^^ iii welcher die K.oefficienten, p, (i, r ungerade Zahlen 
sind und A.pr — q^ ^ a ist, so kann man die vorhergehende Ent- 
wicklung ebenfalls benutzen, um das Produkt AA' zu erhalten. 
Denn da 

2A = 2py^ + 2qys + 2rs\ 2A' = Vj/'' + ^ffVa' + 2/^^'" 
ist, so hat man in den gefundenen Formeln nur 2p und 2r an die 
Stelle von p und r zu setzen. Man erhält daher zur Bestimmung 
von n und n' die Gleichung; 

pn — p'n = -■ {q + q), ih) 

aus welcher man die Werte von (p und ^ herleitet, nämlich: 

<P = 2pn'-i-q, t= ~^-- 
Setzt man sodann; 

Y ^ {p +_ ns) {y — w'^') + ^s/ 

^ = {^py + 2^)^' + i2p'y' + q/)^, 
so erhält man; 

4A A' = App Y^ + 2ipYZ+ fZ^. 

Nun sieht man aber, dafa Z stets gerade ist, und daTs man somit 
2Z an die Stelle von Z setzen kann. Ist also wiederum: 
Y=(ij + ms) (/ — n's) + f0/ 
Z = pys + p'y'z + y(5 + ^^z, 
so wird d;is gesuchte Produkt: 

AA' ^ pp'Y- + (p YZ + i>Z^. 
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Sül. 
Erstes Beispiel. 
Es wfifiii Jii' )>oidei] Formeln gegeben: 

A-= 9/^+ 2i/V+305'^. 

Diesolhen stellen zwei qiiadratische Teiler der Formel t^-^-SGdu^ dar. 
Um das Produkt AA' durch eine Formel von derselben Beschaffenheit 
auszudrücken, bemerke ich, dafs man, da die Koefßcienten 14 nnd 9 
prini zu einander sind, ohne irgendwelche Vorbereitung die Formeln 
von No. 358 auf dieses Beispiel anwenden kann. Setzt man also; 

p =14, g = ö, p' ^ 9, >/' =' 1 , 
so erliiilt man die Gleichung: 

14w + 5 = 9«' + 1, 
und diese liefert zwei verschiedene Resultate, je nachdem man das 
obere oder untere Zeichen nimmt. 

1) Wühlt man das obere Zeichen, m erhält man; 

n = ii, n=4, <p^31, ^=13. 
Setzt man denmaoh: 

Y= ?/»/' + 'üei/ ~ iyz + Ä^s' 

X=14ys'-9?/'a + 43/, 
so wird das gosnchto Produkt: 

AA' = 12G r^ + 74 y;? + l^Z^ 

2) Wählt man das andere Zeichen, so findet man: 

m = Ij k'= 2, q) = 19, p = 5. 
Setzt man demnach: 

Y = y^ — s^' — 2y^' — 3s/ 

so wird dasselbe Produkt auch gleich: 

AA' = 126 Y^ + S8 YZ -\- 5 ZK 
Will man nun diese Produkte auf den einfachsten Ausdruck 
zurückführen, so mnfs man in dem ersten Falle 2= TJ — 2Y, in 
dem zweiten /f= U—4Y setzen. Da,durch ergeben sich schliefslich 
die folgenden beiden Resultate: 
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V— 2i/j/' + 0!//--3s'8 + 6«s' 

I AA' — 13 ;7' + 22 IIY + 30 Y" 
I r/ = 4^y' + öj/V -f üj// — 02/ 
(2) r_ ,j,J - }'2-2!// — 3s8 

I A A' — r, D' — 2 CT + 64 T«. 

362. 
Zweites BelBpiel. 

Es seien jetKt ilie beiden Ku der Formel p -\- IßS»^ gehörenden 
Teiler 

A = y^ + ys +41^^ 

A'= !/''+!/>'+ 41/^ 
gegeben. Um ihr Produkt in ähnHcher Weise auszudrücken, benutzen 
wir Jie Formeln in No. 360; dieselben ergehen die folgenden beiden 
Resultate: 

j r = ?// + ^?/' + 41,W 
0) Z^yd-y-B 

IaA'= F^+ TZ + 4-[Z^ 
i Y=yy' - ilns 

(2) ^ = j// + IJB + ES 

(aA'= Y^ + YZ-\-4iZ\ 
In beiden Fällen ist das Produkt von derselben Form wie die 
beiden Faktoren; und in der That kann es nicht von einer andern 
Form sein, da die Formel t^-\-'iPiSii^ nur einen einzigen quadratiKcheu 
Teiler haben kann. 

363. 
Aufgabe 2. Es roH das Produkt zweier gleichen qua- 
dratischen Teiler 

A=py^-\-2qy2 + r^^ 
L' = py^-^2qy'z'+rd^ 
gefunden werden. 

Mittelst einer TransformatioJi konnte man diese Aufgabe auf die 
vorhergehende zurückführen; indessen ist es einfacher, sich zur direkten 
Auflösung des folgenden Verfahrens zu bedienen. 
Ist 

py -\-qs== X, py + 22 = X, 
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RO erhalt mau: 

A AV = (*^ + ''^^) (^'^ + '^■^'") = (^^' + «2^')^ + «(a:/ + xBf. 
Wenn man von den doppelten Vorzeichen auf der rechten Seite das 
obere nimmt und sodann die Werte von x, x und a einsetzt, so wird: 

XX + azz =p^yy' + pq{yB' + y b) -\- prs'J, 
und: 

XB — x ^ ^ piy^' — y s). 

Hieraus folgt, nachdem man durch ^ dividiert hat; 

AA' = (pj/«/' + ä)//+ej/s + rs^'f -{- a{y^ ^ y zf. 
Dies ist der erste Wert des Produkts AA'; derselbe ist von der 
Form e^au\ 

erhalten, 





um e: 


inen 


zwei; 


tei 


Q W( 


;rt dieses Prodi 


Llite; 


setzen wir; 
und wie ge 
Dann ist: 


wölmli 


AA' 

oh; 


- 


-r'Y' 


+ 2<pI'Z+*^', 





Vergleicht man daher diesen Wert mit dem ersten, so erhält man: 
Z = xs ^^ x' z 
p^Y -\- ipZ = xx ^ ass', 
und setzt man in diese letztere Gleichung den Wert von a, sowie 
die Werte voji x, x imd Z ein, so ergiebt sich: 

Soli also Y unabhängig von jedem besonderen Werte von s und s 
eine "anze Zahl sein, so müssen -*-^-^ und - — ^ sanze Zahlen sein, 
vforaus man erkennt, dafs von den doppelten Vorzeichen nur das 
untere zu nehmen ist. Setzt man .daher ^ = q^-\- pn, so wird: 

r = (j/ — ni) (j/' - nd) — i^sd 

Z=p{y^' ^y's)-{^2qzB. 
Es ist jedoch noch n derart zu bestimmen, dafs ilr eine ganze Zahl 
ist. Nun ist aber: 

j, ^ " + y' . = pr~(i' -{-{q-irpn)'' ^ r + 2g w . ^g 

Sucht man also die kleinsten Werte von m und n, vfelehe der Gleichung 

r = pm — 2qn 
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goniigon, 80 sind alle Bedingniigen erfOllL Man Rcliält dann: 

(p = q -{- pn, ^ = m -}- )*^, 
und das gesuchte Produkt ist in seiner zweiten Form: 
AA' ^ )f-Y^ ■\- 2<pYZ + t^^- 

364. 

Die Gleichung r ^pm — 2qn^ in welcher m und n die un- 
bestimmten Gröfsen sind, ist immer auflösbar, sobald p und 2q prim 
zu einander sind; sie ist es ebenfalls, wenn p und 2q einen gemein- 
schaftlichen Teiler & haben und r gleichfalls durch 9- teilbar ist. 
Dieser Fall ist jedoch wenig beachtenswert oder vielmehr vollständig 
auszuscheiden, da alsdann die Formel py^ + S^j/s + rs^ nur durch * 
teilbare Zahlen darstellen könnte. 

Schlierslich könnte auch der Fall eintreten, dafs p und q einen 
gemeinsamen Teiler & haben, der nicht zugleich ein Teiler von r ist. 
Alsdann würde die Gleichung r^=pm — 2qn unmöglich sein. 
Dies findet in den beiden folgenden Fällen statt: 

Erstens wenn a durch &, aber nicht durch 9^ teilbar 
ist; denn alsdann würde zwar^ in f -\- au^ aufgehen, aber p^ konnte 
nur dann ein Teiler dieser Formel sein, wenn man annimmt, dafe t 
und u nicht prim zu einander sind. 

Zweitens wenn p und q einen gemeinsamen Teiler * 
haben und die Zahlen p und a durch ■S^ teilbar sind; denn 
alsdann könnte die Gleichung pr — g^ = a stattfinden, ohne dafa r 
durch 9 teilbar wäre. In diesem Falle könnte man durch eine ein- 
fache Transformation des Teilers j)^^ -|- 2qy3 -\- r^ der Schwierigkeit 
vorbeugen, oder man könnte vielmehr, da dieser Teiler alsdann die 
Form p'&^^ -f- 2q'&yB -\- rs^ besitzt, während die Formel, in welcher 
er aufgeht, f + a&'^u^ ist, y an die Stelle von 9y und *( an die 
Stelle von &ti setzen. Dadurch würde man p'y^ + 2q'y0 + r/ als 
Teiler von f-{-ti'u^ erhalten. Dieser letztere Fall bietet aber keine 
Schwierigkeiten mehr. 

365. 

Ist die Zahl a von der Form 8w + 3, und sind somit 

A = p/ + qy^ + »"^^ 

die gegebenen quadratischen Teiler, so findet man auf eine der 
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vorigen ähnliche Weise zwei Formen des Produkts AA'. Die 
erste sich unmittelbar darbietende ist; 

wobei man bat: 

Y ^ pyy -\- ^(u - 1)2/^'+ 2(5+ i)y's + r0/ 

Z^ys —y'B. 
Um die zweite Form zu erhalten, hat man die kleinsten der 
Gleichung 

r =pm — qn 
genügenden Werte von m und n zu suchen. Setzt mau sodann die 
Konstanten 

ip = Q -\- 2pn, Tp = m -j- n^, 
und die Unbestimmten 

^ ■= (y — W'^) {y — '*^') ~ ^^^' 

Z = p{^d -j-y's) + qsB, 



) erhalt man: 



A A' = p^ Y^-\-<pYZ-\- ii,Z'\ 



366. 

Offenbar begreift die soeben gelöste allgemeine Aufgabe als be- 
sonderen Fall diejenige unter sich, bei welcher es sich darum handelt, 
das Quadrat eines gegebenen quadratischen Teilers zu finden. 
Alsdann aber kann das Produkt liur eine einzige Form haben; 
denn da in diesem Falle y^' — j/'s ^ ist, so besitzt der erste Wert 
von AA' nicht die Form eines quadratischen Teilers, 

Allgemein, da man das Produkt zweier gegebenen, gleichen 
oder ungleichen, Paktoren durch eine Formel derselben Art, welche 
ebenfalls ein quadratischer Teiler ist, ausdrücken kann, so folgt 
daraus, dafs man stets einen quadratischen Teiler finden 
kann, welcher gleich dem Produkte von mehreren gegebenen 
quadratischen Teilern ist. 

Kommt es einem nur auf die Form der Produkte an, ohne dafs 
man sich um die Werte der in ihnen enthaltenen unbestimmten 
Gröfsen kümmerte, so wird die Aufgabe bedeutend einfacher, da man 
nur mit den Koefficienten zu rechnen hat, und diese nur eine be- 
schränkte Zahl von Verbindungen gestatten. 

Bezeichnet man also z. B. mit A, B, C, D, . . . die verschiedenen 
quadratischen Teiler, welche einer gegebenen Formel f -\- an^ zu- 
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gehören, so suche man nach den angegebenen Prinzipien, welches 
die Formen der verschiedenen Produlcte zu je zweien AA, AB, AC, 
HB, . .. sein müssen. Findet man, dafs das Produkt .d-B zn gleicher 
Zeit von der Form C und von der Form D sein kann, so schreibe man: 

und ebenso bei den andern. Nun ist ersichtlich, dafs man, wenn die 
Produkte zu je zweien gefunden sind, daraus leieht die Produkte zu 
je dreien, au je vieren u. s. w. ableiten kann. Man findet daher all- 
gemein die verschiedenen Formen des Produkts, welches durch Mul- 
tiplikation beliebig vieler quadratischer Teiler entsteht. 

Bei dieser Bezeichnung empfiehlt es sich, BB von J^ 
zu unterscheiden. Der Ausdruck BB bezeichnet das Produkt 
zweier B gleichen quadratischen Teiler, in denen jedoch die Un- 
bestimmten verschieden sind; der Ausdruck B^ bezeichnet das Quadrat 
des Teilers B und setzt somit voraus, dafa die beiden Faktoren B 
und B sowohl in ihren Koefflcienten wie in ihren Unbestimmten Über- 
einstimmen. Dieser Umstand bewirkt eine Beschränkung im Resultat; 
denn wie wir eben gesehen haben, besitzt B^ nur eine einzige Form, 
während BB deren zwei hat. Ein gleicher Unterschied zeigt sich 
bei den Ausdrücken BBB, B^B, B* und anderen ähnlichen. Wir 
mfissen daher notwendig untersuchen, welcher Form eine beliebige 
Potenz eines gegebenen quadratischen Teilers entspricht. Dies ist 
der Gegenstand der nächstfolgenden Aufgabe. 

.%7. 

Aufgabe 3. Wenn ein quadratischer Teiler A der Formel 
f -i- au^ gegeben ist, so soll man den quadratischen Teiler 
derselben Formel finden, durch welchen sich die Potenz A" 
ausdrucken Uifsfc. 

Erster Fall. Der gegebene Teiler sei: 
A=j.>i/^ + 2g^Ä + r^^, 
und CS werde, um jede Schwierigkeit zu vermeiden, vorausgesetzt, 
dala dieser Teiler derart vorbereitet sei, dafs der Koefficient p eine 
Primzahl ist, welche nicht in a aufgeht. 

Zunächst kann man beweisen, dafs es nur einen einzigen qua- 
dratischen Teiler giebt, in weichem A" enthalten sein kann. Denn 
welches auch der A" enthaltende quadratische Teiler sein möge, er 
mufs p" enthalten. Nun haben wir aber bereits gezeigt (No. 234), 
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dafs, wenn p eine Primzahl ist, die Potenz p" nur zu einem einzigen 
quadratisclien Teiler gehören kann. Mithin giebt es auch nur einen 
einzigen quadratischen Teiler, welcher A" enthält. 

Nachdem dies festgestellt ist, erhält man, weil pr '= (j^ -^ a ist, 
und wenn i 



gesetzt wird: 

(,' + „y-p-r--F' + aG' 

Ich behaupte nun, daTs G und p prim zu einander sind; denn ■ 
G durch p teilbar, so müfste der letzteren Gleichung zutolge : 
F durch p teilbar sein. Es ist aber: 

und wenn maji die Vielfaclieii von p wegläfst, ho erhält man: 



- 1) (» -^) («-_3) 



_2-'5-. 



Demnach mül'ste q und somit auch u durch p teilbar sein, was gegen 
die Voraus setaung ist. 

Da also G und p prim zu einainler sind, su kann raiui setzen; 
F = ipG -\- p"!!, 
wobd q> und II unbestimmte Zahlen sind. Setzt raiui nun diesen 
Wert in die Gleichung j)''r" = i^ + '"ö* ^"'j '^" iblgfc daraus, dafs 
cp'' + (( durch pi" teilbar ist und dal's mau somit 

<p^ -^ a ^ p"ip 
setzen kann. 

Nachdem man auf diese Weise die GriJfsen ip und ip bestimmt 
batj erhält man den quadratischen Teiler p"Y^ -\- 2ifYZ -\- fZ^, 
welcher zur Formel t^ -f- au^ gehört, weil ^"^ — 95^ = o ist. Dies 
ist derjenige Teiler, welcher allgemein die Potenz A" enthält, weil 
die Zahl jj" iE ihm enthalten ist; wir müssen jedoch noch zusehen, 
wie sich Y und Z als Funlrtionen von p und bestimmen. 

Es sei also: 

A'' = p"Y"-+2fpYZ+i>Z'' 



l''eriie 



.(p'^Y^vZf + aZ\ 
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Setat man also: 



so erliäit man: 






X^ + aZ^ = (x^ + ai^^K 
Dieser Gleichung genügt man aber allgemein, wenn man 

lLJrZ^/^l = (x + z^/^rif 

nimmt. Daraus folgt: 



iiQt — 1) ^^^_3 3 n(w — l )(m — ai (w — 3) ^«-4„; 
■(« - X) ( w-2)(>i-S)(>^- 4)^ 






Der Wert von Z ist bereits durch eine ganae Funttion von x und ; 
otler ilurch eine von y und s ausgedrftekt. Was Y anlangt, mo hat man 



Nun ist aber: 

X^ — 9^2^ = X' + aZ'' - p^-^Z' =i9"(A" — ^Z'% 
Mithin mufs X^ — tp^Z'^ durch jj" teilbar sein. Aus der Gleichung 
^"1(1 — q^ä ^, jj erkennt man aber, dafs tf nicht durch p teilbar sein 
kann, weil sonst gegen unsere Voraussetzung auch a durch j) teilbar 
wäre. Man kann auch nicht annehmen, dafs Z allgemein durch p 
teilbar sei; denn sonst würde auch X, sowie auch x' + '^^ durch j) 
teilbar sein, mau würde daher nach Weglassung der Vielfachen von jp 
«s^ = — 3;^ haben, und dieser Wert würde, in den von X eingesetzt, 
ergeben: 
X = a:« 1^1 + i.a + 1-2.3.4 V ■ ■ ■) ^ Z x. 

Es müfste daher $ in x und folglich in s aufgehen. Dies kann aber 
nicht der Fall sein, da y und s beliebige unbestimmte Zahlen sind. 
Da nun also die GrÖfse X^ — ip^Z"^ durch ]f teilbar ist, und 
ihre beiden Faktoren X-|- <pZ, X — fpZ nicht p als gemeinschaft- 
lichen Teiler haben können, so folgt daraus, dafs der eine von diesen 
Faktoren durch p" teilbar ist. Und da das Zeichen von <p willkürlich 
ist, so kann man annehmen, dafs X — fpZ denjenigen der beiden 
Paktoren darstellt, welcher sich durch ß" teilen läfst. Mithin ist der 
Wert von Y als Funktion von y und s ausgedrückt eine ganze Za-hJ, 
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welcbes auch y und s sein mögen, Es ist daher der so bestimmte 
quadratische Teiler p" Y^ + 2^) YZ -\- ipZ^ gleich der n'"" Potenz des 
gegebenen Teilerö pi/ -j- 2qy3 + j-s^. 



Zweiter Fall. Die gegebene Formel sei: 
A = pj/^ + qys + rs^, 
wobei j), 5, r ungerade Zahlen sind und 4p»' — (f = a ist. 

Man bereite, wenn es nötig ist, diese Formel ebenfalls derart 
vor, dafs der Koefficieat p eine Primzahl ist. Ferner kann man 
ebenso wie oben beweisen, dafs es nur einen einzigen quadratiscbeti 
Teiler giebt, welcher die gesuchte Potenz A" enthalten kann. 

Stellt man diesen Teiler durch die Formel p"Y^ ^ qiYZ ^il>Z'^ 
dar, so mufs sein: 

4jj";^ = 9)^ + «. 

Da nun bereits 4jir = if •{- a ist, so werden, wenn man 

setzt, die Zahlen F und G stets ganze Zahlen sein (No. G5), weil, 
wenn a von der Form 8)i + 3 ist, — a die Form 4w -|- 1 besitzt. 
Zu gleicher Zeit hat man; 

({-'I - |v^' - {-"- |«y- «, 

und somit: 

(,«".+.»)• _y.r._|(i..+ „G.). 

Ebenso wie oben kann man aber beweisen, dafs F und G prim zu 
einaiider siud oder nur dai gemeinschaftlichen Teiler 2 besitzen 
können. Man kann also setzen: 

F=>fG + 2p''H, 
d, h. man kann immer die ungerade Zahl (p <ß" derart bestimmen, 
dafs — — - — eine ganze Zahl ist. Wird dieser Wert von F in die 
Gleichung 4j)"r" = F^ -\- aG'^ substituiert, so folgt daraus, dafs 

eine ganze Zahl sein mufs. Ist daher: 

y^ -j- a = 4jri^, 
so hat man offenbar mit Hülfe der Gröfaen q) und ip den quadratischen 
Teiler, welcher j»" enthält, vollständig bestimmt, und zwar ist derselbe: 
p" y -\- <p YZ -h ^Z\ 
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Icli buliaupte nun, tlafs dieser Teiler Lillgumuiii A" eiiUiillt, ao 
lUiIs maii 

f^ + ^YZ-^ i>Z'' = A" = (py^ + qij^ + r£'Y 
setzen kaim. Dies ist unmittelbar ersiclitiicli, wenn man aus dieser 
Gleichung ganzzahlige Werte für Y und Z ableiten kann, welches 
auch die Unbestimmten y und s in der gegebenen Formel sein mögen. 

Aus der vorstehenden Oleichnng erhält man aber: 

Ist für <lon Allgenblick: 

2^" Y+rpZ^X 

2pp -\- qa = X, 
so erhäit mau die Gleichung: 

X> + «Z' - 4(1 :«" + \ «,==)", 
und dieser genügt man allgemein, wenn man 

(I» + 4"^"«)" - ix + { zy^, 

setzt. Man weifs, dafs die aus dieser Gleichung sich ergebenden 
Zahlen X. und Z stets ganze Zahlen sind. Es bleibt daJier nur noch 
KU boweiseu übrig, dal'a auch Y eine ganze Zahl ist Nun ist: 

2p^Y=X — fpZ, 
iLud 

X^-\- ffi?« = 4A>"; 
substituiert man in der zweiten für a seinen Wert Ap">l) - ip'^, so 
erhält man: 

X-' — tp'Z' = 4ii"(A'' - ii>Z:'). 

Ferner beweist man wie oben, dafs die 'Fakturen X— fpZ, X.-\-(f)Z 
kernen andern gemeinsamen Teiler als 2 haben Da \\miX- — <p-Z- 
dureh X'" t^lhar ist, so mufs einer der Faktoren X — tpZ, X + ipZ 
durch p" teilbar sein, und da man das Vorzeichen von ip nach Be- 
lieben wählen kann, so kann man durch X — ipZ denjenigen der 
beiden Faktoren darstellen, welcher durch p" teilbar ist. Derselbe 
ist zu gleicher Zeit dusch 2p'' teilbar, weil <p ungerade ist. Mitliiu 
ist die Gröfae F = — — - — stets eine ganze Zahl oder vielmehr 

eine ganze Funktion der unbestimmten (tröfseii y und 5. Es stellt 
daher die Formel p"Y^ -\- (p YZ -\- ipZ''' allgemein die Ji"* Potenz der 
gegebenen Forme! /);/- + riy^ -\- rs^ dar. 

Bemerkung, Will man einfach wissen, zu weklier Form der 
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quadratiselien Teiler die n'^ Potenz eiaos gegebenen quadratischen 
Teilers A gehört, so reduciert sich die Rechnung darauf, die Koef- 
Kcienteu tp und if, »o wie es in den beiden Fällen gezeigt worden, zu 
bestimmen. 8üdann bringt man die die angegebene Pot«nz enthaltende 
Formel p^y'^ -(- '2(py0 + ''P^^ ""^ß^ (falls a von der Form Sn -\- 3 ist) 
die Formel jy'V'' + VV^ 4" ^^ ''''"^ ^^^ einfachsten Ausdruck. 

Nunmehr ist os leicht, in den Produkten der Gröfsen A, B, C, ... 
(No, 366) die Glieder, welche Potenzen dieser GrÖfsen enthalten, zu 
hesUniuieu. 

369. 
Erstes Beispiel. 
Die gegebene Formel sei t^ -\- 41 tt^ Die luni' quadvati sehen 
Teiler derselben sind: 

A= y^-\- 2ys + 42^ -D = Zf + 2ys + 14^^ 

I>' = 2/-H2j/s + 21/ i' = 6;/^ -H 2;/s + l^K 

Multipliciert man zwei Teiler mit einander, z. B. ü und D (indem 
mau die Unbestimmten in einem derselben durch Striche unterscheidet), 
so findet man (No. 358), dafs das Produkt ÖD, nachdem es auf den 
eiufachsten Ausdruck gebracht ist, gleichzeitig die Form D und die 
Form E besitzt. In analoger Weise findet man die andern nach- 
stehenden Resultate; dieselben enthalten die Formen der Produkte 
von zwei Teilern gleicher oder ungleicher Art in allen möglichen 
Verbindungen. Hinzugefugt sind ferner die Quadrate dieser selben 
Teiler, und zwar berechnet mittelst der Formeln in No, 363 oder 
mittelst der Formeln in No. 367: 



.1- 


— A 


B' 


— A 


C» 


= 11 


V 


— C 


E' 


— C 



AA — A 
AB — B 
AC — G 
AB — B 
AE - E 



BB- 
BC . 
BD- 
BM. 



Hieraus leitet mau die Form des Produkts beliebiff vielei' Teiler 
ab. Dabei Iröunen in demselbeu Potenzou, welobe höher als die 
zweite sind, und deren Wert mittelst der Formeln in No. 367 be- 
stimmt wird, vorkoinmeji. Z. B. sind die Produkte dreier gleieheu 
Teiler; 
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Viürte 


Ilanptteil. 


AAA=^ AA= A 




BBB^ AB= B 


BDI> = 


— {^M^ 






EEE — 



Wie man hieraus sieht, rednciert sich das Produkt BBB auf 
die einzige Form B, das Produkt CCC reduciert sich auf zwei ver- 
schiedene Arten auf die Form 6', das Produkt DBB auf zwei ver- 
schiedene Arten auf die Form D und auf eine Art auf die Form 
E u. 3, w. Falls die drei Faktoren identisch wären, würden sieh die 
Produkte auf eine einzige^ Form reducieren, und zwar würde aein 
(No. 367): Ä'^^A, B^'^B, C^ = C, B'^-E, E' == D. 

370. 
Zweites BeispieL 
Wir betrachten noch die Formel t^ + 89i(^, welche die folgenden 
sieben quadratischen Teiler besitzt: 
A= t^^2yz^ 90/ 
B= 2y^ ■\-2ys-]-4:b3^ 
C = 9f-\- 2ys -f lOä^ 
B=\^f^2y0-\r 5^' 
Verbindet man diese Teiler zu je zweien durch Multiplikation, 
so erhält man die folgenden Resultate, zu denen noch die Quadrate 
eben dieser Teiler hinzugefügt sind: 



B^ly^ + Qys+Uz^ 
F=Zf -\-2ys-\-ZQs^ 



A' — A 
B'—A 


AA-A 
AB-B 


BB-A 

BG-I) 


CG — 


1^. 


I>D = 


{^ 


££ — 


(^ 


O' — D 
V—B 


AC —C 
AD~D 


BD=C 
BE=E 


CD — 


(o 


DE- 


i: 


EF — 


1^ 


E'—B 
F'^C 


AE — E 
AF-F 


BF—G 
BG-F 


GE — 


IE 

IG 


DI — 


Ig 


EG- 


t 


G'-G 


AO =0 




0F~ 

ce = 


[f 


I>G — 


P' 

\F 


FF — 
FG — 
Gü — 


P 

p 

\G 
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§ 5. (Janzzahlige Auflösuag der Gleichung Ltj' -^ Mys + iVs' = Int. 43 

Hieraus leitet man leicht die Formen der Produkte beliebig 
vieler Teiler ber, wenn man nur für Potenzen, welche höber als die 
zweite sind, die in No. 367 bestimmten Formen nimmt. Will man 
z. B. alle Formen der Produkte A'B, B'C, CD, ■ ■ ■ haben, so 
findet man: 

CA— D VA- 



A'A — A 
A'E — B 
A'C — C 
A'B — D 
A'E^B 
A'F — F 
A'Q — G 



B'A — A 
B'B = B 
B'G — C 
B'D — B 
B'E — E 
B'F—F 
B'S — e 



C'C 



CG. 



D'C. 



VG- 



D 

C 

{o 

lA 

r 

1G| 

P 

\F\ 



E'A = B 
E'B = A 
E'C-D 
E'D— C 
H'E — E 
E'F — 
E'G—F 



F'A = 





y>B = 


B 


F'C- 


lA 
\B 


F'B~. 


{c 


F'E — 


11 


F'F — 


1^; 


F'G — 


{a 



G'A = 





a'B=, 


D 


G'C- 


{t 


G'B- 


{o 


G'E — 


{l 


G'F — 


IE 
\F 



G'G^ 



Mit Hülfe dieser Entwickelungen kann man sofort erkennen, welches 
die Kombinationen sind, die eine bestimmte Form hervorbringen 
können. So sieht man z. B., dafs A in gleicher Weise aus den sieben 
Kombinationen J:^^, B^Ä, C^D, J^D, E^B, F^C, G^C hervorgeht, 
BO dafs, wenn die Gleichung t^ -|- 89«^ ^ x^x' aufzulösen wäre, die- 
selbe sieben Lösungen haben vi'ürde. 

Da man A^ = A, B^=B, C==(7, D^=A, E'^E, F' = E, 
G^^ E gefunden hatte, so folgt hieraus ebenso, dafs die Gleichung 
y^-{-S9s^ = !c'^ zwei Lösungen, die Gleichung 7^^ + 6ys+ 14^ = a^ 
deren drei, die Gleichung \Sy^ + 2j/s + 5^^ = x^ nur eine Lösung 
besitzt, und ebenso bei den andern. 



Ganzzahlige Auflösung der Gleichung Taj- -\- Mijz -\- Ns^ = bn, In 

welcher % das Produkt von mehreren unbestimniten Zahlen oder deren 

Potenzen ist, 

371. 

l«LijV-- -\ ]\P=a, falls Meine gerade Zahl, oder4/viV"— M^=«, 

falls M eine ungerade Zahl darstellt, so sieht man leicht, dafs die 



y Google 



44 Viortüi- !l;iu|)tti!il. 

liuke Seite der gegebeneii Gleiehung ein quadratischer Teiler der 
ji^ormel i^' -{- ati^ ist, Tind dafa diese Gleichung selbst nacli Multipli- 
iiiitioii mit L oder 4i die Form t^ -|- ati^ = cit, wo c gleich Lb oder 
gleich 4Lb ist, aüiiimiut. Daraus folgt, daTs jeder Faktor von a 
in derFormel i^-\-ati'' aufgehen mufs und demzufolge durch 
einen quadratischen Teiler dieser Formel sich darstellen 
läfst. Hieraus und aus der im vorhergehenden Paragraphen 
entwickelten Theorie leiten wir die allgemeine Auflösung 
der in Rede stehenden Gleichung her; zunächst aber ist es 
zweckmäfsig, die rechte Seite von dem konstanten Falttor c zu befreien. 

Setzt man in der Gleichung t^ + ^^^ = ^^ "ü^ Zahlen t und n 
zu einander prim voraus, so müssen auch ti und c prim zu einander 
sein. Man kann alsdann t = nu-\-cx setzen und erhält, nachdem 
man diesen Wert substituiert und sodann durcli c dividiert hat: 

- " - ■ ■ M* -f- 2nux ~\- cx^ = Tt. 
Dil nun n üud c prim zu einander sind, so mufs n^ -\- a diirth c teil- 
bar sein, und sctat man w^ -f- a = inc, so wird: 

■inu^ ■\- 2mix -j- cx"^ = ji, 
eine Gleichung, deren rechte Seite von dem konstanten Faktor c be- 
freit ist, imd deren linke Seite ebenfalls ein quadratischer Teiler der 
Formel t^ -j- ati' ist, weil man mc — n^ = a hat. 

Mau hat daher so viele solcher Gleichungen aufzulösen, als es 
Werte von n giebt^ die kleiner als — - c und so beschaffen sind, dafs 
n^ -J- a durch li teilbar wird. 

Es sei 

tY + %J/2 4- 1''^' = ^ 
die Gleichung oder eine der Gleichungen, welche noch zu losen sind. Da 
die linke Seite ein quadratischer Teiler der Formel t^ -j- ai^ ist, so mtil's 
man zunächst alle quadratischen Teiler dieser Formel, welche durch die 
Buchstaben A, B, C, B, . .. bezeichnet sein mögen, suchen, Alsdami 
bestimme man, da % nach Voraussetzung das Produkt von mehrercu 
unbestimmten Zahlen ist, nach den angegebenen Methoden alle For- 
men, auf welche sich das Produkt ro unter der Voraussetzung reduciert, 
dafs die unbestimmten Zahlen durch die Buchstaben A, B, C,D,. . . 
dargestellt seien, indem man alle möglichen Kombinationen durch- 
geht und beachtet, dafs verschiedene Unbestimmten durch denselben 
Buchstaben bezeichnet werden können. Hiei-naeh sondere man unter 
allen diesen Formen diejenigen ab, welche als Resultat den Buch- 
staben ergeben, welcher dem quadratischen Teiler der linken Seite 
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1(5 h Au lig L!/''-\-My.s + N3'' = b'!c. 45 

/_y* -j- 2jy + / ^ entsp icht E le ehtet ein, dafs es ebeiisoviele 
L ngen lei Gle hun{ tj^-{-^ /jP'-\-}'^^^Jt geben wird, als man 

leia t ^e Frmei finlet Um de Losungen wirklich zu erhalten, 
mufs min sodan dor Re he a 1 1 e Produkte den im vorigen 
Paragraphen gegebenen Pegeln „em fs entwickeln. Alsdann drücken 
1 ch schhef 1 ch he unl est nimte ( rofsen i/ und s als Funktionen 
dei pnt&t rechen le n dei verscl le lenen Faktoren des Produktes ir 
YO kom e d Unbest nmte a s Alles dies wird aus einigen Bei- 

p 1 In 1 1 (] tl 1 ve !e 

372. 
Erstes Beispiel. 
Die gegebene Gleidiiing sei; 

e -\- 4ln^ ^ llZxK 
Ich entwickele zuerst die sämtlichen quadratischen Teiler von 
f^ -\- i\u^. Dieselben sind, wie wir bereits (No. 369) gesehen haben, 
die folgenden: 

A^ f-^ 2y:: + 42^^ D = 3y^ + 2ys + 14s- 

C^bf-\- Gys + lOs^ 
Unter diesen Teilern enthalten nur Ä, B, C dio Zahlen von der 
Form in-}- 1, und nur unter diesen Teilern kann 113 vorkommen. 
Wenn mm A die Zahl 113 enthielte, so müfste 113 von der Form 
f ~\- 41 M^ sein, was nicht der Fall ist, wie man auf den ersten Blick 
erkennt. Wenn femer der Teiler Zi die Zahl 113 enthielte, so müfate 
2x113 oder 226 von der Form (^ + 41m^ sein, was ebenfalls nicht 
der Fall ist. Da man jedoch an dem Zeichen {-tto") = 1 erkennt, 
dafs 113 ein Teiler von f + AUi^ ist, so folgt daraus, dafs 113 not- 
wendig in dem quadratischen Teiler C enthalten ist, und in der That 
ist 5-113 = 565 = 14^ + 41 -3^. Da also 14^ + 41-3^ durch 113 
teilbar ist, so mufs, wenn man 14 = 3« — 113m setzt, k^ + 41 durch 
113 teilbar sein. Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber der Wert 
n= — 33. Man erkennt also so auf eine direkte Weise und fast 
ohne Probieren den Wert von n, für welchen n^ + 41 durch 113 
teilbar ist. Diese Methode, die wir soeben in einiger Ausführlichkeit 
auseinandergesetzt haben, ist eiue nähere Entwicklung der in No. 188 
enthaltejien. 

Nachdem dieses festgestellt ist, setze man i = SSü + 113i'. 
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46 Vierter Hauptteil. 

Substituiert man diesen Wei^t und dividiert sodann durch 113, so 
erhält man: 

IOm^ + 66ut' + 113*'^ = x\ 
Um die linke Seite auf einen einfacheren Ausdruck zu bringen, sei 
u = u — 5t'; dann wird: 

Öt'^-^Gt'u + 10u^ = x\ 
Da die linke Seite von der Form C ist, so muls man unter den 
Werten von A^, S^, . . . diejenigen suchen, welche von der Form C 
sein können. Nun findet man aber (No. 369), dafs D^ uiid M^ von 
dieser Form sind; mithin besitzt die gegebene Gleichung zwei Auf- 
lösungen, je nachdem man x =^ D oder x = E setzt. 
Ist zuerst: 

ie = 5',f -^ 2tjs + 143^ 
so findet man mittelst der Formeln der No. 367: 

a:* = 5J^-|-6Ji;+ 102^, 
wobei Y und Z die Werte besitzen: 

T - ~ ,/ + 4yl + €,,• 
Z - !/> + 2!,s " iz', 
so dafs man zu gleiclier Zeit erhält: 

(• _ r, ii' — Z. 
Ist zweitens: 

x — (,fJf''^i'-\r'iii', 
so kann man das aus diesem zweiten Werte siclr ergebende Resultat 
leicht ans dem vorhergehenden ableiten (indem man 2y für y setzt 
und sowohl den Wert von a;, wie die von Y mid Z durch 2 dividiert). 
Man erhält auf diese Weise: 

:r«_ br' + 6YZ+\0Z' 
Y^-2f+ iys + Hz' 
Z- 2f + 2s« - 22', 
und es ist wiederum zu setzen: 

t — r, »■ — Z. 

Jetzt hat man nur noch die Werte von t' und u in die Werte 
von t und M einzusetzen. Dies giebt die beiden folgenden Lösungen 
der gegebenen Gleichung: 

x=, af+ 21/2+14»' lx= Sy''+ 2ys+ 72' 
i _ 19 j' + 122!/z — 482' i = aSyi + 122j2 — 242' 

ti= 4!/' - 10i(2-222' \u— ütf — 101/2-112". 
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§5. Gauzzahlige ÄuflösuBg der Gleicliiiiig hy^ -\- Myz-{- Ng^ = bn. 47 

373. 
Zweites Beispiel. 

Eh sei jetzt die folgende Gleichung gegeben: 

Ist die vorbereitende Rechnung, yermittelst deren jede Seite 
durch 113 teilbar wird, so wie im vorhergehenden Beispiele aus- 
geführt, so erhält man: 

f==33M'-(- U(, u^u'—^t', 
und die transformierte Gleichung wird: 

Man mufs demnach die verschiedenen Formen der Gröfsen ^4^, B^, C^, ... 
suchen und zusehen, oh die Form C darunter vorkommt. Nun findet 
mau aher (No.369), dafs die Form G nur aus G^ hervorgehen kann; 
mithin besitzt die gegebene Gleichung nur eine Lösung. 
Setzt man jetzt: 

so findet mivn nach den Formeln in No. 367: 91 = + 47, ^ '= 18 und 

^s = 125 Y^ + 94 r^ + 18.2^ 
Was die Werte von Y und Z anlangt, so müssen dieselben aus den 
Gleichungen 

125 Y + 47.^ = x' — \nxz^ 

wobei 

X = Öij -{-Zs 
ist, abgeleitet werden. Soll nun Y eine ganze Zahl werden, so mufs 
man von dem doppelten Vorzeichen das untere nehmen; alsdann 
erhält man: 

Z= Iby^s + QOys^ — Ue^ 
x' = 125 r - 94 7,2 -f \8Z'K 
Der Wert von x^ redueiert sich auf seinen einfachsten Ausdruck 
Öt'" -\- &t'u ~\- 10«'^, wenn man 

Z^SY-u, Y=t' + 2u 
setzt, so dafa man erhält: 

)(' = 3r~Z=3j/=+ 15/2— 102» 

t' = '2Z — 5r= — by' + 30)/s^ + 12«^ 
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48 Vioitov Haii|)ttBil. 

Mithin ist scli lief sl ich iim AniHlisung iler {fegobonen (ileir.hiiiig in den 

Formeln entlialten: 

X ^ 5i/^ -\- Gys -\- lOs^ 

t = 29 f + 495y^s + 420^£*'^ — 162r 

?f = 18?/^ + irip^n — dOyß"- — ■ 4Gs''. 

;!74. 
Drittes Beispiel. 
Ist allgemein die (jjeiclmng 

gegeben, so bestellt difs einfaebstt! Act, dieselbe aiifKiilosen, darin, 
dafs man 

x = y' + 2s~ 
113 = 9^ + 2-4^ 
setzt. Dadurch ergiebt sich: 

Dieser Gleiebnng genügt man aber allgemein, indem man 

t + u )/=r2 = (9 + 4 1/:^ ) (?/ + s v~rr" 

setzt, Ist also: 
sn evliält iii;iii; 

, + „ y- 3 _ (!i + 4 )/- 2) (r+xy-i), 

mithin: 

t=9Y + SZ 

ti^9Z±4:Y. 
Dies ist die einzige Lösung, welche die gegebene Gleichung besitKt, 
da X als Teiler von t^ -f- 2?(^ nnr die eine einzige Form y^' -{- 2?? 
haben kann. 

1375. 
Viertes Beispiel. 
Die Gloichnng 

t + 89 m' = s? 
mufs, wie wir bereits am Ende von No. 370 bemerkt haben, zwei 
Lösungen besitzen. Die eine dieser Lüsnngen, für welche 

« = ,/ + 89 s^ 
ist, findet man iinmitt.eli>a.r mit Hülfe der Gleichung: 
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§ 5. (; an K zahl igt! Auflösniig der Gloiehiin^ Ly'' -\- Msy -{- N:i^ ■■= hit. 4il 
weldier man genügt, indem man setzt: 

, + „ y--m - &/ + s i/^W)' . 

Anf ilieso Weise findet man: 

Die zweite Losung, welche darauf beruht, dafs D^ = A ist, 
ei^ebt sich folgendermafsen. 
Setzt man; 

und wendet man auf diesen besonderen Fall die Formeln in No. ;5ß7 
an, so erhält man: 

p^b, 2 = 1, r = 18, 9 = 0, ili ^ \. 
Dies giebt: 

,«■'= 125 r^+ \2YZ -\-Z^ 
r = f — 3f0-- 12;/Ä' + 2r' 
Z = 75?/s + 30j/:e^ - 80«^. 
Der Wert von 3:^ läfst sich aber auf die Form bringen: 

Vergleicht man dieselbe mit der gegebenen Gleichung, so erhält man: 

i = ^ + ß r 

!S= Y. 
Mithin wird scliliefslieh die zweite Lösung dieser Cleichung gegeben 
durch die Formeln: 

X = ()y^ + 2j/s + 182^ 

t = r>)/' + Ulfs— 42ys^ — 74s« 

n = ?/' — 3?/^« — 12?/»* + 2s\ 

376. 

Fünftes Beispiel. 

Wie bereits bemerkt worden ist (No. 370), besitzt die Gleichung 

fl _|_ 89m* = x^x 

sieben Lösungen, weil die Form A aus den sieben Combinationen 

A^A, B^A, C^D, D'J), E^B, F^C, G'C sieh ergiebt Um eine 

dieser Lösungen zu entwickeln, nehmen wir die Gombination C^J) 

und sekien demzufolge: 
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5Ü Viertel- Haiiiitteil. 

x = by'^ 4" 2y'z' + 18/^. 
Zuiiiiclist findet iium nach den Formeln von No. 363 oder von No. 367: 
^■3 = 52'^ + 22-7+ 18 7^ 

V^2y^-^2y^-2B\ 
Multipliciert man sodann den Wert von x- mit dem Werte von x, 
so findet man mit Hülfe der ersten der beiden Formeln in No. 363: 

x'x = ibTy' + 2V + Vy + 18 VsJ + 89(r/ - Vy'f. 
Vergleiclit man dieses Resultat mit der gegebenen Gleichung 

t^ -\- 89m^ = x^x, 
so erhiilt man: 

t = bTy + Tz + Vy + 18 7/ 
» = ly - Fj/'. 
Hieraus erkennt man, dafs die vier unbestimmten Grofsen t, ti, x, x 
ansgedrüclit sind als Funktionen von vier andern von einander unab- 
hängigen Gröfsen y, g, y, s , und dies bildet die erste Losung. Durch 
älinliche Rechnungen findet man die sechs anderen Lösungen, welche 
die gegebene Gleichung besitzt. 

Bemerkung. Bei einiger Aufmerksamkeit wird man sehen, dafs 
sich diese Theorie leicht auf den Fall ausdehnen liefse, wo die linke 
Seite der gegebenen Gleichung ein Teiler der Form f — av? ist. 
Mittelst derselben Prinzipien würde man auch die Fälle auflösen 
können, wo die unbestimmten Gröfsen auf der linken Seite der Glei- 
chung einen gemeinschaftlichen Teiler haben sollen. Wir haben es 
jedoch nicht für nötig gehalten, auf alle diese Einzelheiten, welcJu! 
keine Schwierigkeiten darbieten, näher einzugehen. 

§ 6- 

Beweis einer Eigenschaft, welche sieh auf die quadratischen Teiler 

der Formel /'' + au^ in welcher a eine Primzahl von der Form 

8w + 1 ist, bezieht. 

377. 
Wif haben bereits in No. 217 bemerkt, dafs, wenn in der Formel 
i^ -\- av^ die Zahl a von der Form 8t( + ö ist, von awei conjugierten 
Teilern Aiase:Y'Eovme\,v..'B.py--\-2(jys-\'2inz''-\\u<\.2py'^-^2qys-\-mr^^, 
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stets der eine zu der Form in-^-l, der andere ku der Form 4w + B 
gehört, so dafs es also in diesem Falle ebenso viele quadratische 
Teiler von der Form 4« + 1 als Teiler von der Form 4« + 3 gicbt, 
und dieses Resultat gilt immer, wie beschaffen auch a sein möge, 
wofern es nur von der Form 8n + 5 ist, 

Ist dagegen a von der Form Hn-\-\, so sind die beiden in 
Rode stehenden eonjugierten Teiler entweder alle beide von der Form 
in + 1, oder alle beide von der Form 4« + 3, so dafs man nichts 
mehr über die relative Anzahl beider schlielsen kann. In der That 
zeigt der Anblick der Tafel IV, dafs in dieser Hinsicht eine grolse 
ünregelmälsigkeit stattfindet, Ist jedoch a eine Primzahl, so 
sieht man aus eben dieser Tafel, dafs die Anzahl der qua- 
dratischen Teiler von der Form in -{- 1 beständig um eine 
Einheit gröiser ist, als die Anzahl der quadratischen Teiler 
von der Form in -{- S. So findet man z. B., dafs die Formel 
(2^41«* drei quadratische Teiler von der Form in -\- 1 und nur 
zwei \on der Form 4m + 3 besitzt; ebenso dafs die Formel t^ -\~ 89«^ 
vier quidiatische Teiiei von der Form in -\- 1 und nur drei von der 
Form 4re + 3 hat u i w 

Man kmn 'iith leicht von dieser Eigenschaft bei vielen andern 
besonderen Fallen ubeizeugen, jedoch ist es nicht ebenso leicht, die- 
selbe m allgemeintLi und otien^ei Weise zu begründen. Wir geben 
im Folgenden die Reihe dei Satze, welche für diesen Beweis notig 
zu sein Schemen Dieselben biet n zugleich verschiedene bemerkens- 
werte Resultate, w eicht, di/u beitragen können, die vorstehenden 
Theoiieu zu eiwcitein und /. i veivollkummiien. 

378. 

Satz 1, Ist a eine Primzahl von der Form 4n -\- 1, und 
ist py^ -{- 2qys -\- 2mi^'' einer der quadratischen Teiler der 
Formel (^ + «m^, welcher ebenfalls von der Form 4w + 1 
ist, so ist die Gleichung IP =py^ + 2qys + 2ms^ stets auf- 
lösbar. 

Denn multipliciert man diese Gleichung mit p, und setzt man 
py-\-qs = x, so erhält ta&-a pTJ^ ^x^ -\-a^'^, eine Gleichung, welche 
stets möglich ist. (Siehe No. 27 und 198.) 

Es braucht nicht erst bemerkt zu werden, dafs, wenn 
pif + Sij'j/s -}- 2mjS^ 
ein Teiler von der Form 4 h -j- 3 wäre, die Gleichung 
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iiiiniüglieh soin würde, da, kein Quadrat die Form 4h -f- 3 btisit/en kann. 

379. 

Satz 2. Ist a eine Pi-imzahl von der Form 8«,+ 1, so hat 
die Formel fi-i-au^ stets eitu'ii quadratificheu Teiler von der 
Form fif + 2gps + 2ß\ 

Man kann nämlich stets (No. 149) der Gleichung a = 2p — g^ 
geniigen, woraus folgt, dafs fif + 2gyz + 2fs^ oder der einfachste 
Ausdruck dieser Formel ein quadratischer Teiler der Formel t^ ~\- aw' ist. 

Man beachte, dafs sich der Teiler fy^ + ^gyg -\- 2fs^ von dem 
zu ilim konjugierten nicht unterscheidet. In diesem Falle redueieren 
sicli demgemäfs die beiden konjugierten Teiler p.iif einen einzigen, 
den mau einen singulären Teiler neuuen kann. 

380. 

Satz 3. Ist o. eiuR Primsiahl von der Form Sm + l, so giebt 
es stets uuendlich viele Werte von /"und f), welche der 
Gleichung 2p~g^ = a genügen; trotKdem aber kauu daraus 
nur ein einziger quadratischer Teiler der Formel f -j- aii^ 
sich ergeben. 

Denn man findet leich (No. 38), dafs die Reihe der Werte von 
f unfl g, welche der Gleichung 2/^ — ^ = a genügen, so beschaffen 
ist, daXs, wenn f mid g' die unmittelbar auf f und g folgenden Werte 
sind, die Gleichungen bestehen: 

Aus diesen neuen Werten entsteht der singulare quadratische Teiler: 

(3/'+ 2«)»' + 2(3y + 4/")»« + 2(3/'+ 2»)«'. 
SetKt man abei' in diesem Teiler; 

)/ = 2/ ^ y , ^ = ])' — /) 
(wodurch die Allgemeinheit der Vor^Lnderlichen y und z nicht bt;- 
acbriinkt wird), so erhält man als transformierten Teiler: 

/■2/'^+2s-2/'/ + 2/-/S 
woraus ersichtlich ist, dafs sich in der That der quadratische Teiler 
fy^ -\- 2g'gs -\- 2fz^ nicht von f'^ + 2(jys -f- 2/"^^ unterscheidet. 

Folgerung. Es folgt hieraus, dafs, wenn a eine Primzahl von 
der Form Sw -f- 1. ist, die quadratischen Teiler der Formel ^ + at^ 
aus mehreren Paaren von konjugierten Teilern und au.9 einem singu- 
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lären Teiler bestehen. Die Gesamtzahl dieser Teiler ist somit 
stets eine ungerade Zahl, und es ist daher iinmöj^lich, daf.s 
die Anzahl t!ur Teiler von der Form -iu + 1 geich der An^ 
Kahl der Teiler von der Form 4n + 3 sei. 

asi. 

Satz 4, Dits Quadrat eines qu ad fatisck en Teilers 
im/ + 2qys -j- 27te' und das Quadrat deö ku ilim konjugierten 
Teilers 2pi/ -j- 2qys + zs'^ sind iu einem und demselben qua- 
dratischen Teiler jj^j/^ + 29?«/^ -j- ^S^ enthalten, 

Denn bestimmt man dem in No. 363 angegebenen Verlalin!» 
gemills jt und v durch die Gleichung: 

und üiii'/,t man fiodaiDi: 

,p=^q -{- vp, ij; = i/^ -{- 2(1 

Y=f--2v!/s - 2(i.z', Z=^2s(py -\- <iz), 
HU uriiilK, man: 

(i^y + 2<iys + 2n^y = p'Y' -j-'^tpYZ -{- ipZ'. 
In dieser Gleichung, welclie identisch stattBnden inufs, setzen wir 
2y au die stelle vou y, nnd da alsdann Y ebenso wie -Z' gerade wird, 
so setzeu wir femer Y'=2Y', Z^2Z'. Dies giebt: 

r = 2/ — 2vye — (is^, Z' = e (2py + qs). 
Werden diese Werte eingesetzt und dividiert man darauf durtili 4, 



(2pf + 2qys + %sj^p'r' + 2<p T Z' + ^2'^ 
Mithin enthält derselbe quadratische Teiler p^^f + 2(fys -|- Tpz^, in 
welchem das Quadrat des Teilers py^ + 2qys -\- 2%^ euthalten ist, 
auch das Quadrat des zu ihm konjugierten Teilers 2py^-\-2tpjz -\-ui:^ 
l''olgerung. Ist die Gleichung TP = FY" + 2QYZ ^ liZ'' 
gegeben, und kennt man davon eine in der Formel 

U = py' + 2qys-i- 2^" 
enthaltene Lösung, so gieht es immer noch eine andere liüsimg, welche 
durch die konjugierte Form U ^ 2py^ + 2qyii + ji^^ geliefert wird. 
Diese beiden Losungen verscbmelaon zu einer, wenn der Wert von U 
gleich dem singulären quadratischen Teiler ist, d. h. wenn man 
(/= fif -\- 2gys -\- 2fs^ hat; alsdaiui würde aber die rechte öeite 
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382. 

Satz 5. Ist^( eine PrimKaiil ebenso wie a, nuil liu,i man 
p^ = M'^ + '*■^^ i^o wird p oder 2^^ notwendig vou derselbeu 
Focin t^ -\- avi^ aein, so dafs p entweder zu dem quadrati- 
schen Teiler y^ -\- 2ys -\- (a+ 1)^^ oder zu dem konjugierten 
2!/'+2!/s + ^--2> gehört. 

Die gegebene Gleichung p^ = iÜ^ + aü'' ergiebt nämlich 
jf —M} =^ (tiV^. Da nun a eine Primzahl ist, so muls einer der 
Faktoren p •\- M, p — M durcli a teilbar sein, und da das Zeichen 
von ilf willkürlich angenommen werden darf, so kann man p -\- M= aP, 
p — M==Q setzen, wodurch siciiFQ^^N''' ergiebt. Dieser Gleichung 
genügt man aber allgemein, indem man mit Zuhülfenahme von neuen 
unbestimmten Gröfsen: _P= tv^E, JV"= nali, Q = a^Ii setzt. Man 
erhält daher: 

woraus man evitennt, dafs li nur 1 oder 2 sein Isann. Ist 11 = 2, 
so wird j» = oj^ + ütv^; ist JJ ^ 1, so wird 2p = m^ -i- ait'K Mithin 
ist p oder 2p notwendig von der Form t^ -\- ati^. Ist aber p von 
der Form t^ + "'^'^ ^^ ist es in dem quadratischen Teiler y^ -f- as', 
welcher derselbe ist wie y'^ + 2ys + {«+ 1)^^, entlialten. Es kann 
daher p mir zu diesem einzigen Teiler gehören. Ebenso gehört p, 
wenn 2p die Form i' + ati^ besitzt, zu dem quadratischen Teiler 
2y^ + 2ys -{- ■ T" — ^ und nur ku diesem allein. Mithin mufs, falls 
p^ = M^ + aN^ ist, p zu einem der beiden konjugierten Teiler 
f + 2«/s + (a + 1)2^ 2«/^ + 2yä + -^^^ £^ gehören. 

^83. 

Satz 6, Ist p eine beliebige Primzahl und a eine Prim- 
zahl von der Form 8«+ 1, ist ferner jp''^ 2 Jli'+2MiV"+--|^iV^ 
d. h. besitzt 2p^ die Form P^ -\- aN^, so gehört j) notwendig 
zu dem singulären quadratischen Teiler fy^ -\-2gys-\-2ß^, so 
dafs j> = /ft^ + 2g(iv + 2/'i'' ist. 

Denn da a eine Primzahl von der Form Sn -\- 1 ist, so kann 
man a = 2/"^ — y^ setzen, und wird dieser Wert in die Gleichung 
2p^ = P^ -\- aJSP substituiert, so ergiebt sich: 

Da die Zahlen P und p prim zu einander sind, so sieht man, dafs 
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N als Teiler von P^ —- 2^^ von der Form a^ — 2ß^ sein murs, so 
dafs man erhält: 

P'-2y- = (»-'-2/>)(.>-2/ST. 
Dieser Gleichung genügt man aligemeinj indem mau sefcat: 

P + py2= (tr+/y2l(« + /3]/2y. 
Daraus folgt: 

p ^ fa' + 'igaß + 2ff. 
Mithin ist p in dem siiigulai'en Teiler fy^ -\- 2</ys -\- 2fz^ enthalten. 

384. 
Satz 7. Ich behaupte jetzt, dal's die beiden konjugierten 
Teiler, welche für U genommen der gegebenen Gleichung 
JJ^=.PY^j^2QYZ-\-EZ^ genügen, die einzigen Lösungen 
sind, welche diese Gleichung besitzen kann. 

Um diesen Satz au beweisen, suchen wir allgemein die Be- 
dingungen, welche stattfinden müssen, damit zwei verschiedene Werte 
von XJ, etwa 

U -^py^ _|_ 2qfjg + 2312'' 
U = p'y^ + 2^y3 + 2i{s^, 
in gleicher Weise der gegebenen Gleichung 

Ü'' = TT'-\-2QYZ-\-BZ'' 
genügen. In dieser sind Tund 2^ unbestimmte UröX'sen, die Funktionen 
der Unbestimmten y und sein müssen. 

Wir nehmen an, dafs die beiden Werte von ü derart vorbereitet 
seien, dafs p und p Primzahlen bedeuten. Dies vorausgeschickt, 
findet man zunächst, dafs die Quadrate dieser Werte in zwei Formeln 
von folgender Art: 

p^f 4- 2cpys: + %:B^ 

enthalten sind. Dieselben müssen sich beide auf die gegebene Form 
Py^ + 2Qys + -Rs^ reducieren. Man erkennt hieraus, dafs p^ in der 
Formel pi'^y^ -j- 2(p'ys + i^'s^ und umgekehrt p'^ in der Formel 
p^y^ -\- 2<pys + ^s^ enthalten sein mufs. Man kann daher gleich- 
zeitig setzen: 

p'i =yßä + 2<paß + ^ßK 
Ist j)^ß -j- y/J = ji, so wird p'^p'^ == 3'" + ß/i" oder: 

{pp +7){l>p -y) = aßK 
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Dil a eine Primzahl ist und das Zeichen von y beliebig gewählt 
werden kanu, so kann man anneliineiij dafs j>p' -\- y durch a teilbar 
sei. Hetzt man also ß = ABC, so verfällt die vurstehonde (.Jleichuug 
in lue t'olgendeu zwei: 

l'P 4" 3' = (.'lAIC 

l'P — y = ÄC'^, 
uud aus diesen folgt; 

j./=-|^(6» + »ü"). 

Da luiii p iiiiil p Primzalileu siiid, so aiud die einzigen Wuiie, welche 
umri A geben kann, 1, 2, p oder p', 2p oder 2p'. 

Man darf aber weder A^p noch A = 2p setzen; denn da 
alsdann ß durch p teilbar wäre, so würde die Oröfse |>'', welche 
gleich p^«^ -|- 2^fitß -\- ipß"^ ist, ebenfalls durch p teilbar sein, was 
uumöglieh ist. Aus demselben Grunde kann A weder gleich ji' noch 
gleich 2p' sein. 

Setzte man A = 2, so erhielte man pp' == 0^+ aB^\ es würde 
würde mithin pp' von der Form y^ -(- as^ sein, und die beiden Zahlen 
P und 2) würden zu demselben quadratischen Teiler der Formel 
f -(- tut' gehören, was gegen die Voraussetzung ist. 

Es bleibt daher nur übrig, .d. = 1 zu setzen. Älsdami erhUlt 
man 2pp' ^ C- + aB". Mithin gehören die Zahlen p mid 2j/ zu 
einem und demselben quadratischen Teiler der Formel t^ -\- aii^. Die 
Zahlen ]j' und 2p' gehören aber stets zu zwei einander konjugierten 
Teilern. Folglich gehören die Zahlen p und p', welche nach Voiaus- 
setzung nicht in demselben quadratischen Teiler enthalten sind, imt- 
wendig zu zwei konjugierten Teilurn, w. z. b. w. 

385. 

Satz 8. Die x\.nzalil der die Form 4)* + I besil zend^^n 
quadratischen Teiler der Formel t^ -\- au^, in welcher a eine 
Primzahl von der Form 8)i -J- 1 ist, ist immer um eine Ein- 
heit grÖfser als die Anzahl der quadratischen Teiler der- 
selben Formel, welche von der Form 4« + 3 sind. 

Ist nämlich M die Anzahl der quadratischen Teiler von der 
Form 4« 4- 1 und N die Anzahl der quadratischen Teiler von der 
Form in -\- 3, und bezeieluiet man durch A, B, ü, D,--- die Reihe 
der quadratischen Teiler von der Form An -\- I, so besitzt von den 
Gleichungen U'^ =' A, ü^ = B, U^^C,--- eine jede zwei ver- 
schiedene Lösungen, mit Ausnahme der Gleichung 
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U''^2Y''-\-2YZ-i- --Z- Z' , 



welcbe mir eine Lösung besitzt. Mithin ist die Gesamtzalil Jet 
Lösungen 2M. — 1. Diese Lösungen aber, welche alle von einander 
verschieden sein müssen, enthalten notwendig alle quadratischen Teiler 
der Formel t^ + '^''^^i sowohl die von der Form 4« + 1, wie die von 
der Form 4w + 3. Mithin hat man 2M~ 1 = M-\- N oder J)/= N+ \, 
und hierin besteht der Satz, welcher bewiesen werden sollte, 

Bemerkung, Da in dem soeben bebandelten Falle die Formul 
t^ -j- ßit" stets wenigstens drei quadratische Teiler hat, nämlich den 
Teilei' 

f + 2y^ + (a + 1),^ 
den zu ihm kuiijugiertL'ii 

2,/ + 2,js + - + ' <■ 
und deiJ BiiiguUlreii Teuer 

2ff + 2yy0 + ß\ 
welcher nur in dem einaigen ausgeschlossenen Falle « = 1 mit den 
vorigen übereiuatimmt, so folgt daraus, dafs es stets wenigstens einen 
quadratisclien Teiler von der Form 4n -j- 3 giebt. Dies rechtfertigt 
die im Artikel 171 gemachte Annahme, vuii welcher der Beweis des 
iteciprocitätsgesetzes abbin g. 



Beweis des SatzBs, welcher das zwischen zwei beliebigen Primzahlen 
bestehende Keciprocitätsgesetz enthält (No. IGiJ). 
386. 
Hülfsaatz. Ist p eine positive Primzahl (aul'ser 2) und k 
eine beliebige durch p nicht teilbare ganze Zahl und divi- 
diert mau die aufeinanderfolgenden Produkte ft, '21^, 3Ä/"— - k 
durch p, so werden die Reste, welche bei diesen Divisionen 
übrig bleiben, zum Teil aus Zahlen d, a", a"',...a^, welche 
kleiner als yP sind, zum Teil aus Zahlen ?>', b", h'", . . . h'', 
welche gröfser als -w- p sind, bestehen. Bezeichnet (* die 
Anzahl dieser letzteren Beste, so behaupte ich, dafs allge- 
mein (-;)= (— !)■" ist, also(-^-) = + 1, falls (t gerade, und 
('') = — I, falls u ungerade ist. 
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Zunächst ist klar, daJs die Reate V , h" , V" , ■ ■ ■ von einander 
verschieden sind. Denn wenn zwei dieser lleste, welelie aus den 
Vielfachen liA, liÄ sich ergeben, einander gleich wären, so müfste 
die Differenz 7c(^' — Ä) durch jj teilbar sein. Dies ist aber nicht 
der Fall, da p eine Primzahl ist, welche weder ia /; noch iu Ä ~ A 
aufgeht und zwar letzteres deshalb, weil Ä und Ä ungleich und kleiner 
als -^ p sind. Ebenso wird bewiesen, dafs die ßest« d, a", d", . . . 
sämtlich von einander verschieden sind. 

Es sind demnach die Zahlen p — h', p -— //', )) — h"', . . . sämtlich 
ungleich und kleiner als --- jj. Ich behaupte aber, dafs keine von 
ihnen gleich einer der Zahlen «', d', d" , . . . sein kann. Wenn näm- 
lich zwei solche Reste a und h aus den Vielfachen IzA, hÄ ent- 
stehen, so kann man a = liA — fx, b^hA — px setzen. Wäre 
also j) — /i = a, so würde sich j^(l-f-* + ^') = h{A-\- Ä") ergeben; 
es müfste also h [A -\- Ä) durch p teilbar sein. Nun ist aber weder 
h noch A -\- Ä durch p teilbar, weil A und A! beide kleiner als 
--p sind. Mithin ist die vorige Gleichung unmöglich. 

Da nun also die beiden Reihen d, d', d", . . ,d- und p — Jl , 
]i — h" , p — V" , ... 2> — bf^ aus verschiedenen positiven Zahlen, 
welche kleiner als y P si"d, bestehen, da ferner die Gesamtzahl 
A -f- (t der Glieder dieser beiden Reihen gleich -r (p— 1), also gleich 
der Anzahl der Vielfachen k, 2Jc, 3ft, , . , — r — k ist, aus denen sie 
entstehen, so folgt daraus, dafs das Produkt aller dieser Zahlen nur 
1 ■ 2 ■ 3 ■ ■ --^-s — söiii kann, und dafs somit die Gleichheit besteht: 

»■»■V"...»'(y~!'')(p-6")'-(j'-'"')-l-2-3--^-'- 
Läfst man in dieser die Vielfachen von ß weg, so erhält man: 
dd-d"---a'-h'b'-h"'- .h"(~^)"==i■2■5^■■^--■ 
Andrerseits hat man aber auch, ebenfalls bis auf Vielfache von ji: 
k-2U-U---^ ^-h==dd'd"---a'--b'h"l/" ■■■}>'% 
und die linke Seite dieser Gleichung ist gleich: 

1.2.3.-.-2^-' -J^"-"- 
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Ana dur Vcrgleicliimg dieser beiden Gleicliungeii folgt: 

1.3.3^...-PrpL.i»"^"(-l)' = l-ä-3-''7-i. 
Miüiiii ist: 

oder : 

Nim ist aber, vveuii maii diö Vielfachen von p wegläfst, k^ der 

Wert des Ausdrueks ( -). Demnach erhält man in Übereinstimmung 
mit dem Ausspruch unseres Hiiltssatzes: 

© = (-!)'• 

387. 

Dil die Zahl ji, je nachdem sie geiude oder ungerade ist, den 
Wert des Ausdrucks (—1 bestimmt, so ist es von Wichtigkeit, einen 
analytischen Wert dieser Zahl zu haben. Dazu bemerke ich, 
dal's, wenn mau mit « eine der Zahlen a, a",...a' und mit 6 eine 
der Zahlen &', i", ■-■6'' bezeichnet, den schon gemachten Voraus- 
setzungen zufolge 2a<,p und 26>j9 ist. 

Wie gewöhnlich stellen wir durch E{x) die gröfste in irgend 
einer Zahlgrofae x enthaltene ganze Zahl dar, so dafs x — E{t^ 
stets ein positiver Bruch, kleine]' als die Einheit, ist. 

Betrachtet man die verschiedeneu Vielfachen h, 2k,- ■ ■ — ^ — k, 
aus denen die Reste d, b' , . . . entspringen, und bezeichnet man ins- 
besondere mit Ah das Vielfache, welches den Rest a, und mit Bk 
dasjenige, welches den Rest 6 gicbt, so hat man: 



Addiert müu alle (ileichungen, welche analog für alle Werte von 
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Ä und B von 1 hitä -^ (i^ ^ 1) gelteüj so wird offenbar die fechte 
Seite soviel Einheiten eiithalteu, als es Zahlen i>' giebt, und da die 
Anzahl derselben mit ft bezeichnet worden ist, so erhält man: 



-'2E{-)-2E[^-2E(-^) 2E 



'Up-i)k^ 



Da man fei-ner von dem Werte von jt nur au wissen braucht, 
üb er gerade oder ungerade ist, so kann man in vorstehender Formel 
die durcli 2 teilbaren Glieder weglassen, wodurch sich einfach ergiebt: 



.3ö8. 
Dieser Wert ist einer Vei'eiiifachiuiy fällig. Hetzt man 

k = ni^i + ^, 
wo 31 positiv und kleiner als p ist, so hat mitn: 

P P V 

Mitliiii: 

In iihiilieher Weise ist: 

und ebenso bei den andern. Diese Werte hat man in die F.ormol 
zu substituieren und dabei zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 
j> von der Form An -\- \ oder von der Form 4w -[- 3 ist. 
i^ Ist j) = 4)* + 1, so ist die Anaahl der Gliedi'v 

*(f).^(f)- 

gleich 'An. Die ■;( ersten bilden die Iteilie: 

^(") + ■«(") +■■■ + *("')• 

Die ■)* ajidcrn, in umgekehrter lleilienfoige gesell rieben, bilden die 
Iteibc: 
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und (liesfi geht der angegebenen Transformation zufolge über in: 

Mithin erhält man: 

,^;o,-,)(t-i) + E(f) + «(ii)+...+E(^) 

Addiert man Kiir rechten Seite die gerade Zahl 

wa.R mit Rücksicht auf imsern Zweck gestattet ist, so erhält man 
einfacher: 

2) Ist j) = 4)i 4~ 3, so giebt es 2w + 1 Glieder in dem Werte 
von ji. Die n ersten sind immer: 

'^(f)+^(^) + ^(f)+-+'^(T)^ 

die n -j- I andern sind: 

nnd diese gehen durch die angegebenen Transformationen über in: 

(,.+i)(.-i)-;=(i)-i.(f)-^(f-)-...-7.(a^), 

so dafs man erhält: 

oder wenn ma.n die gerade Zahl 
addiert: 

f~l(p + m - 1) + E (|) + '^ (f ) + '= (f) 
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389. 
Da im ersten Falle -- (p — 1), im zweiten Falle -j- (i>-j- 1) eine 
ganze Zahl ist, so reducieren sich allgemein die beiden Formeln auf 
eine einzige, sobald k eine ungerade Zahl ist, nämlich auf: 

390. 
Ist k uine gerade Zahl, so können die beiden Formeln eben- 
fiills auf eine einzige gebracht werden, nämlich: 



-E 



ß.iP-J'^l] 



vorausgesetzt, dafs man das doppelte Vorzeichen so bestimmt, dafs 
- (pzb. 1) ^'"^ ganze Zahl ist. Ja man kann auch für -j- (p+l)(/i^ — 1) 
einfach -- (p + 1) schreiben, da es sich immer mn- darum handelt, 
•AU wissen, ob (t gerade oder ungerade ist. 

391. 

rst z.B. 7.= 2, so .i,ul alle Glieder 7;(;,),7';(^^-),.-./-;('7') 
gleich Null und man hat einfach ji = — (jj 4- 1). 

Wenn daher jj = 8w + 1 oder 8m + 7 ist, so ist die Zaiil ji 
gerade, und es ist ( — j = -j- l. 

Wenn dagegen p = 8n -\- ti oder 8m -|" ^ ist, so ist die Zaid (i 
ungerade, und es ist ( — j ^ — 1. 

Man gelangt daher sehr einfach zu den bekannten Sätzen, welche 
die Beziehung enthalten, in weicher 2 zu allen andern Primzahlen 
steht (No, 150), zu Sätzen, deren Beweis für sehr schwierig gehalten 
wurde, als die Wissenschaft von den Zalilen noch nicht so weit 
vorge seh ritten war. 

392. 

Es seien jetzt /c und j^) zwei beliebige ungerade Primaablen. 
Da wir bereits ( ' t ^ ( — 1)" gesetzt haben, so setzen wir analog 
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(yl = (— 1)"-' Dann erLalteri wir -/.ut'olge der Formel in No. 389: 



)+El^ +E ' +- + Ei 



(i-i)F\ 



Nelimen wir an, (laTs k<.p sei, und setzen wir: 

|_:t, p_2/+l, 1-2K + 1, 
SO ergiebt sich: 

,. + v-E(x) + E(2x) + E(:dx) +■•■ + Eij:x) 

+ eI^ + e{^ + e{^+... + e{^. 

Ich behaupte nun, dafa sich die rechte Seite auf js'Ä' reduciert. 
Wir betrachten zunächst die Reihe: 

Z = E{x) + E(2x) + ^(33^) + ■ ■ ■ + Eiß'x), 
und bemerken, dafs die Glieder cheser Reihe stufenweise wachsen von. 
Null an, welches wegen a: < 1 der Wert yon Eix) iat, bis zu //, dum 
Werte von E{^' x)\ denn es ist 

folglich E{p'x) == Ic. Wir müssen nun untersuchen, wieviel Glieder 
in dieser Reihe gleich 1, wieviel gleich 2, u. s. w, sind. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir unbestimmte GrÖI'seu 1n^, m.^, 
m^,--.-mt' von der Beschaffenheit an, dafs 

m,^x = 1, tn^x = 2, %ai = 3, m^^x = 4, -■ • m^'X = Ä' 
ist. Von diesen Zahlen *w^, jh^, . . . kann keine eine ganze Zahl sein, 
da ihr allgemeiner Ausdruck »Kj ^ — = -^ und s < Ä ist. Ist dem- 
nach E{m^ = Ml, so dafa m^ zwischen die aufeinanderfolgenden 
ganzen Zahlen üf, und M^ + 1 fällt, so folgt offenbar aus diesen 
Annahmen: 

1) dafs die ersten GUeder E{x), E{2x),--- bis E{M^x) gleich 
Null sind. Ihre Anzahl ist gleich M^. 

2) dafs die folgenden Glieder E({Mj^ + l)x), E({M^ + 2)x),-- 
bis zu E(M^x) einsehliefslich den Wert 1 haben. Ihre Anzahl ist 
gleich M.^ — Jf,- 

3) d'afs die folgenden Glieder E{{M, -\- l)x), .E((lf, + 2)a:),--- 
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bis KU E{M^X) einschlieVslicIi rleii Wert 2 Imbeii. Tiirc Aiiziilil isl; 
gldeh JJffl — M^. 

Und ao gellt es weiter bis zu den letzten Gliedern, deren Wert 
K und deren Anzahl gleich p — üff ist. 

Vereinigt man demnach alle Glieder, ans denen der Wert von 
Z besteht, so erhiilt man: 

;?=0x M, 4- \{M., ~ üf,) 
+ 2(jii3 — iif,) 

+ 3(M, — JI4) 



+ (;/— i)CJfi.'- ü/z'-i) 

oder, woiin man zusammenzieht; 

Z — /['y — Jlf , — Jlf, — M, Jfr-, ~ -»,'. 

Nun ist aber allgemein: 

Jf, _«(».,)-«('). 
Mithin: 

Setzt man diesen Wert in den von (i -\- v fm, so t'oljft daran 
Hehr einfaehe Formel fi-\-v = p'li, oder: 



Aus dieser Formel ergiebfc sich unmittelbar der Satz, welcher 
fjas zwischen zwei beliebigen Primzahlen p und h bestehende Reci- 
procitätageaetz enthält. Tst eine der Zalilenj^ und /; oder alle beide 
von der Form 4w -]- 1, so wird die Gröfse — {p — \){h — l) eine 
gerade Zahl; somit sind die Zahlen jt mid v entweder beide gerade 
oder beide ungerade, und dies giebt \j-) = (— j. 

Sind die Primzahlen p und It alle beide von der Form 4» -|- 3, 
so ist die GrÖfse -^{p — l)(?s — 1) eine ungerade Zahl; somit mufs 
von den beiden Zahlen ft und v die eine gerade, die andere ungerade 
sein, und dies giebt: (-) = -— {■)■ 
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Femer leitet man die allgemeine, allen Fällen genügende Formel 
aus den Ausdrücken (-) =(- !)■", (|-) =(—!)'■ her. Dieselben 
ergeben : 

(i) = (l) (-.),+.. (_i)^-^(D, 

wie in Nu. 166. 

Auf diese Weise ist allgemein ein Satz bewiesen, den ma,n als 
den wichtigsten der Zalilentheorie betrachten kann, und der iillen 
denen, welche es versuchten, ihn auf anderem Wege zu beweisen, 
grofse Schwierigkeiten bereitete. 

Der soeben nach Friedrich Gaufa dafür gegebene Beweis 
ist um so bemerkenswerter, als er anf den elementarsten Prinzipien 
beruht; wir werden aber im sechsten Hauptteil Gelegenheit haben, 
einen viel einfacheren Beweis dieses Satzes zu geben, welcher von 
dem durch seine schönen Entdeckungen in der Theorie der ellipti- 
schen Funktionen bekannten Herrn Jacobi aus Kiniigsberg herrührt. 



§ 8. 

Über ein sehr bemerkenswertes bei der Auszählung der Primzahlen 
beobachtetes Gesetz. 

394. 
Obwohl die Reihe der Primzahlen äufserst unregelmäfsig ist, 
kann man doch mit einer recht befriedigenden Genauigkeit an- 
geben, -wieviele dieser Zahlen zwischen 1 und einer gegebenen 
Grenze x vorhanden sind. Die Formel, welche diese Aufgabe 
löst, ist: 






,08366 ' 



wo log X einen hyperbolischen Logarithmus dnrstellt. In der That 
gieht die Vergleiehung dieser Formel mit der unmittelbaren in den 
umfassendsten Tafeln, wie denen von Vega, Chernac oder Burek- 
hardt, vorgenommeneu Auszählung die folgenden Resultate: 
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GrenM x. 


Zal 
Aus der 
Formel 


/us den 
Tafeln. 


Grenze x. 


Zahl y. 
Aus der 1 Aus den 
Formel. Tafeln, 


10000 


1230 


1230 


200000 


17982 


17984 


20000 


2268 


2263 


250000 


22036 


22046 


30000 


3252 


3246 


300000 


26023 


25988 


40000 


4205 


4204 


350000 


29961 


29977 


60000 


5136 


5134 


41)0000 


33864 


33861 


60000 


6049 


6058 


600000 


41533 


41638 


70000 


6949 


6936 


600000 


49096 


49093 


80000 


7838 


7837 


700000 


66666 


56536 


90000 


8717 


8713 


800000 


63955 


63937 


100000 


9688 


9592 


900000 


71279 


71268 


löOOOO 


13844 


13849 


1000000 


78543 


78493 



396. 
ümnöglich kann eine Formel eine ebenso weit ausgedelinte und 
notwendigerweise häufigen Unregelmäfsigbeiten unterworfene Reihe 
von Zahlen genauer darstellen. Um ein ohnehin bemerkenswertes 
Gesetz noch besser zu beleuchten, füge ich hinzu, dafs, als ich nach 
einem bald auseinanderzusetzenden Verfahren suchte, wie viel Prim- 
zahlen zwischen 1 und 1000000 enthalten seien, ich deren 78527 
fand, ein Resultat, welches wenig von dem der in den Tafeln vor- 
genommenen Auszählung und noch weniger von dem durch die Formel 
gelieferten verschieden ist. Es besteht daher kein Zweifel darüber, 
nicht nur, dafs das allgemeine Gesetz durch eine Funktion von der 

Form —7-, j^ dargestellt wird, sondern auch, dafs die Koefficienten 

wirklich die sehr angenäherten Werte A ^ 1, ■• ■, 7? = — 1,08366 
besitzen. Es bliebe also nur noch übrig, dieses Gesetz von vorn- 
herein zu beweisen. Es ist dies eine interessante Untersuchung, über 
welche wir nachstehend einige Versuche mitteilen. 

396. 
Nennt man « die Grüfse, um welche man x vermehren muCs, 
damit y m p -\- 1 übergehe, so hat man zur Bestimmung von a die 
folgende Gleichung, in welcher zur Abkürzung c ^ 1,08366 gesetzt ist: 

i_ i+" '- 

lo.(l + .)-e log«-e 
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Hieraus erhält man unter der Voraussetzung, dal's x eine sülir grufse 
Zahl sei: 

<. = (logx-.+ l)(l+,y 
oder einfach: 

a = log x — 0,08366, 
da diese Bestini raungen keine strenge Genauigkeit gestatten. 

Es folgt hieraus, dafs in dem MaTse, wie x wächst, die Differenz 
zwischen 7,wei x benachbarten Primzahlen ebenfalls wächst, und dafa 
dieselbe, was ihren mittleren Wert betrifft, mit grofser Annäherung 
durch log X — 0,08366 dargestellt werden kann, so dafs man in einem 
Intervalle von 2m zwischen x — m und x -}- m enthaltenen Gliedern 
eben so viele Primzahlen zählen mufs als ^ — tt^^^j^w Einheiten 

iOg X - — U,yO0tlD 

enth'äliy vorausgesetzt dafs m binreichend klein im Verhältnis zu x ist. 
Dieses Resultat stimmt übrigens sebr gut mit der Natur der 
Primzahlen überein, welche im Allgemeinen um so weiter von ein- 
ander entfernt sein müssen, je gröfser sie werden. Denn die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs eine beliebig herausgegriffene Zahl eine Primzahl 
ist, nimmt stets in dem Mafse ab, als diese Zahl zunimmt, da die 
Anzahl der Divisionen, welche man auszuführen bat, um sich zu 
Überzeugen, dafs sie eine Primzahl ist, immer gröfser wird. 

397. 

Nach dem soeben erhaltenen Uesuitate scheint es, dafs die con- 
vergenten Reihen, welche von dem Gesetz der Primzahlen abbüngon, 
so summiert werden könnten, als ob dieses Gesetz ein regelmäfsiges 
und von der Art sei, dafs, wenn irgend ein Glied mit x bezeichnet 
wird, das folgende Glied x + log x — c + 1 ist. Im Folgenden gebe 
icb einen Versuch, solche Suramationen auszuführen. Die- 
selben sind übrigens zu verificieren, sei es durch numerische Berech- 
nung, sei es durch direktere Methoden. 

Wir stellen uns zunächst die Aufgabe, das Produkt 

-(i-l)(i-l)0"9('-uf -(1-^). 

in welchem die Nenner die aufeinanderfolgenden Primzahlen von 3 
bis {o sind, zu berechnen. 

Nennt man s' dasjenige, was aus s wird, wenn sich « in 
(0 -j- log m — c + 1 oder in a + « verwandelt, so ist: 

, _ «, + ..- 1 
.0 + « 
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Nach den bekannten Formpln aber hat ma.n: 

Betrachtet man demnach a als sehr klein im Verhältnis zu m, was 
um so genauer ist, je gröfser to ist, so erhält man sehr nahe: 

und dies giebt: 

___ A ^ A 

^ ~~ «" "~ log 10 — 0,083G6 
Berücksichtigte man die Glieder zweiter Ordnimg, so erhielte man 
genauer: 

■" -^ J 

logoj — 0,08366 + -^-- 

Indessen ist der erste Wert hinreichend genau. Setzt man A = 1,104^ 
so findet man leicht die in Tafel TX enthaltenen Zahlen. 

398. 
Es sei jetat die Reihe der Brüche 

in welcher die Neuner die Quadrate der aufeinanderfolgenden Prim- 
zahlen sind, zu summieren. 

Setzt man ra + ß an die Stelle von w, so wird: 
I 

--^ = 7;^ + ^. 

oder: 

il ^ J „s -i'« , = Jl _ 1^ I 

Folglich: 

~ ^ j ^. = J l 

'■ ^ ta(a + l} w(logw + 0,91ü34) 

Die Konstante Ä ist der Wert der ins Unendliche fortgesetzten 

Reihe. Euler fand denselben gleich 0,202247 (Intr. in Anal. inf. 

No. 282). 

399. 
Was die Summe der einfachen reciproken Reihe 

" - -i + I + 1 + 11 + ■ ■ • + i 
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anlaogt, so kann man dieselbe aus den beiden bereits gei'undeoon 
Summen ableiten. Da nämlich 

/i_ l.)fi_.M(i_ Jl)..7i^±) = h ^^i 

V sjy^ bJV t) V »/ log»-0,08366 

ist, so erhält man, wenn man beiderseits die Logarithmen nimmt, 
nach bokannten Formeln: 

T + -i+ r + "- + i 

+ "i Vä" + 'i^ + ^ T '' »"'[—log (log ii)~(),08360)- log 1,104. 



Nun besitzt die ileilie ^ + "rä H 1 — i? wenn man die Glie- 
der von der Ordnung — ; vernachlässiirt, die Summe 0,202247: 

° CO log m ° ' ' ' 

die andern Summen reducieren sich ebenfalls auf Konstanten, deren 
angenäherte Werte sich leicht bestimmen lassen. Man erhält daher 
die gesuchte Summe: 

u = log (log u) - 0,08366) — 0,2215. 

400. 

Die Eigenschaft der vorigen Reihe, eine unendliche Summe zu 
haben, vermag einiges Lieht über das allgemeine Gesetz der 
Primzahlen zu verbreiten. 

Betrachtet man uäniUch u als eine Funlitiou von to, welche der 
Gleichung 

«- 3 + s+l+iV +•■■+,!; 

genügt, so erhält man, wenn ra in to + a übergeht: 

und nimmt man an, dafs a sehr grofs oder a sehr klein im Ver- 
hältnis zu o sei, so reducieren sich diese Reihen auf ihr erstes (Jücd 
und geben; 

du== — -"-. 

Unter der nämlichen Voraussetzvmg eines sehr grofsen et kann 
man annehmen, dal's der Wert von a, nach absteigenden Potenzen 
von CO entwickelt, der folgende ist: a = Aa"^ -\- Ba" -{-■■■, wobei 



y Google 



70 Vi,ntw FLMipttL'il. 

der Exponent m gröfser ist als die folgsnden. Betrachtet inaj 
nur das erste Glied dieser Reihe, so wird: 



Wenn aber m eine positive endliclie Gröfse wäre, ao würde sich, 
wenn man la == oo setzte, « auf die Konstante C reducieren, was 
nicht stattfinden kann, da man weifs, dafs u alsdann unendlich grofs 
isL Andrerseits kann nicht m = sein, weil alsdann der Unter- 
schied zweier aufeinanderfolgenden Primzahlen eine Konstante A zur 
Grenze haben würde, während derselbe der Natur dieser Zahlen zu- 
folge unbegrenzt wachsen mul's. Mithin mufs m unendlich klein 
sein, und alsdann mninit Ata'" -j- Bta^-j- ■■■ die Form J.log« + B 
an. Setzt man also a^Äiogm-\-IB, so ist: 



n = ^ log « + C, 

eine Gröfse, welche unendlich wird, wie es sein niuf's, falls w iniend- 
lich ist. 

401. 
Da man cc ^= A log a -\- B hat, so kann man hieraus leicht mit 
Hülfe der Gleichiuig y — y = \ oder «-- ^ =^ 1 die Funktion y ab- 
leiten. Man erhält chj=^-^-^j und wenn man integriert: 

CO, i rada lo , i Adia <o , Äia oi 

' = « + / ^^ = u + "^ = T + "^"^" = c^-Ä ' 

a ^ a II J a a a a~^ 






!/ = 



und dies stimmt mit der oben siugegebeuen allgeniuincu Formel 
überein, wenn man A = 1, B = — 0,08366 setzt. 

Man beachte, dafs wir anf diese Weise mit Hülfe der Integral- 
rechnung eine wesentliche Eigenschaft der Primzahlen erhalten. Alle 
mathematischen Wahrheiten aber stehen im Zusammen- 
hang mit einander, und alle Hülfsmittel, welche zu ihrer 
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Entdeckung dienen, sind gleich zulässig. So hat man von 
der Betrachtung der Funktionen Gebrauch gemocht, am verschiedene 
fundanientale Sätze aus der Geometrie und Mechanik ku beweisen. 



§ '■>■ 
Beweis verschiedener Sätze iiher die arithmetischen Progressionen, 

402. 
Es Kci die arithmetische Projfression gegeben: 

A — ü, 2Ä — G, ?,A — C,-- ; nA - (J, (Z) 

in welcher A und C irgendwelche zu einander prime Zahlen sind, 
Ferner sei %■ eine Primzahl, welche nicht in A aufgeht. Bestimmt 
man dann x derartig, dafe Ax — C durch & teilbar ist, so wird der 
Wert von x allgemein von der Form x ^ k -\- 9s sein, woraus man 
erkennt, dafs die durch * teilbaren Glieder in der gegebenen arith- 
metischen Progression selbst wieder die arithmetische Progression 

Aa^C, Aia + ») — C, A{« + 2&) — C,... 
bilden, und dafs es somit unter & aufeinanderfolgenden, an irgend 
einer Stelle der Progression (Z) gewählten Gliedern stets ein durch 
■& teilbares Glied giebt, welchem eine Reihe anderer gleichfalls durch 
■& teilbarer und von einander um das Intervall & abstehender Glieder 
vorangeht und nachfolgt. 

Nachdem dieses festgestellt ist, sei &, X, ft,... ilf, a eine Reihe 
beliebig angenommener und in irgendwelcher Ordnung aufeinander- 
folgender Primzahlen, von denen jedoch keine in A aufgeht. Wir 
untersuchen, welches in der Progression (Z) die gröfste 
Anzahl von aufeinanderfolgenden Gliedern ist, welche 
durch irgend eine der Zahlen der Reihe &, A, fi,...'^, a, die 
vfir die Reihe (a) nennen wollen, teilbar sind. Zu diesem Zwecke 
müssen wir zunächst die einfachsten Fälle untersuchen. 



Betrachtet man zunächst nur zwei Primzahlen d; X, so kaun es 
nicht mehr als zwei aufeinanderfolgende Glieder geben, von denen 
das eine durch &, das andere durch A teilbar ist. Diese Glieder 
körmen durch (&), (A) bezeichnet werden. Das auf (A) folgende Glied 
kann nicht durch & teilbar sein; denn da das Intervall bis (&) nur 
zwei Glieder enthält, so raüfste ■& = 2 sein. Dieser Fall ist aber 
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ausgeschlossen, da wir in der Reihe (a) nur ungerade Primzahlen in 
Betracht ziehen. Aus demselben Grunde bann das Glied, welches 
(■&) vorangeht, nicht durch A uud iioeh weniger durch d- teilbar sein. 
Mithin ist in diesem ersten Fülle das gesuchte Maximum 

M = 2. 

404. 
Sind drei Pnrazalileii i>', A, jt gegeben", so lüiuii uiuii sich denken, 
daTs drei aufeinanderfolgende Gheder durch diese Zahlen teilbar 
seien. Dieselben seien mit (■&), (A), (fi) bezeichnet. Damit das auf 
(fi) folgende Glied durch & teilbar sei, mufs & gleich 3 sein, und 
damit das Glied, welches (&) vorangeht, durch ft teilbar sei, mufs (i 
gleich 3 sein. Da jedoch die betrachteten Primzahlen notwendig von 
einander verschieden sind, so kann nur eine von diesen Annahmen 
stattfinden. In dem Falle also, wo ■9' = 3 ist, könnte es vier auf- 
einanderfolgende Gheder (3), (A), {fi), (3) geben, von denen jedes 
durch eine der Primzahlen 3, X, fi teilbar ist. Unmittelbar hinter 
diesen vier Gliedern kann man kein fünftes von dieser Beschaffenheit 
annehmen; denn da der kleinste Wert, welchen A haben kann, 5 ist, 
so würde das erste durch 5 teilbare Ghed hinter (A) das siebente 
uud nicht das fünfte sein. Mithin hat man in dem Falle, wo 
die Reihe (a) aus drei Primzahlen besteht, höchstens Jli = 4; 
obendvein mufs aber eine dieser Primzahlen gleich 3 sein. 



405. 
Wir nehmen jetzt au, dafs die Reihe (a) aus vier Primziihlen 
&, A, [i, V bestehe, und betrachten vier aufeinanderfolgende, durch 
diese Zahlen teilbare Glieder, nämlich (■&), (A), {j£), {v). Soll zu 
diesen noch ein fünftes hinzutreten, so mufs A gleich 3 sein; alsdann 
erhält man die fünf aufeinanderfolgenden Glieder (Ö-), (3), (fi), (v), (3). 
Soll zu diesen noch ein sechstes hinzukommenj so ist dies nur mög- 
lich, wenn * ^ 5 ist; denn alsdann würde mau die sechs Glieder 
(5), (3), (ft), (v), (3), (5) erhalten. Diese Reihe kann weder nach rechts 
noch nach links weiter fortgesetzt werden; denn da ft und v gröfser 
sein müssen wie 5, so gehen die durch ft oder durch v teilbaren 
Glieder weit darüber hinaus. Mithin giebt es in dem Falle, wo die 
Reihe («) aus vier Gliedern besteht, nur höchstens sechs aufeinander- 
folgende Glieder in der Progression (Z), welche durch irgend eins 
der Glieder der Reihe (ö) teilbar sind. Man hat also dann jlf=6; 
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jedoch findet dieses Maximum nur statt, wenn zwei der vier Prim- 
zahlen gleich 3 und 5 sind. 

406. 

In der Tha,t sieht man ein, dafs diu kleinsten Primzahlen 
am ehesten unter sonst gleichen Umständen den gröfsten 
Wert von M zu liefern vermögen, da bei gröfseren Primzahlen 
auch die Abstände der Glieder, deren Teiler sie sind, gröfser werden. 

Auf Grund dieser Beobachtung kann man sogleich die natür- 
liche Reihe der Primzalilen S, 6, 7, . . . tp, a in Betracht ziehen, 
indem man nur zwei Unbestimmte übrig läfst, wie es in den behan- 
delten Fällen geschehen ist. Das für diese lieihe gefundene Maximum 
wird um so mehr gelten für die Reihe (a), weiche aus einer gleichen 
Anzahl von Gliedern 9', Ä, ji, . . . i^, ro besteht. 

Es seien also die fünf Primzahlen 3, 5, 7, Jli, ra gegeben. Wie 
wir bereits gefunden haben, können wir mit den vier Primzahlen 
B, 5, iif (o die sechs aufeinanderfolgenden Glieder (5), (3), (^), (w), 
(3), (5) bilden. Nähme man 7 an Stelle von ^ oder et», so könnte 
man höchstens nur die acht Glieder (5), (3), (7), (ro), (3), (5), {ii>), (3) 
bilden, denn ihre Fortsetzung nach rechts würde erfordern, dafs o 
gleich 5, und die nach links, dafs ^l> gleich 7 wäre. Man erhält 
jedoch ein gröfseres Resultat, wenn man ii> und o so läfst, wie in 
der ersten Anordnung, und dann (7) auf der einen Seite hinzusetzt. 
Dies gestattet zu gleicher Zeit, (7) auch auf der andern Seite hinzu- 
setzen, da das Intervall der beiden Glieder (7) und (7) aus sieben 
Gliedern besteht, wie es sein mufs. Man erhält somit die acht auf- 
einanderfolgenden Glieder: (7), (5), (3), (V'}, (w), (3), (5), (7). Ferner 
aber kann man offenbar noch (3) auf beiden Seiten hinzufügen, weil 
der erforderliche Abstand von den nächsten Gliedern (3) gewahrt ist. 
Auf diese Weise erhält man eine Verbindung von zehn Gliedern, 
nämlich (3), (7), (5), (3), {lü), (o), (3), (5), (7), (3). Dieselbe läfst 
sich aber weder nach rechts noch nach hnks weiter fortsetzen, da 
hierzu to oder ^ gleich 5 sein müfste, was nicht der Fall ist, weil 
ö bereits Verwendung gefunden. Mithin ist in dem Falle, wo 
die Reihe [a) aus fünf Gliedern besteht, das gesuchte Maxi- 
mum M= 10. 



407. 




Man hätte durch eine einfach. 


: Betrachtung unmittelbar 


iesem Resultate gelangen köun 


len. Da die durch 3 teilbaren, 



y Google 



74 Vieitw HLLupttuil. 

und durch (3) dargestellten Glieder in einem Abstände von drei 
Stellen, die durch 5 teilbaren Glieder in einem Abstände von fünf 
Stellen u. e, w. aufeinanderfolgen, so hat die ßeihe der in mög- 
lichst grofser Anzahl zu bildenden aufeinanderfolgenden Glieder diese 
Eigenschaft mit der Keihe der ungeraden Zahlen, bei welcher man 
von irgend einem Gliede anfangen kann, gemeinschaftlich, da in 
dieser letzteren Reihe die durch 3, durch 5 u. s. w, teilbaren Glieder 
ebenfalls in Abständen von 3, von 5 u. s. w. Gliedern aufeinander- 
folgen. Will man aber die grÖfste Anzahl von aufeinanderfolgenden, 
durch irgend eine der Primzahlen 3, 5, 7, 11,... teilbaren Gliedern 
dieser Reihe erhalten, so mufs man die Reihe der ungeraden Zahlen 
itt ihren kleinsten Gliedern d. h. vom Anfang dieser Reihe an be- 
trachten. Denn bei einer weiteren Entfernung würde man durch 
Primzahlen, welche gröfser als die gegebenen Primzahlen sind, ge- 
zwungen werden anzuhalten, und diese würden die Continuität der 
Glieder, die man bilden will, verhindern. Man mufs daher ganz eui- 
fach die Reihe 1, 3, ö, 7, 9, 11, . . . betrachten. Dieselbe kann man 
auch nach der entgegengesetzten Richtung hin fortsetzen, also: 

9,-7, — 5, - 3, - 1, 1, 3, 5, 7, 9, ■ ■ •, 

oder man kann, da es auf die Vorzeichen der Zahlen nicht ankommt, 
sobald mau nur allein auf ihre Eigenschaft, durch eine gegebene 
Zahl teilbar oder nicht teilbar zu sein, Rücksicht nimmt, die doppelte 
Reihe betrachten: 

. ■ ■ 15, 13, 11, 9, 7, 5, 3, 1, 1, 3, 5, 7, 0, 11, 13, 15. - ■ • 
In dieser folgen die durch 3, 5, 7, . . . teilbaren Glieder immer in 
Abständen von 3, 5, 7, . . . Gliedern aufeinander, und diese Reihe 
hat den Vorteil, dafs sie aus den kleinstmoglichen Gliedern besteht. 
Bezeichnet man wie oben jedes Glied durch die kleinste Primzahl, 
welche darin aufgeht, so kann man die Reihe folgend er mafsen dar- 
stellen : 

■■-(3), (13), (11), (3), (7). (5), (3), (1), (1), (3), (5), (7), (3), 
(11), (13), (3)--- 

408. 
Sind jetzt 3, 5, 7, ilt, ro die gegebenen Primzahlen, so setze 
man in der vorstehenden Reihe die Unbestimmten (ip), (o) an die 
Stelle der beiden Glieder (1) und (1), welche die Mitte einnehmen, 
und nehme von den vorangehenden und*nachfolgenden Gliedern alle 
diejenigen, welche (7) nicht übersteigen. Auf diese Weise erhält 
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man für den in Rede stehenden Fall unmittelbar die Reihe: 

(3), (7), (5), (3), {*), (<.), (3), (5), (7), (3), 
welche aus zehn Gliedern besteht und, wie bereits oben gefinideii 
worden ist, das Maximum jlf = 10 liefert. 

Es ist nun nichts leichter, als dieses Resultat für beliebig viele 
Primzahlen zu verallgemeinern. Hat man z. B. die sechs Primzahlen 
3, 5, 7, 11, ip, (D, so sieht man, dafs die Verbindung, welche die 
gröfste Anzahl von aufeinanderfolgenden, durch irgend eine dieser 
Primzahlen teilbaren Gliedern hervorbringt, die folgende ist: 

(11), (3), (7), (5), (3), W, W, (3), (5), (7), (3), (U), 
und diese liefert das Maximum M = 12. 

Nimmt man noch eine Primzahl hinzu, so dafs die Reihe (a) 
aus den sieben Gliedern 3, 5, 7, 11, 13, ii>, (o besteht, so erhält mnu 
die Verbindung: 

(3), (13), (11), (3), (7), (5), (3), (*), („), (3), (6), (7), 
(3), (11), (13), (3), 
welche sechzehn Glieder enthält und M = IQ ergiebt. Dieselbe 
kann nicht weiter fortgesetzt iverden, weil das Glied, welches auf 
der einen oder andern Seite folgen würde, (17) ist. Aber selbst wenn 
ij; oder m gleich 17 wäre, so könnte man diese Zahl doch nicht zur 
Portsetzung der Reihe verwenden, da sie gegen die Mitte hiu einen 
leeren Platz lassen würde. 

409. 
Ich bemerke jetzt, dafs die Zahl 16, welche der vorhergehenden 
Aufgabe genügt, nichts andres ist als 17 — 1, wo 17 die unmittel- 
bar auf 13 folgende Primzahl ist, und es ist leicht zu sehen, dafs 
dieses Resultat, in solcher Weise verallgemeinert, richtig ist. Denn 
die Progression, von welcher wir soeben Gebrauch gemacht haben, 
ist nichts anderes als die nach entgegengesetzten Richtungen wieder- 
holte ileihe der ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7, 9..., bei welcher jedes 
Glied durch die kleinste darin aufgehende Primzahl bezeichnet ist. 
Man kann daher das gegenseitige Entsprechen beider Progressionen 
in folgender Weise zur Anschauung bringen: 

1*7, 15, 13, U, 9, 7, 5, 3, 1, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17 
(3),(13),(11),(3),(7),(5),(3),(^),H,(3),(5),(7),{3),{H),(13),(3). 
Bei dieser Anordnung aber erkennt man deutlich, dafs die An- 
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zahl der Glieder, welche zwischen deji beiden mit 17, 17 bezeichneten 
Gliedern enthalten sind, gleich 17 — 1 ist. Mithin hat man M=17 — 1. 
Ebenso leicht sieht man allgemein, dafa, wenn die Reihe («) aus 
h PriniBahlen besteht, von denen zwei, tp und (o, unbestimmt sind, 
die andern aber die natürliche Reihe 3, 5, 7, 11, 13, 17,... bis zu 
jj(* — B) bilden, das gesuchte Maximum ist: 

wobei ji(* — 1' das an 7c — l'"" Stelle befindliche Glied iu der Reihe 
der Primzahlen 3, 5, 7, 11,... bedeutet. 

Diese Formel steht im Einklang mit den von uns gefundenen 
besonderen Eesultaten. Ey ergiebt sich aus ilir der folgende allge- 
meine Satz: 

410. 

Es sei eine beliebige arithmetische Progression A — C, 
2Ä — C', 'iA — 6',... gegeben, in welcher A und C relative 
Primzahlen sind; es sei ferner eine Reihe *, A, fi, . . , ^, to 
gegeben, welche aus Je ungeraden, beliebig gewählten und 
in irgendwelcher Reihenfolge angeordneten Primzahlen 
besteht. Nennt man dann allgemein srW das ä*^ Glied in der 
natürlichen Reihe der Primzahlen 3, 5, 7, 11,..., so giebt 
es unter jr'* — " aufeinanderfolgenden Gliedern der gege- 
benen Progression wenigstens eine, welche durch keine der 
Primzahlen 9^ l, ji, . . . 3l>, a teilbar ist. 

Denn wie wir eben bewiesen haben, kann es in der in Rede 
stehenden Progression höchstens nur ji*''— ^' — 1 aufeinanderfolgende 
Glieder geben, Vielehe durch irgend eine der Primzahlen ■9-, il, ^, ... -tf-, ra 
teilbar sind. Mithin giebt es unter ro**— ^i aufeinanderfolgenden 
Gliedern wenigstens eins, welches durch keine von diesen Zahlen 
teilbar ist. 

Dieser sehr bemerkenswerte Satz läfst mehrere schone 
Anwendungen zu. Man kann sich davon durch die beiden Fol- 
gerungen, die wir aus ihm ziehen werden, über 



411. 

Wenn die Progression Ä — C, 2A — C, 3 J. — C, . . ,, bis zum 

K**" Gliede nA — C fortgesetzt ist, so sei L die gröfste in ynA — 

enthaltene ganze Zahl; zugleich sei ro die unmittelbar unterhalb L 

gelegene Primzahl und ^ die Primzahl, weiche « voriingeht. Wählt 



y Google 



g 9. Beweia verschiedener Sätze aber die antlunetisthen Progiossioneii, 77 



man dann in der Progression A — C, 2A — C, 3J. — C, ... an 
irgendwelcher Stelle ^ aufein an d erfolgende Glieder aus, so mufs es 
dem vorhergehenden Satze zufolge unter diesen ip Gliedern wenigstens 
eins geben, welches durch keine der Primzahlen 3, 5, 7, 1!,... ^, ro 
teilbar ist, und welches somit, wenn die Progression mit dem Gliede 
nA — C ihr Ende erreicht, eine Primzahl ist. 

Die Anzahl der Glieder der Progression, von demjenigen an, 
welches YnA — C am nUchsten liegt, bis zum letzten Gliede nA — C, 
beträgt nahe3u ^ — 1/ " (denn man nimmt C <^ A an, und es ist 
^ <iynA) . Mithin giebt es unter den m Gliedern der betrachteten 

"-Vi 

PrOfCression wenigstens ebensoviel Primzahlen, als in ,. - - — oder 

ungefähr in 1/-^ Einheiten enthalten sind. Diese Zahl kann so 

grofs werden als man will, wenn man n einen geeigneten Wert 
giebt. Folglich: 

Jede arithmetische Progression, deren erstes Glied und 
Differenz relative Primzahlen sind, enthält unendlich viele 
Primzahlen. 

Diesen Satz, welcher in der Zahlentheorie von grofsem Nutzen 
ist, habe ich in den Abhandlungen der Akademie der Wissenschaften 
vom Jahre 1785 angegeben. Bisher jedoch war ein Beweis des- 
selben noch nicht bekannt, und schien derselbe grofse Schwierigkeiten 
darzubieten. 

412. 
Man könnte, falls es nötig wäre, die Grenzen, zwischen denen 
eine Primzahl liegen mufs, stufenweise verengern; denn die Zahl 
;r(* — 1|^ welche die Ausdehnung dieser Grenzen angiebt, nimmt zu 
gleicher Zeit mit n nnd zwar im Verhältnis von V^ab. Wenn dem- 
nach n kleiner oder die Progression weniger weit fortgesetzt ist, so 
bedarf man einer geringeren Anzahl von aufeinanderfolgenden Glie- 
dern, um unter ihnen eine Primzahl zu finden, als wenn die Pro- 
gression eine gröfsere Ausdehnung besitzt. Aus diesem Grunde würde 
man für die Anzahl der Glieder der Progression, welche Primzahlen 
sind, eine Zahl gröfsor als j/-^ finden. Dieses Resultat würde noch 
gröfser werden, wenn man die ungeraden Primzahlen, welche in A 
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aufgehen können, ausschliefst; denn ist die Anzahl dieser gleich ■/, 
so müfste man an Stelle der im Satze der No. 410 erwähnten Zahl 
jc^^—^> die Zahl re'*""^""' nehmen. Jedoch sind diese Bemerkungen 
minder wichtig, Tielmehr genügt es, allgemein bewiesen zu haben, 
dafs jede arithmetische Progression, in welcher A und C relative 
Primzahlen sind, unendlich viele Primzahlen enthält. Was die Menge 
der unter n Gliedern der Progression enthaltenen Primzahlen betrifft, 
so kann dieselbe nur mittelst anderer Betrachtungen bestimmt werden. 

413. 

Wir untersuchen jetzt specieller die Progression der 
ungeraden Zahlen 1, 3, ö, 7, 9, . . . 2w — 1, und stellen uns 
die Aufgabe zu bestimmen, wie viele Glieder wir zu dieser 
Progression hinzufügen müssen, damit sich unter diesen 
Gliedern notwendig eine Primzahl vorfinde. 

Ist ■$ die Primzahl, welche der Aufgabe genügt, und m die un- 
mittelbar auf i/f folgende Primzahl, so mufs unserm Satze zufolge <a 
die grüfste in )/2n + 2^ — 1 enthaltene Primzahl, mithin 

w^ — 2^/. + l<2n 
sein. Es kann aber m — ilr nicht kleiner als 2 sein; folglich erhält 



man: 



und (lalie 



03 -f 1 < 2k — 4, 
- l <]/2)7~~4, 



^ < — 1 + y2n — 4. 
Diese allgemeine Lösung liefert den folgenden Satz: 

Ist ^ die grofste in ]/2n-^— 1 enthaltene Primzahl, 
so giebt es unter den ip, unmittelbar auf 2n ^ 1 folgenden 
ungeraden Zahlen stets wenigstens eine Primzahl. 

414. 

Ist z. B. 2k ~ 1 ^ 113 oder w ^ 57, so ist die grbfste in 
|''llO — 1 enthaltene Primzahl 7. Mithin giebt es unter den sieben 
auf 113 folgenden ungeraden Zahlen, welche lauten: 115, 117, 119, 
121, 123, 125, 127, notwendig eine Primzahl. Dieselbe ist 127, also 
gerade die siebente. 

Man findet hier die auf 7 bestimmte Grenze gerade von der 
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erforderlichen Gröfse. Sehr häufig aber, und besonders wenn n sehr grofs 
ist, ist die gefundene Grenze viel zu weit. Man würde sie noch 
weiter hinausrücken, dafür aber den Wortlaut des Satzes verein- 
fachen, wenn man sagte, dafa zwischen L und L -\- 2 YL sich not- 
wendig eine Primzahl vorfinden mufs. 

Dieser Satz ist wenigstens ein erster Schritt zur Lö- 
sung der als sehr schwierig betrachteten Aufgabe, eine 
Primzahl zu finden, welche grÖfser als eine gegebene 
Grenze ist, 

Bemerkung. Gäbe man n sehr kleine Werte, so würde man 
finden, dafa dieser Satz einigen Ausnahmen unterworfen ist. Da wir 
jedoch vorausgesetzt haben, dafs iji ein Glied der Reihe 3, 5, 7, 11,,.. 
sein soll, ao mufs 1/2« — 4 ^ 1 > 3 und somit w > 10 sein. Als- 
dann aber giebt es keine Ausnahme. 



§ 10. 

Es wird bewiesen, dals jeder quadratische Teiler der Formel f -f- Nn^ 

wenigstens eine Zahl Z enthalt, welche kleiner als N und prim zu 

N oder - jV ist. 

415. 

Dieser Satz ist notwendig, um den Beweis des Satzes 13 im 
dritten Hauptteile zu vervollständigen; er findet sich unmittelbar un 
allen Beispielen, die man sich vorlegen kann, bestätigt, ja man kann 
sogar den allgemeinen "Wert von Z bei einer grofsen Zahl von qua- 
dratischen Teilern angeben, welche einen unbestimmten Koefficienten 
enthalten und sich daher auf unendlich viele Werte von N beziehen. 
Indessen wollen wir von diesen specielien Fällen nur diejenigen an- 
führen, weiche notwendig sind, um zum allgemeinen Beweise des 
Satzes zu gelangen. 

Da wir hauptsächlich die Formeln der Tafel VIII, welche den 
Gegenstand des erwähnten Satzes bilden, im Auge haben, so werden 
wir uns derselben Benennungen bedienen. Es sei also der quadratische 
Teiler gegeben: 

r = «/-+ 2hyS'j-n3'\ 
in welchem 

ac — h'' == A', u und c > 2b, und c < 2 j/yA^ 
ist. Wir setzen voraus, dafs die drei Zahlen a, h, c keinen gemein- 
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schaftüchen Teiler haben; denn hätten sie einen solchen, so köonte 
der ausgesprochene Satz offenbar nicht stattfinden. 

416. 
Nachdem dieses festgestellt ist, bemerken wir zuniichat, daFs es 
zwei Hauptfälle giebt, in denen man den Wert von Z un- 
mittelbar erhält. 

1) Wenn die eine der beiden Zahlen a um! c entweder keinen 
oder nur den Teiler 2 mit 'N gemeinsam hat, so kann man diese 
Zahl für Z nehmen. 

2) Wenn in dem gegebenen quadratischen Teiler das zweite Glied 
fehlt, so dafs man f =' cj/^ + ae^ und A^= ac hat, so ist ersicht- 
lich, dafs die in f enthaltene Zahl c -\- a kleiner als ac ist und mit 
ac keinen gemeinschaftlichen Teiler hat. Demnach ist in diesem 
Falle allgemein Z = c -\- a. 

Es handelt sich also nur noch darum, die Fälle zu untersuchen, 
wo 6 von Null verschieden ist, und jeder der Koefficienten 
« und c mit iV einen gemeinschaftlichen Teiler hat. 

Unter dieser doppelten Voraussetzung kann man die gesuchte 
Zahl nicht nur in der gegebenen Formel cj;^ + 26j/5 ■\- as^, sondern 
auch in der weniger allgemeinen Formel cy^ -f- 'ihy -\- a finden. Wir 
werden daher zeigen, dafs man stets der Gleichung 

Z=cf -\- 2ö)/ + a 
genfigon kann, wenn man annimmt, dafs Z kleiner als N und prim 
/u iV oder —ü^ ist. 

417. 
Es sei ö'^A der gröfste Teiler, welchen c und iV gemeinsam 
haben. Wir stellen diesen Teiler in der angegebenen Weise dar, um 
auszudrücken, dafs A nur ungleiche Faktoren besitzt, und um aus 
der Gleichung ac — Iß = N schliefsen zu können, dafs &i. der gröfste 
gemeinschaftliche Teiler von c und h ist. Ist daher: 
c = &nc', b = »lb', N=&''lN', 
so erhält man: 

iV'=(,c' — Aö'^, 

und der Teiler Z geht über in: 

Z = ^^X c'f + 2»X h'y -f a. 
Ich bemerke nun zunächst, dafs Z keinen gemeinschaftlichen 
Teiler mit &X haben kann: denn wenn eine und dieselbe Primzahl ra 
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in Z und %X aufginge, so wörde dieselbe der vorstehenden Gleichung 
zufolge offenbar auch in « aufgehen. Es würden daher die drei 
Koefficienten «, h, c durch eine und dieselbe Zahl teilbar sein, was 
gegen die Voraussetzung ist. 

Es ist aber N == &^XN'. Wenn es demnach zwischen Z und N 
einen gemeinsamen Teiler giebt, so wird dieser Teiler auch den beiden 
Zahlen Z und N' gemeinsam sein, und umgekehrt, wenn Z und JT 
prim zu einander sind, so werden es Z und N, wie die Aufgabe es 
verlangt, ebenfalls sein. 

Es redueiert sich demnach alles darauf zu bewirken, dafs Z und 
A'' unter einander keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Multi- 
pliciei't man nun den Wert von Z mit c', so ergicbt sich: 

c'Z=l{Q-c'ij-i-by + N', 
und ferner sind die Zahlen c' und N' prim zu einander, da Q'^i. der 
gröfste gemeinschaftliche Teiler von c und N ist. Mithin ist man 
sicher, dafs Z und N keinen ungeraden gemeinschaftlichen Teiler 
haben, wenn ma.n es so einrichtet, d:ifs Q-c'^-^-h' und N' prim y.a 
einander sind. 

418. 

Nennt man «', a", d" , . . . «'''• die i verschiedenen ungeraden 
Primzahlen, welche in JV' aufgehen können, bezeichnet man femer 
mit /!.*'"" das i — l"' Glied in der natürlichen ßeihe der Primzahlen 
3, 5, 7, 11, . . ., und bildet man dem allgemeinen Gliede *c'«/ + &' 
geraäfs, wo %c' und h' prim zu einander sind, die nach beiden Seiten 
hin unbegrenzte arithmetische Progression: 

• - ■ - 2*c' + y, — ^c + V, h\ %■€ + b', 2&C -\-V, ■•■, 
so giebt es, wie in No. 410 bewiesen worden ist, unter (^<'~" auf- 
einanderfolgenden Gliedern dieser Progression wenigstens eins, welches 
durch keine der Primzahlen k , a", «'" , . . . «'''' teilbar und somit 
notwendig prim zu N' ist. 

Man findet daher auf diese Weise beliebig viele Werte von Z, 
welche mit N keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. Es ist aber 
noch zu zeigen, dafs es unter diesen Werten wenigstens einen giebt, 
welcher kleiner ist als If. 

419. 

Wir bemerken zunächst, dafs man, um die Grenzen der Werte 
von y KU erhalten, für welche Z kleiner wird als N, die Gleichung 

N^cy" -\- 2by + ü 



yGoosle 



82 Vierter Uauptteü. 

auflösen miifs; dieselbe liefert als diese Grenzen die Werte: 

Ihre üifEereuz —YcN — c stellt nahezu die Änaah! der Werte von y 
dar, für welche Z-CN ist. Denn beachtet man, dafs h<,-^c ist, 
so findet man mit Hülfe der vorstehenden Werte leicht, dafs die An- 
zahl dieser Werte gleich der gröfsten in — ycN — c enthaltenen 
ganzen Zahl oder höchstens um eine Einheit grofser als diese ganze 
Zahl ist. Bezeichnet man also jene Zahl mit°)l', so hat man: 

oder in gewissen Fällen: 

„■_, + i.(U^l). 

Indessen kann man allgemein den ersten Wert festhalten," wodurch 
die Rechnung nur noch beweiskräftiger für unsern Satz wird. 

Diesem Werte kann man eine bequemere Form geben. Da die 
beiden Zahlen a und c mit iV einen gemeinschaftlichen Teiler haben 
und h nicht gleich Null ist, so mufs h wenigstens durch zwei von ein- 
ander verschiedene ungerade Primzahlen teilbar sein. Es kann daher 
b nicht kleiner als 3x5 sein, und da c>2& ist, so mufs c>30 sein. 

Dieselbe Zahl c, die wir als die kleinere der beiden Zahlen a 

und c angenommen haben, ist <2l/-i--Wj und da cN — c>(c — 1)JV" 
ist, ao kann der Wert von »' auf die Form gebracht werden: 



»'>2|/-7-- 



'yw ' " 



- > 1. Mithin ergiebt sich: 

'* -^ 100 ' 
Ei ist jetzt zu zeigen, rUfs, welches auch die Anzahl der ver- 
scliipilfnen Primfaktoren von A" sein möge, dot-h stet*. ;i.*'~^'<«' ist. 

*) Die^e Weite smd mloupkt, msofein an Stelle von "f cN ^ c aberiiil 
YcN—N zu setzi-n i»t Hienlurcli wiiU iude?s,i.n dei sthliLfsliehG Grenzwert 
iicltlge Weit 1 cN—2f eingü- 
Anm. d. Übers, 
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420. 
Wir nehmen den Wert K = ac — Ih'^ wieder auf und setzen 
voraus, dafa der gröfste gemeinschaftlielie Teiler von a und N gleich 
fi^v sei, wo ft* der gröfste in ihm enthaltene quadratische Faktor ist. 
Alsdann niufs h' durch ^v teilbar sein. Setzt man also: 

a = ^^vd , ft'= ftvö", 
so erhält man: 

Der Paktor p^ könnte HiOa auf 1 leducieien, v digegen ist ein un- 
gerader Faktor, der notwendig bleiben muts da der Beweis unter 
der Annahme geführt wird dafs a und N einen andern gemein- 
schaftlichen Teiler als 2 haben Was den andern Faktoi a'c'—Xvb"^ 
anlangt, so kann man zeigen dals ei gitlser ist als 3lvb"^. Denn 
da a und c beide grofser als 2h sind so hat man *c> 4fe^ und so- 
mit a'c > 4Xvb"\ Hiernach sieht man lafa N nicht weniger als 
zwei verschiedene ungenle Fiktnen habpu odei difs i nicht kleiner 
als 2 sein kann. "W ii wollen nun dei Reihe nat-h die verschiedenen 
Fälle untersuchen, welche je nach den \eibehiedenen Werten von i 
stattfinden. 

1) Wir nehmen an, dafs N' nur zwei Faktoren v und « 
habe. Da alsdann i gleich 2 ist, so hat man ft''~^' = (t"'= 3, 
weil 3 das erste Glied der Reihe 3, 5, 7, 11, ... ist. Man hat dem- 
nach zu beweisen, dafs «' gröfser ist als 3. 

Da einerseits N' = va, andererseits N''~> SXv^b"^ ist, so ist 
uraaomehr « > 3lv, und da die kleinsten Zahlen, welche für ?. und v 
genommen werden können, 3 und 5 sind, so ist k > 45. Mithin darf 
man a nicht kleiner als 46 oder 47 annehmen; man kann « = 46 
setzen, da der Faktor 2 nichts an dem Resultate, das man haben 
will, ändert. Alsdann hat man N^&^IN' ^=9-^^v-46. Der kleinste 
Wert ¥on N ist also JV = 3 ■ 5 ■ 46 = 690, woraus folgt: 

Wenn daher JV' nur zwei ungerade Primfaktoren besitzt, so ist 
n>^'>-«. 

2) Wir setzen voraus, dafs N' drei Primfaktoren besitze, 
und ferner, dafs diese Faktoren von einander verschieden seien, damit 
der Wert von i um so gröfser werde. Setzt man also N' = vaß, 
i ^ Sj wodurch sich jt''~^i = /i^^'' = 5 ergiebt, so mufs ebenfalls 
N'> ?}V^Xh"^ und somit uß^'dvX sein. Das Minimum der Gröfse 
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3vX ist 3 . 3 . 5 oder 45, also aß > 45. Da aber clfe Zahlen « niul ß 
ungleich und von 3 niid 5 verschieden sein müssen, so darf man fiir 
ft mul ß keine kleineren Werte nehmen als 7 und 11. Diese geben 
Ä'=v-7-ll, und der kleinste Wert von N=&^i.N' wird Av-T-ll 
oder 3 ■ 5 ■ 7 - 11. Offenbar ist abur j/^- 5-7- 11 > 5. Mithin hat 
man n > /tf'^^l. 

3) Ist N' =^ vaßy, und sind diese vier Faktoren ungerüdu und 
von einander verschieden, so ist i^i und n^'-'-^ = (t'-^i = T. In 
diesem Falle ist der kleinste Wert von N = Q^kvußy gleich 
3 ■ 5 ■ 7 ■ 11 13. Nun ist aber )/3-5-7- 11- 13 oder \/J^\l^\h^\b 
offenbar grofser als 7. Mitbin hat man ebenfalls «' > f(.''~^'. 

4) Nimmt man noch einen Faktor hinzu, so ist i = 5, 
(tl'-i) = 11, und der Ideinste Wert von A'ist 3 ■ 5 ■ 7 ■ 11 ■ 13 ■ 17 oder 
11 ■ 13 ■ 17 ■ 105. Da mm ys> 22 ist, so ist n' >^Vs>(i'-'-^\ 

Die Ungleichheit wird offenbar zu Gunsten von n immer grofser 
und grofser, je mehr die Anzahl der Faktoren über drei hinaus 
wächst. Mithin ist der Satz streng bewiesen, sobald N' eine 
beliebige Anzahl von ungeraden ungleichen Faktoren besitzt. 

Kommen in I^' gleiche Faktoren Tor, so treten dieselben 
nur als einfache Faktoren in den Wert von i und somit in den von 
j((*— 1) ejii_ Jedoch nimmt ]/JV immer mehr ku und die Ungleichheit 
wird zu Gunsten von n' noch viel grofser. Ebenso verhält es sich 
mit dem Faktor 2, welcher zwar den Wert von n, nicht aber den 
von ft'*~" vergröfsort. 

Mithiij kann man in allen Fällen, welche nicht zu den Fällen 
1 und 2 in No. 4ir> gehören, stets eine oder mehere Zahlen Z finden, 
welebf kleiner als N nnil }>rim zu A' odev -- JV sind. 



§ 11- 

Methode zur Bestimniung der Anzahl der Glieder in einer beliebigen 

arithmetischen Progression, welche durch keine der in einer gegebenen 

Reihe enthaltenen Primzahlen teilbar sind. 

421. 
Wir betrachten wiederum die arithmetische Pn 
A — C, 2Ä — C, 3A — C,---nA- 
in welcher A und (I zu einander prim sind. Ist d: 
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zahl, welche uicht in A aufgeht, bestimmt man ferner die Zahl ■S-" < ^ 
Ht>, dafs ^&" -(- C durch 9' teilbar ist, und setzt man a: ^ S^s — 9"" 
so wird für alle in dieser Formel enthaltenen Werte von x der Aus- 
druck .4 a; — C durch % teilbar sein. Nachdem dieses festgestellt ist, 
fragen wir, wie viele durch % nicht teilbare Glieder es in 
der gegebenen Progression giebt, wenn die Anzahl aller 
Glieder gleich n ist. 

Ist n ein Vielfaches von 0, so ist offenbar die Anzahl der durch 
* teilbaren Glieder gleich ^- Wird daher die Anzahl der durch %■ 
nicht teilbaren Glieder y genannt, so ist: 

Ist dagegen H kein Vielfaches von %, so giebt die vorher- 
gehende Formel bis auf einen Bruch die Anzahl der durch % nicht 
teilbaren Glieder an. Um aber eine in allen Fällen gena^ie Formel zu 
erhalten, bemerken wir, dafs die durch % teilbaren Glieder die Reihe 
bilden: ^(& — *<>) — C, ^(2* — •&") — 0, ^(3# — *") — C, ... 
bis zu einem Gliede lt,A^ — A^t^ — C, das An — G möglichst nahe 
liegt und kleiner als An — C ist. 

Bezeichnen wir, wie gewölinlich, mit E{ — -^ — j die gröfstu iu 
— ^ — enthaltene ganze Zahl, so ist diese ganze Zahl der Wert 
von h. Mithin ist die Anzahl der durch # teilbaren Glieder in der 
gegebeneu Progression gleich £(— ^ 1, und somit die Anzahl der 
durch ^ nicht teilbaren Glieder gleich; 

Weuu )* durch % teilbar ist, so ist die gröfate hi — ; — enthaltene 
ganze Zahl, welches auch '&'' sein möge, gleich da •&" positiv 

und kleiner a}s & ist. Es ist also dann y = u — , wie oben, 

422. 
Es seien jetzt %■ und h zwei nicht in A aufgehende Prinizalilen, 
und es werde die Aufgabe gestellt zu bestimmen, wieviel Glie- 
der es in der nämlichen Progression giebt, die weder durch ^ 
noch durch -l teilbar sind. 
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Bezeichnen wir allgemein durcli A" die positive und unterhalb A 
liegende Zahl, für welche ÄA^-^C durch A teilbar ist, so giebt 
der Ausdruck Ü^f^-T. — -J die Anzahl der durch & teilbaren Glieder 
in der gegebenen Keihe und Ei — r — 1 die Anzahl der durch A teil- 
baren Glieder an. Zieht man beide Zahlen von der Gesamtzahl n 
ab, so bleibt 

übrig. Auf diese Weise würde man jedoch die durch d-X teilbaren 
Glieder zweimal abgezogen haben; um sie daher nur einmal abzu- 
ziehen, wie die Aufgabe es verlangt, muTs man zu der vorstehenden 
Gröfse die Anzahl der durch 9'X teilbaren Glieder, welche gleich 
.El — — j ist, addieren. Man erhält so die gesuchte Zahl: 

, = »-;.(••-+/-) + E("-+-r) 

In dem Falle, wo n ein Vielfaches von &X ist, geht diese Forme! 

423. 

Allgemein seien &■, l, jt, . . . ip, m beliebig viele Primzahlen 
(aufser 2), von deueu keine in A aufgeht, und es werde die Auf- 
gabe gestellt, zu bestimmen, wieviel Glieder es in der Progression 
Ä — G, 2A — C, ... nÄ — C giebt, welche durch keine von 
diesen Primzahlen teilbar sind. 

Hierbei mufs man zwei Fälle unterscheiden. 

1) Ist n ein Vielfaches des Produktes ^Xy, . . .ipa, so ist 
die gesuchte Anzahl: 

Diese niimliche Formel liefert allgemein für jeden Wert von w 
ein angenähertes Resultat. Indessen konnte die Annäherung ziem- 
lich mangelhaft werden, wenn das Produkt &^fi . . . ilfca gleich einer 
sehr hohen Potenz von « wäre. 

2) Was auch n sein möge, man erhält stets die richtige 
Lösung mit Hülfe der Forme!: 
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die Summe der ganzen Zahlen E{ — ^ — ), E( — ; — ) ■ ■ •, welche von 
den einfachen Zahlen *, X, . . . herrühren; 

die Summe der ganaeu Zahlen -e(-^-=^"), ^(-"f^), ■' 
welche von den Produkten je zweier dieser Zahlen herrühren u. s. w. 
Diese Gröfsen müssen für alle möglichen Kombinationen ge- 
bildet und mit denselben Vorzeichen versehen werden, wie die Glieder 
mit gleichem Nenner in der Entwicklung des Produktes 

4-i)('-f)(i-i)-(i-^)-, 

Man mufs jedoch beachten, daXs in der Formel (&') die Glieder 
nicht weiter fortgesetzt werden dürfen, als die Nenner A daa letzte 
Glied der gegebenen Reihe An — nicht übersteigen. Denn ist A 
grÖfser als An — C, so ist die Zahl A", für welche AA" + C durch A 
teilbar wird, kleiner als A ^ n, und daher ^( — x~~} "^ ^' 

In dem Falle, wo n ein Vielfaches des Produktes &X(i . . .lixa 
ist, reduczert sich jedes Glied -^('-^^— ) ^^^ Formel {b') auf -^-; 
man kommt daher genau auf die Formel (d) zurück. 

Ist allgemein w = /cQ + m, so besteht der Wert von y 

1) aus dem Teile h{& — 1) (A — 1) ■ ■ ■ (a — 1), welcher dem 
Werte » = 7cQ entspricht, und 

2) aus dem Teile, welcher dem Teile n=-m entspricht und durch 
die Formel (b') gegeben wird. 

424. 

In dum besonderen Falle, wo mau die Progression der un- 
geraden Zahleu 1, 3, 5, ... 2tt— 1 betrachtet, hat man^ = 2, C=l, 
und der Wert von A", für welchen 2A'' -(- 1 durch A teilbar wird, ist 
allgemein A" = y (^ — !)■ ^i^s gestattet, alle Glieder der Formel (6') 
unmittelbar zu biideu, und zwar ist jedes gleich +i^( . — )■ 

Soll man z. B. bestimmen, wieviel Glieder unter den 100 ersten 
Gliedern der Progression 1, 3, 5, 7, 9, . . . es giebt, die durch keine 
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von d(!ü Primzahlen 3, 5, 7, 11 teilbar sind, so giebt die allgemeine 
t'ormel : 

+4'::) 

Weiter lisit man nicht zu gehen, weil die andern aus den Faktoren 
3, 5, 7, 11 gebildeten Produkte 199, das letate Glied der gegebenen 
Reihe, übersteigen. Berechnet man also die gauaen Zalileu, so er- 
hält mau y = 43. 

Die Näherungsformel (<(') giebt für denselben Fall: 

wa« sich mir wenig von der Wahrheit entfernt, 

425. 

Wir untersuchün nun specJeller die Iteihe der ungeraden 
Zahlen 1, 3, 5, 7, . . bis 2m — 1 = a und bezeichnen zur Ab- 
kürzung mit T( — I die Anzahl der Glieder dieser Progression, welche 
übrig bleiben, nachdem man diejenigen iTeggelassen hat, die durch 
irgend eine der aufeinanderfolgenden Prim/.ahlen 3, 5, 7, 11 , ... « 
teilbar sind. Wir unterscheiden hierbei zwei Fälle. 

Ist ta >' ]/», so sind alle in Betracht kommenden Glieder Prim- 
zahlen. Bezeichnen wir daher durch JV((o, «) die Anzahl der l'riui- 
zuhlen von ro bis a, diese beiden Zahlen mit eingeachlosseUj so 
hat man: 

J'(^-)-W(»,a). 

Was die Zahl N{ta, a) angeht, so findet mau dieselbe entweder aus 
den Tafeln oder mittelst der Nälierungsformel; 

if (.., o) ~ 1 + -,— ^ - -[^„ ;-_ , , 

in welehei: r! = 1,08366 ist. 
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2) lat oj < "[/ä, so bezeichnen wir mit a', ca", ... die Prira- 
zaltlen, welche auf w folgen von ta bis zu ]/«, ferner mit d, a", d" , . . 
die gröfsten in den Brüchen — . , —77-, — ttt, • ■ • enthaltenen ungeraden 
ganzen Zahlen, Alsdann kommen unter den Gliedern, deren Anaalil 
durch ^(--) dargestellt ist, zunächst alle Primzahlen von ra' bis a 
vor, und diese geben zusammen mit dem ersten Gliede 1, welches 
stets zu den übiigbleibenden gehört, die Zahl iV((<»', «) + 1 oder 
iV"(w, d). Sodami treten darunter auf die Zahlen, welche aus der 
Multiplikation von d mit jeder der Primzahlen von ra' bis d ent- 
stehen und deren Anzahl .?/((o', ii') ist, u. s. w. Man erhält daher: 

=f (^) ■= ^'f' «) + '^ff"'. «■) + *('»"' «") + ■ ■ ■ 

Diese GrÖfse kann man leicht mit Hülfe einer hinreichend weit 
sich erstrecken de II PrimKahltafel berechnen. Fängt man nä,nilieh bei 
den letzten Gliedern .an und kennt man z. B. den Wert von JV(oj", d'\ 
so findet man daraus jy(ro', «') = JV(c", a") + l^i^, d), wo der 
Ausdruck ^{^, d) die Anzahl der Primzahlen von d' bis d ein- 
schlief sl ich , oder, falls «" keine Primzahl ist, diese Zahl vermehrt 
um eine Einheit bezeichnet. 

426. 

Um eine Anwendung von diesen Formeln zu geben, suchen 
wir de]i Wert von 2'(— ^] d. h. die Anaalil der Glieder der Pro- 
gression 1, 3, 5, 7, . . . 1251, welche durch keine der Primzahlen 
3, 5, 7, 11, 13 teilbar sind. 

Zunächst finde ich, dafs es von 13 bis 1251 im Ganzen 199 Prim- 
aahlen giebt, so dafs also ^"(13, 1251) = 199 ist. Sodann dividiere 
ich 1251 durch die Primzahlen 17, 19, 23, 29, 31, welche zwischen 
!3 und "|/i251 liegen. Die daraus entstehenden ungeraden Quotienten 
sind 73, 65, 53, 43, 39. Aus der Tafel findet man aber _ff(31,39) = 2, 
if (29, 43) = 2 + JV(39, 43) = 5, -^(23, 53) = 5 + -JV(*3, 53) = 8, 
-N{\% 65) = 8 + if(53, 65) = 11, A'(17, 73) = 11 + iY(65, 73)= 15. 
Die Summe dieser Zahlen ist 41; mithin J'(5) =- 199 + 41 =240. 

Die Näherungsformel («') giebt in demselben Falle; 
t[^\ = mü X 0,3836 = 240. 
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Jedoch ist das Resultat nicht immer ebenso genau. So würde eben- 
diese Formel 

t{^^) = 10638 X 0,28344 = 3015 
ergeben, während der wahre Wert dieser Gröfse 2987 ist. 

427. 

Die Gröfse ^{—} oder allgemein 7'i j, welche sich auf 
irgend eine Progression A ^ C, 2A — C, 3Ä — C, ... nÄ — be- 
Kieht, und bei welcher mau beliebige Primteiler 9', A, f(, . . . i^, ra vor- 
aussetzt, läfst sieh auf andere Gröfsen derselben Art zurück- 
führen, bei weichen die ßeihe der Teiler weniger ausgedehnt ist. 

Der Wert von I'{—), welcher durch die Formel (6') gegeben 
wird, ist nämlich: 

„-zE(n^') + z;.(^t^'l-)-.... 

Man bemerkt hierin zunächst eine Reihe von Gliedern, welche a nicht 
enthalten, und deren Summe durch P\Tr) dargestellt wird, was vor- 
aussetzt, dafs die ßeihe der Teiler &, ?., (t, . . , als letztes Glied il> 
hat. Die anderen Glieder, welche a enthalten, sind allgemein 

— £(—"'''" I + l.Ey '^^^ j Betrachten wir irgend eines 

dieser Glieder Ei — ^- j und setzen wir, da die Zahl « den Aus- 
druck Aa + C durch toA teilbar machen soll, a = 7;to + ß, wo ß 
positiv und kleiner wie a ist, so geht das GHed Ei --) über in 

Ist ferner n + ß = li a -{- y, wo y positiv und kleiner als a 

""°"*(^)-*(^^^±^)-^^(^'> 

Will man sehen, was die Zahl h bedeutet, so niul's man den Wert 
K = Äo -(- ^ in die Gröfse Ate + C einsetzen, wodurch sich 
Äka> + Aß + C 

0.A = ^ 

ergiebt Hieraus ersieht man, dafs Aß -\- C durch w teilbar sein 
mufs, und dafs somit ß dasselbe ist, was wir oben ra** genannt haben. 
Setzt man also ß = a'* und ferner - '" =6'', so mufs die Gröfse ft 
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erhält. 

Vereinigt man nun alle Glieder El v ) init Rücksicht auf 

die ihnen zukommenden Zeichen, so wird ihre Summe dargestellt 
durch — P'(—l, wo F'{—) die Anzahl der Glieder bedeutet, welche 
von der Progression Ä — C, 2A — C, ... n'A — C übrigbleiben, 
iiaehdeni man davon alle durch irgend eine der Primzahlen fl■,A,f^,... i/f 
teilbaren Glieder abgezogen hat. Man erhält daher schliefslieh: 

eine Formel, welche zur Bestimmung der Gröfse -f (— ) mittelst zweier 
andern ähnlichen Gröfsen dient, bei denen aber eine Primzahl weniger 
in Betracht zu ziehen ist. 

Da die Zahl C im Allgemeinen verschieden ist von C, so ist 
die Progression A — C, 2A — C, ... ebenfalls von der gegebenen 
Progression verschieden; sie besitzen jedoch beide dieselbe Differenz A. 
Aus diesem Grunde haben wir die auf diese neue Progression be- 
bezügliche GrÖfse P'{^) durch einen dem Buchstaben P hinzugefügten 
Strich von der andern unterschieden. 

Übrigens sieht man, dafs C unmittelbar durch den Wert 

C= und ebenso n' durch die Formel n = Ei~ — ~^) {?<5- 

funden wird. 

428. 

Die beiden Progressionen, von denen soeben die Rede war, redu- 
cieren sich auf eine einzige, wenn A ^ 2, C = 1, oder wenn es sich 
um die Progression 1, 3, 5, . . . 2n — 1 handelt. Alsdann hat man; 

und unsere Reduktionsformel geht über in: 

''©-=^(;)-5'-(;-)- (.0 

Diese Formel enthält eine Art von Algorithmus, der nütz- 
liche Anwendungen zuläfst. 

Wir nehmen z. B. an, dafs man mit Hülfe der Tafe! der Prim- 
zahlen blofs von 1 bis 100 wissen wolle, wieviel Primzahlen es von 
1 bis 1000 giebt. Die Primzahl, welche unmittelbar unterhalb ]/lOÖÖ 
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liegt, ist 31. Sucht man also den Wert von 2'^^^], wobei mau 
Lille Primaalilen von 3 bis 31 als Teiler betrachtet, so braucht man 
zu dem Resultate nur noch 11 ku addieren, weil 31 die zwölfte Prim- 
zahl ist. Nun ist nach der Formel (d'): 

Mau (indet ferner aus der Frimzahltafel von 1 bis 100; 

r(-g-)_ii, 2'(;'J)-i7, r(*')_2i. 

Die Summe dieser Zahlen ist 70. Peruer erhält ntan mittelst der 
Formel (&'): 

t(^-°)_228, 
mithin: 

t(~) = 228 - 70 = 158. 

Addiert mau hier/.u 11, so ist das Resultat 1G9. In der That giebt 
es 169 Primzahlen zwischen 1 und 1000. 

Durch ein ahnliches Verfahren überzeugt man sich, dafa es 
zwischen 1 luid 1000000: 78527 Primzahlen giebt, ein Resultat, 
welches zur Beatätiguuff der Formel in No. 394 dient. 

429. 
Kehren wir zur allgemeinen Formel (&') zurück und nennen 
wir e die kleinste positive Zahl, für welche A8-\-C durch ß teilbar wird, 
so können wir mittelst der einen Zahl £ die verschiedenen Glie- 
der der Formel (b') in bequemer Weise transformieren. Ist z. B. 
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7'.'( . ) eines dieser Glieder, wobei A allgemein ein Teiler von iJ 
sein soll, so kann man £==A2+iS setzen, wo d positiv und kleiner als 
A ist. Alsdann geht Äs^-C über in ÄA0-\- AS -\-C, und da diese 
Grofse durch Q nnd umaomelir durch A teilhar ist, so mnfs Ä3-\'C! 
diivcii A teilbar sein. Dies giebt A'' = d = F. — Az. Man hat daher: 



E("i^-1 



=^("r)— 4"r-)-*'(i) 



Macht man eine iihnliche Transformation bei jedem der Glieder, aus 
denen die Formel (6') zusammengesetzt ist, so erhält man als all- 
gemeines Resultat: 

^fe)=n("4-') -"(:). W 

WO TT eine ähnliche Kmiktion wie P und deren allgemeiner Wert der 
folgende ist: 

^G) = "--^^''(J) + ^-''-'te)~^'-(>ir)+- ■■ (n 

430. 

Dieser Wert dtn- Funktion TT Isifst erkennen, dals er nichts 
anderes ist als die auf die einfache Progression der natürlichen 
Zahlen 1,2,3, ...n angewandte Funktion P, und dafs derselbe 
demnach die Anzahl der Glieder dieser Progression bezeichnet, welche 
übrig bleiben, nachdem man die durch irgend eine der Primzahlen 
^, A, ji, , . . cj teilbaren GKeder ausgeschlossen hat. In der That hat 
man in dem Falle, wo das allgemeine Glied An — G sich auf n redii- 
ciert, ^=1, C = 0, und der Wert von s, für welchen Äs -\- C 
durch ß teilbar wird, ist einfach e = 0, so dafs sich alsdann P in TT 
verwandelt. 

Die Funktion TT ist ebenso wie die Funktion P gleich Null, 
wenn w = ist; und ist ti negativ, so hat man allgemein: 

denn die Reihe 1, 2,5, ... n ist ein Teil der allgemeineren Reihe 

3^ _2, — l, 0, 1, 2, 3, 4, ■■- 

Nach dem, was wir schon in No. 423 bemerkt haben, ergiebt 
sich, wenn « = /üß.+ m ist und ß' = {^- 1)(X— l)(f( — ])...(«— 1) 
gesetzt wird: 

p(i^-"-)-M- + p(f). tf) 

Diese Eigenschaft wird daher auch für die Funktionen TT und T, 
welche nur besondere Fälle der Funktion P sind, gelten. 
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Die Funktion P\—) stimmt mit der Gröfse Z{—) = n--^ 
stets dann überein, wenn n ein Vielfaches von Q ist. Daraus sieht man, 
dafs ^{—J als der mittlere Wert von P( — 1 betrachtet werden 
kann, so dafs also ■?( — ) — ^\ — ) eine GrÖfse ist, welche nach der 
positiven oder negativen Seite hin gewisse Grenzen nicht über- 
steigen kann. 

Die Gröfae ^{—j nimmt beständig nm -^ zu, wenn n um eine 
Einheit wächst; die Funktion PI— J nimmt dagegen nicht so regel- 
mässig zu; wenn jedoch n za n -\- Q geworden ist, so haben sie beide 
um dieselbe Gröfse fi' zugenommen. Allgemein sieht man, dafs, weil 
das B+l*» Glied der Reihe A—O, 2A — C, ... gleich (m+1)^ — C 
ist, die Differenz p(-^^^) - p(-^) gleich Null oder gleich 1 ist, 
je nachdem (n -\- 1) A — G durch einen der Faktoren von Q teilbar 
oder nicht teilbar ist. 

431. 
Betrachtet man die Progression 1, 3, 5, . . . 2n — 1, so ver- 
wandelt sich die Funktion P in T, und es ist e = (ß — 1) zu 
setzen. Ist also -;-(S^ — 1) = ö, so erhält man: 

Aus dicKur Gleichung folgt, wenn man das Zeichen von n ändert: 

Da aber die Progression 1, 3, 5, 7, . ., nach der negativen Seite hin 
fortgesetzt, — 1, — 3, ^5, ... lautet, so ist offenbar: 

Folglich erhält man aus den beiden vorhergehenden Gleichungen: 

Setzt man hierin m = ff, so folgt daraus: 

Da aber 26 + 1 ^ Q ist, so ist oifenbar: 
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Hierdurch ergebßi 



sieh die beiden Formeln: 



(*') 



TJmgukohft folgt aus der ietzteren; 

und setzt man diesen Wert in die Formel {e) ein, so erhält man 
den allgemeinen Ausdruck von F als Funktion von T, nämlich: 



F ' -T r^t 



T -Z 



Hieraus folgt, dafs eine beliebige Progression^ — C, 2Ä — C,...nA~C 
ebensoviel zu Q prime Glieder enthält, als ea deren in einer gleichen 
Anzahl von aufeinanderfolgenden Gliedern der Eeihe der ungeraden 
Zahlen giebt, wenn man diese aufeinanderfolgenden Glieder nicht 
vom Anfang der Reihe, sondern von dem Gliede 2c — 2ff -|- 1 an 
bis zu dem GUede 2n -{-2s — 2ff + 1 oinschliefslich nimmt. 

Diese Eigenschaft stellt eine sehr bemerkenswerte Be- 
ziebimg zwischen einer beliebigea arithmetischen Progression 
und der einfachen Progression der ungeraden Zahlen fest. 
Nach dem soeben erhaltenen Resultate müssen nämlich, wenn man 
diese beiden Progressionen Glied für Glied folgendermafsen anordnet: 



- c 


2e 


- 2o - 3 


-c 


2£ 


- 2» - 1 


-c 


2s 


- 20+1 . 


-6' 


2f 


-2o + 3 


- c 


— 20 + 2«- 



irgend zwei entsprechende Glieder durch einen der Paktoren von Q 
entweder alle beide teilbar oder alle beide nicht teilbar sein. Dies 
kann man aber leicht unabhängig von der vorstehenden Theorie be- 
stätigen. Denn da irgend zwei entsprechende Glieder durch nÄ — G 
und 2s -\- 2n — 2g ^ 1 dargestellt werden, so gehen diese Glieder, 
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wenn man beachtet, dafs Äs -j- C durcb Q teilbar und ^6 -{- \=Q 
iat, nach Weglassimg der Yielfaeben von S2 bezüglich über in A{}1 + b) 
und 2(n -[- e). Dieselben sind daher entweder alle beide prini zu Q 
oder alle beide nicht prim zn Q, je nachdem n -\- b prim oder nicht 
prim zu Q ist. 

Aus dieser Eigenschaft oder aus der Gleichung (/') folgt ferner, 
dafs, wenn es in der Reihe 1, 3, 5, 7, 9,... nicht mehr als k aufein- 
anderfolgende Glieder giebt, welche durch irgend einen der Faktoren 
von Q teilbar sind, es auch in einer beliebigen arithmetischen Pro- 
gression A — C, 2A — C,... nicht mehr als a aufeinanderfolgende 
Glieder geben kann, welche mit Q einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. Denn nimmt die Grüfse T [ ■-- j um eine Einheit zu, 
wenn n in w-|-« übergeht, so mnfs zu gleicher Zeit P 1 — I, welches 
in P ( — — — I übergeht, um eine Einheit zunehmen. Dies stimmt mit 
dem Ratze in No. 410 übereiu. 

432. 
Die Punktionen TT, 2', P besitzen noch einige andere 
ziemlich bemerkenswerte Eigenschaften. Da nämlich die 

Progression 1,2, 3 ■ - - 2«, auf welche sich TT ( j bezieht, aus der 

Progression 1, 3, 5, . . . 2n — 1, auf welche sich 2'( — I bezieht, und 
der Progression 2, 4, 6, . . . 2n, deren Glieder dm-eh 2 dividiert die 
Reihe 1, 2, 3 . . . w geben, zusammengesetzt ist, so erhält man offen- 
bar allgemein: 

^©=M^)"n(:)- ('■'■> 

Anolog würde man finden: 

^(E-) = "(":?^)--n(^'). « 

und '1^' -'^ (^) = n(-J-) — n(_^) ist, so giobt diese Glei- 
chung, wenn mau ra = e setzt: 

Set/,t man in der Formel (f) n = e, so erhält man: 
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In dieser letzteren Gleichung ist aber £ willkÜrJich, da von der Pro- 
gression, aus welcher e entatandea war, keine Spur mehr übrig ist. 
Mithin hat man für ein beliebiges n: 

Diese Formel könnte man auch aus der Verbindung der Gleichungen 
(&') und (m') ableiten. 

433. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe zu bestimmen, wie- 
viel Primzahlen es in der Progression 

A- G, 2A'-C, ■dA — C,...nA — G 
giebt, wobei wir wie oben A und C als relative Primzahlen und 
ferner A gerade und G -C A voraussetzen. 

Während die Zahl A. dieselbe bleibt, kann man für G eine be- 
liebige der Zahlen, welche prim zu A und kleiner als A sind, nehmen, 
und wenn man die Reihe dieser Werte durch C, , C.^, Cg, . . . C* dar- 
stellt, so findet man die Anzahl h derselben bekanntlich mittelst der 
Formel : 

in welcher a, ß, y, . . . die verschiedenen ungeraden Primzahlen sind, 
die in A aufgehen. 

Daher sieht man, dafs die gegebene Progression ein Teil eines 
Systems von h ähnlichen Progressionen ist, deren allgemeine Glieder 
durch iiA — 0,, nA — 0^, nA — C^,...nA — C* dargestellt werden. 

Nachdem dieses festgestellt isb, werden, wenn man an einem 
bestimmten Werte von n, den wir sehr grofs im Verhältnis zu A 
annehmen, festhält, alle Primzahlen, welche kleiner als nA sind, mit 
Ausnahme derjenigen, welche in A aufgehen, in diesen Progressionen 
enthalten sein, und unser Ziel ist zu beweisen, dafs sie gleich- 
mafsig auf dieselben verteilt sind, d. h. wenn P die Anzahl 
der Primzahlen bedeutet, welche in der Progression, deren allgemeines 
Glied nA — Cp ist, enthalten sind, und Q die Anzahl der Primzahlen, 
welche in der Progression, deren allgemeines Glied nA — Oj ist, vor- 
kommen, wo }( in beiden Fällen dasselbe ist, dafs das Verhältnis -^ 
beliebig wenig von 1 verschieden wird, wenn man n einen hinreichend 
grofsen Wert beilegt. 
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434. 

Ist & eiiio Primzahl, welche kleiner ist als YnA und nicht in 
A aufgeht, und &'* eine positive Zahl, kleiner als *, und von <ler 
Beschaffenheit, dafs Äd^^-j-C durch & teilbar ist, so haben wir oben 
in No. 421 gezeigt, dafs die Anzahl der durch & teilbaren Glieder 
der Progression, deren allgemeines Glied durch nA — C dargestellt 
wird, ausgedrückt ist durch E { — ^ — j ■ 

Sind nun a und ß zwei Werte von fl-", die sich auf zwei beson- 
dere Werte von C z. B. Cp und Cq beziehen, so ist ersichtlich, dafs 
die beiden durch .fe' ( ""t " ), -^^ (-^^ ) bezeichneten Zahlen entweder 
gleich sind oder sieb nur höchstens um eine Einheit unterscheiden 
können. Mithin ist die Anzahl der duich & teilbaren Glieder der 
Progression, deren allgemeines Glied n 4. — C ist gleich lei Anzahl 
der analogen Glieder in der fiogie sion deren allgemeinem (tlitd 
nA — Gg ist, oder von dieser höcli'^tens um eine Einheit vei schieden 
Ebenso verhält es sich mit den durch ■& nicht ti^ilhiien (Thedern 
deren Anzahl in dereinen und dei andern Piogression höchstens um 
eine Eiiilicit verschieden sein kann. 

435. 

Sind &, X, ji . . . die verschiedenen Primzahlen, welche kleiner 
als YnA sind und in A. nicht aufgehen, ist ferner Np die Anzahl 
der Glieder der Progression A — Cp, 2A — Cj,,...nA — Q,, welche 
übrig bleiben, nachdem alle durch eine der Primzahlen &•, X, it, . . . 
teilbai'eü Glieder ausgeschieden sind, ebenso N^ die analoge, auf die 
Progression A — Cj, '2A — C^,...nA^ C^ sich beziehende Zahl, 
so kann dem vorhergehenden Resultate zufolge die Differenz zwischen 
Np und Nq niemals grÖfser sein als die Anzahl der Primzahlen, 
welche kleiner als yiiA sind. Wir bezeichnen diese Anzahl durch 
m = fp {ynA) . 

Andrerseits müssen die Zahlen iV"^, N^, . . . Ni, welche den k ver- 
schiedenen Werten von C entsprechen, in ihrer Gesamtheit die ver- 
schiedenen Primzahlen ergeben, weiche zwischen YnA und nA ent- 
halten sind. Die Summe dieser Zahlen wird somit dargestellt durch 
M=q) (tiA) — ip (l/)T3). 

Diese beiden Bedingungen können nur dann erfüllt werden, wenn 
man allgemein hat: 
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wo -j- eine für alle Werte vou p von j) = 1 bis p = ^ konstante 
Gröfse und Xp ein veränderlicher, positiver oder negativer, Teil ist, 
welcher m nicht übersteigen kann und derart ist, dafs die Summe 
der sämtlichen Grijfsen Xp gleich Null ist. 



Je gröi'ser aber « wird, um so kleiner wird die Zahl m im Ver- 
gleich zu M und selbst im Vergleich zu -^*)- Daraus folgt, dafs 
das \ eih iltnis der beiden duich Np und JV, bezeichneten Zahlen als 
dei Einheit gleich betrachtet weiden mufs, wenn n sehr grofs ge- 
worden ist, und daf-, somit die M Primzahlen, welche zwischen YnA 
und nÄ enthalten '.md, sich gleichmafsig auf unsere fc Progressionen 
veiteilen Eine ähnliche Gleichmafsigkeit findet statt bei der Vor- 
teilung dei zwischen ^nA und YnA enthaltenen Primzahlen u. s, f. 
Je tiefei man temer von den höheren Grenzen zu den niederen herab- 
»toigt, um &o hcbnellei nehmen die zu M analogen Zahlen ab, und 
die kleuie Ungleichmäfsigkeit, welche bei der Verteilung der Prim- 
zahlen auf die k Progressionen stattfinden könnte, würde ohne merk- 
lichen Binflufs auf die Verteilung sein, welche sich aus dem eraten 
Werte von M ergiebt. Wir können daher aus allen diesen Betrach- 
tungen den SatB ableiten: 

Die Reihe der Primzahlen (mit Ausnahme derer, welche 
in A aufgehen) verteilt sich auf die k verschiedenen Pro- 
gressionen, welche den allgemeinen Gliedern nÄ — C^, 
nA — Ca, nA — 0^, . . . nÄ — d gemäfs gebildet sind, gleich- 
mafsig, so dafs, wenn mit ip{nÄ) die Gesamtzahl der Prim- 
zahlen von 1 bis zur Grenze nÄ bezeichnet wird, jede dieser 
bis zu n Gliedern fortgesetzten Progressionen ungefähr 

*) Dinser an und für sich ziemlich evidente Sata läJst sich leicht mit Hülfe 
dea in § 8 gegebenen Gesetzes bestätigen. Diesem GeeetKe Kufojgo bat man 
nämlich; 

mithin : 

- +1.. ^ YnA |„j.(„j,y_^ , 

eineGrSlie, welche bo grol's wird, als man will, wenn man die Zabl w mehr und 
mehr wachsen läfst. Anm. d Verf. 
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heitßn besitzt. 

Aus § 8 wissen wir, welches der angenäherte Wert von <p{nA) 
ist. Es evgiebt sieh daraus, dafs die Formel 



mit hinreichender Genauigheit zeigt, wieviel Prim/alikn es in der 
Progression A — C, 2Ä — C, ;^A — C, . . . nÄ — C giebt. 

So ist z. B. in der Progression 59, 119, 179, . . ., deren allgemeines 
Glied 60n — 1 ist, die Zahl 7c, welche sieh ans den einfachen Fak- 
toren 2, 3, f> der Zahl 60 ci-giebl, gleich ;50 (l -- -J) (l — 1)=:.)6, 
mithin r 

16 

_A!" 

"^ ~^ io^'((;b.i! -"-"1,08366 ■ 
Demnach mnfs man unter den 100 GfJO ersten Gliedern dieser Pro- 
gression ungefähr 25 820 Frimnahlen finden, also ein wenig mehr als 
den vierten Teil aller Glieder. 

Nunmehr ist es leicht zu bestimmen, wieviel Prini/.ahlen ein 
gegebener quadratischer Teiler A =^ py^ + 2gj/2 + rs'^ der 
Formel i^ + «w^ enthalt, welche kleiner sind als eine ge- 
gebene Grenze N. 

Bezeichnet zn dem Zwecke g>(N) die Gesamtzahl der Primzahlen 
welche kleiner sind als N, so drückt — q>{N) die Anzahl der Prim- 
teiler von i^ + an^ aus. Nehmen wir an, dafs die quadratischen 
Teuer dieser Formel in h Gruppen zerfallen, deren jede, wie wir in 
den Artikeln 207 und 208, deren Resultate sich unmittelbar in 
den Tafeln IV, V, VI, VII bestätigt finden, gesehen haben, eine 
gleiche Anzahl von lineai'en Formen 4ax-j-a oder 2ax-\-K enthält, 
so raufa jede Gruppe ebenso viele Primzahlen enthalten, als es in 
der Griifse v,, (p{N) Einheiten giebt. Wird sodann die Anzahl der 
quadratischen Teiler, welche in <ler Gruppe, zu welcher A gehört, 
enthalten sind, mit (i*) bezeichnet, wobei darauf zu achten ist, dafs 

*) Diese Zahl /i ist cliesellje in allen Gruppcu, in welche die aa^ntlichea 
quadvatischen Teiler einer und derselben Formel ('^ -|- ni*^ aeifallen, wie man 
aus den angeführten Tafeln seien kann. Aum, d. Verl'. 
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man jeden ambigen Teiler, d. h. jeden Teiler, weicher zu eim 
drei Fälle 2 = 0, r = 2q, p = r gehört, nur für — rechnet, 



halten und bleiner als JV sind, falls dieser Teiler nicht ambig ist, 
Ist derselbe aber ambig, so ist die Anzahl der Primzahlen nur halb 
so grofa, nämlich gleich -yr — 9>(^)- 

Dieses Resultat gründet sich einerseits darauf, dafs die verschie- 
denen ForiBen Aax + cc oder 2aa: + «, welche jeder Gruppe von 
quadratischen Teilern entsprechen, arithmetische Progressionen dar- 
stellen, auf welche sich alle Primzahlen, welche Teiler von t^ -{- au" 
sind, und deren Gesamtanzahl — 'p{N') ist, gleichmäfsig verteilen. 

Andrerseits beruht dasselbe darauf, dafs, wenn man gemäfs den 
allgemeinen Gliedern A^p!/^+2g'y/i-|-*'^^ ^' = P y^ ■}- 2q' i/h -{-rh^, 
in denen A und A' zwei zu derselben Gruppe gehörige quadratische 
Teiler sind, und in denen h einen und denselben konstanten Wert 
besitzt, während y nach und nach die Werte 0, 1, 2, 3, 4, . . . an- 
nimmt, zwei Reihen bildet, diese beiden Reihen mit den arithmetischen 
Reihen die Eigenschaft gemeinsam haben, dafs die durch dieselbe 
Primzahl & teilbaren Glieder in einem Zwischenraum von ■& Gliedern 
aufeinander folgen, woraus man scbhefsen kann, dafs sie eine gleiche 
Anzahl von Primzahlen, welche in der Formel t^ -f" '^^^ aufgehen, 
enthalten müssen, und zwar wird diese Gleichheit um ao genauer 
sein, je gröfser die Grenze N ist. 

438. 

Betrachten wir z. B. in der Tafel IV die Formel t^ + Gdn* und 

den quadratischen Teiler derselben A^=2y^-^2ys -{-S6s^, so gehört 

dieser Teiler zu einer aus zwei ambigen Teilern bestehenden Gruppe, 

und die Anzahl der Gruppen ist 4. Demnach hat man ^ = 4^ 

(1=2-—=' 1, und dies giobt die gesuchte Zahl x = -tr" f C^- Setzt 
man daher die gegebene Grenze N= 100000, so erhält man mit 
Hülfe der bekannten Formel: q)(ff) = 9588 und 3; = ^ gi (JV) = 599, 
d. h. es mufs 599 Primzahlen geben, welche in dem quadratischen 
Teiler 2/ + 2ys + 352^ enthalten und kleiner als 100000 sind. 

Betrachten wir ferner in der Tafel VI die Formel i'^ -\- 106!(^ 
und den quadratischen Teiler derselben A=22y^ -{- iy^ ^ 6si'^, so 
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bildet dieser Teiler zuBammen mit dem ambigen Teiler 2«/^ -f- 53ä^ 
die eine der Ijeiden Grnpiieu, welche alle quadratischen Teiler von 
f^ -{- lOßii^ enthalten. Man hat dahfjr !:■ = 2, ,w = 1— uml sumit 

Um endlich dieselben Formeln auf die in der Tafel V enthal- 
tenen Teiler anzuwenden, mufs man die quadratischen Teiler mit 
ungeraden Koefficienten in der in No. 221 augegebenen Weise auf 
Teiler Yon der gewöhnlichen Form l>jf -\- 2qys -\- rz^ reducieren. 
Nehmen wir als Beispiel die Formel f -\- S3u^, welche die beiden, 
eine einzige Gruppe bildenden, quadratischen Teiler if -\- yz -\-21s^ 
und 3j/^ -h «/^ + '^^^ besitzt, so verwandelt sich der erste in die 
beiden Teiler: 

f + 83^^ 
■4!/' + 2;/s+21,s% 
der zweite in drei andere, uäuiÜeh: 

7/+2?/^+12s^ 

Zf -f 2yB + 28«' 

9ys + 8j,5+ ll2^ 
Will luaii also wissen, wieviel Primzahlen, kleiJier als iV, in jedem 
dieser fünf quadratischen Teiler enthalten sind, so hat man h =\ 
und (t = 4-T- zu setzen, weil es unter den fünf Teilern einen ambigen 
giebt. Man erJiält daher für jeden der vier vollständigen oder nicht 
ambigeu Teiler a: = -^ 9» (Jf) uud für den ambigen Teiler y^ + ^3s" : 



g lä, 

Methode aur Vervollständigung der Auflösung der uiihestimmteii 

Gleiühuiigen aweiten Gradea in ganzen Zalilen, 

430. 

In dem ersten Hauptteile haben wir die Methoden angegeben, 

welche zur ganzzahligen Auflösung d^r unbestimmten Gleichungen 

zweite» Grades, welche die Form ay^ -\- hys -\- cs^ = H haben, führen. 

Auf diese Form läfst sich nämlich jede gegebene Gleichung zweiten 

Grades bringen; jedoch bleibt noch eine Bedingung zu erfüllen 
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übrig, wenn die betreffende Gleichung Glieder ersten Gra- 
des enthält. 

I«t allgemein 

ay' 4- hyz + c?/ ^ dy J^ fs -\- <j = 
die gegebene Gleichung, so aetaen wir, um die Glieder, welche die 
Unbestimmten in erster Potenz enthalten, wegzuschaffen: 

iiud erhülteii so die transformierte Gleichung: 

™ mf + hys + es" + 2aa,j + äc/S»' + <.«> + <!«» 
S/»y+ S»/ +*»()+ ff» 
dS>,J + /»/ + c^' + j,»>. 
Öet/.eu wir Lilao : 

ä«« + ;,/J -]- (^^ = 
^(.'/t + ha+ fd- =0, 
so ergiebt sich; 

" _. St»; -/■& p _ 2af^-db 

"& ^ 6' — 4(ie ' & "ö^ — 4ffle ' 

woraus man erkennt, dafa, wenn man in der gegebenen Gleichung 
unmittelbar setzt: 

y' +2cd — fb s- + 2af - db 



die transformierte Gleichung erhalten wird: 

««/'"+ &J/V + cß' = —(ar—hd/''{- c,^{b^-~4ac)~gQ)^-'iacf. 

Ich bemerke nun, dafe man voraussetzen darf, dafs die Koefficienten 
a, b, e der Glieder zweiten Grades in der gegebenen Gleichung keinen 
gemeinsamen Teiler haben. Denn hätten sie einen geuieinschaftliehen 
Teiler w, so müfste äy -\- fs -i- g ebenfalls durch ra teilbar sein; diese 
Bedingung ist aber durch Einführung einer neuen Unbestimmten an 
Stelle von y oder M leicht zu erfüllen, und alsdann ist die ganze 
Gleichung durch ki teilbar. 

Ferner bemerke ich, dafs man von dem Falle, wo &^ — iac eine 
negative Gröfae ist, absehen kann, weil alsdann die Anzahl der 
Lösungen der transformierten Gleichung eine beschränkte ist, und 
das einfachste Verfahren, sie zu finden, daiün besteht, dafs man nach 
einander die gefundenen Werte von y und / in die Formeln 
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einsetzt und zusieht, welches diejenigen sind, für welche y und s 
ganze Zahleu werden. 

Man kaim sich ferner der Mühe überheben, den Fall zu discn- 
tieren, wo h^ — 4([C, obwohl positiv, einer Quadratzahl gleich ist, weil 
alsdaun die transformierte Gleichung ebenfalls nur eine beschrilnkte 
Anzahl von Lösungen hat {No. 78). Es bleibt also nur der Fall 
zu untersuchen übrig, wo Iß — 4ae eine positive, nicht qua- 
dratische Zahl ist. 



Alsdanu besitzt die transformierte Gleichung, falls sie überhaupt 
lösbar ist, unendlich viele Lösungen, welche ia einem oder mehreren 
Systemen enthalten sind, und jedes System kann dargestellt werden 
durch die Formeln: 

y =yFJ^ da 

Um die Betrachtung besonderer Fälle zu vermeiden, nehmen wi! 
an, dafs diese Formeln derartig vorbereitet seien, dala die Zahkn 
y, d, e, £;, q>, i> ganze Zahlen sind, und dafs dei Exponent « eine 
beliebige Zahl ist. Zuweilen giebt die unmittelbaie Auflösung tiir 
diese Koeffieienten mit dem Bruche y behaftete Zahlen, auch kann 
es vorkommen, dafa der E2ponenfc n von bestimmter gerader oder 
ungerader Form ist. Jedoch ist es in allen Fällen leicht, die Foi- 
nieln auf die vorausgesetzte Form zurückzuführen, m welcher alle 
Zahlen ganz und der Exponent n beliebig ist. Feinei muls m:in sich 
erinnern, dafs stets 

(p^ — ip^Qß — 4ac) =' 1 
ist. 

Dies vorausgeschickt, handelt es sich darum, allgemein einen 
Wert von n zu finden, dafs die Gröfseii: 

_ yF+3G + ^ _ ^ ±JG±l_ 

y b^ — iac > Ö*~4oc 

ganze Zahlen werden. Nun hat man: 

_F_ ^,« + '-' r^— <p"-''r{h^— 4ßc) H 

= ;,q,"-V + --fr^ä^^ <p—H\h' - 4.ac) + ■ ■ • 
Öetzt man daher diese Werte von F und G ein, so sieht man, dafs 
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die Aufgabe sich darauf reduciert, n so zu bestimmen, dafs 
die Gröfsen: 

yy + 3nip'' — ^Tp-i-a gy + groy-ii/i + ß 

&' — 4«c ' b^ — iac 

gauze Zahlen werden. Zu diesem Zwecke unterscheitlen wir 
awei Fälle, je nachdem n gerade oder ungerade ist, 

1) Ist w = 2m, so giebt die Gleichung tp'' — ^*(&^ — 4«c) = l, 
wenn man die Vielfachen von 6^ — iac wegläfst, ip^^'=^l. Man kanu 
daher aip''"' und ß^^™ an die Steile von a und ß setzen, und wenn 
man dann den Paktor (p^"'-~^, welcher mit h^ — iac keinen Faktor 
gemeinschaftlich haben kann, unterdrückt, so findet man, dafs die 
Bestimmung von m nur noch von den Gleichungen ersten Grades 

b' — iac ' b^~iac 

abhängt. Dieselben müssen mit einander im Einklang stehen, wenn 
die gegebene Gleichung in ganzen Zahlen lösbar sein soll. 

2) Ist n = ^m -|- 1, so hat man ebenfalls, wenn man die Viel- 
fachen von b^ — iac wegläfst, k = arp^"' und ß = ßfp^'", und die 
Bestimmung von m hängt von den Gleichungen ersten Grades 

ab, welche ebenfalls mit einander im Einklang stehen müssen. 

In allen Fällen findet man also die passenden Werte des Expo- 
nenten n durch die einfache Auflösung einer uobeBtimmteo Gleichung 
ersten Grades, und da der aus dieser Lösung sich ergebende Wert 
von n allgemein von der Form w + (6^ — 4ac)Ä ist, wo k eine un- 
bestimmte Zahl bedeutet, so folgt daraus, dafs es unendlich viele 
Werte von n giebt, die der Aufgabe genügen, so dafs man auch 
unendlich viele ganzzahlige Lösungen der gegebenen Gleichung erhält. 
Man mufs ferner beachten, dafs jede der Zahlen F und (? mit belie- 
bigem Vorzeichen genommen werden kann. Dies giebt vier besonders 
iu untersuchende Kombinationen, aus denen verschiedene Lösungen 
sich eigeben können, 

441. 
Zur Vervollständigung dieser Theorie stellen wir uns jetzt die 
folgende Aufgabe; 

Wenn die Zahlen F und G durch die Formel 

{q> + i^YAT^F + ayi, 
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iD welcher der Exponent n iinliBStimmt und (p^ — ^^ yA=l 
ist, gegeben sind, so sollen alle Werte von n von der Be- 
schaffenheit gefunden werden, dafs die GrÖfse IF-^ (iG -\-v 
durch eine Primzahl m, die nicht in Äjp aufgeht, teilbar sei. 

Ein Verfahren, welches von Lagrange (Äbh. der Berliner Ak. 
1767) für die Äuflöaung dieser Aufgabe angegeben worden ist, be- 
steht in Folgendem; 

Wir nehmen zunächst an, dafa man einen Wert des Exponenten 
n kenne, welcher der Aufgabe genügt. Ist dieser Wert p, so mnfs, 
wenn man (ip + ^t'y'2)'' = /'+(/'|/Z setzt, die Gröfse -^(+-J^-±-~ 
eine ganze Zahl sein. Wir suchen sodann einen Exponenten g, so 
dafs, wenn man ((p -\- ii> YA^ = f -{- g Yä setzt, die Zahl g durch 
0) teilbar ist. Ein solcher Exponent existiert sicher, da man stets 
der Gleichnng x^ — Aio^y^ = 1 genügen kann. Ist dieser Exponent 
gefunden, so kann man gleichzeitig annehmen, dafs /"— 1 durch ro 
teilbar ist. Wäre dieses nicht der Fali, so könnte man den Expo- 
nenten q verdoppeln und würde, wenn man 

fe + * ]/!)'" - (/- + ij VAY-r + if VÄ 

setate, erhalten 

f" ^p-\-A(ß^l-^'^A(ß und (J'^tfg, 
sü dafs f" — 1 und g" zu gleicher Zeit durch o teilbar wären. Führt 
man also die passenden Vorbereitungen aus, so findet man stets einen 
Exponenten 5 von der Art, dafs, wenn mau (q) -j- (& yA)'' = /^ -\-g Y Ä 
setzt, die Zahlen f — 1 und g' beide durch w teilbar sind. 

Wir behaupten jetzt, dafs, wenn man n = qx -{- p setzt, die 
gegebene Grosse XF-\- jtG -\- v dvn-ch m teilbar ist, welches auch 
die ganze Zahl x sein möge. Denn ist: 

{f+g-yAT-r+G-yi, 

so erhält man; 

i'+ e Vä --(/■+ IJ Va ) {F + uyA) 

und hieraus folgt: 

F = /'i'" + -jAff , G = fG- + gF- 

kF-^iiG + v^ (ir+ (^g)J'' + (^</-i + .«/■:"-'■■' + "■ 

Da jedoch die entwickelten Werte von F' und G' siud: 
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i." = /-^ + ^(^---,'-'-/-^-V^^ + --- 
Q- = j^/'^-y -I — ^ 

so urhält luiii], wenn man die ViKlfaelien von ra wegJäfst: 

G' = 0, und ^■' = /■'-= I. 
Nach Weglassting derselben Vielfachen redticiert sieh also die Gröfse 
Ai^+ (tC? + V auf If-j- ftn -j- V, sie ist daher teilbar durch ra. 

Da alle in der Formel n= qx ■{- p enthaltenen Werte von n 
der Aufgabe genügen, so giebt es stets einen unter diesen Werten, 
welcher kleiner als q ist, so dafs man immer p<iq annehmen kann. 
Um also den Exponenten p zu erhalten, welcher die erste Losung 
giebt, mufs man ip -\- ip Y^ ^^^ Keihe nach auf die Potenzen vom 
Grade 0, 1, 2, 3, . . . q — 1 erheben und versuchen, für jede durch 
f-\-gyA dargü stellte Potenz, ob sich die Grofse A/'+^ji -{- v durch 
ta teilen läfst M in kann auch die Reihe dei Gröfsen If + (ig direkt 
bilden, wenn man beichtet, difs diese Reihe lekurrent und ihre Be- 
ziehungsstala 2(p, — 1 ist, woraus sich eigiebt, dafs man mit Hülfe 
der beiden ersten bekannten Glieder A, ktp -\- iitp leicht alle andern 
bilden kann. Ditse Rechnungen smd um so leichter, als man die 
Vielfachen von ra, ho oft sie vorkommen, weglassen kann. Wenn 
die Aufgabe möglich ist, so mula man untei den q ersten Gliedern 
der in Rede stehenden Reiht, rnio odti nifhrere finden, für welche 
lf-\-!iff + v = ii ist 

442. 
Kennt man den kleinsten Exponenten p, ffir welchen lf-\- ['■ff-\-v 
durch eine Primzahl teilbar ist, so kann man folgendes Verfahren 
einschlagen, um a priori einen Wert von )* zu bestimmen, für wel- 
chen ?.F-\- (iG-i-v durch eine gegebene Potenz von ta teilbar wird. 
Wir bemerken zunächst, dafs man allgemein die Gleichung 
L + Mx + N<o + Po.' -\-Q^'^ + ... ^ ^ 

in welcher L und M gegebene Zahlen und N, P, Q, • ■ ■ beliebige 
ganze Funktionen von x sind, aufzulösen im Stande ist. Dazu mufa 
man x so bestimmen, dafs — — — - eine ganze Zahl ist. Hat man 
X = l -{- a>x' gefunden und setzt man diesen Wert in die gegebene 
Gleichung ein, so wird dieselbe von der Form: 
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also eine Gleichung von ahuhclier Art wie die gegebene, in welcher 
j'eder der Nenner von einem um eine Einheit niedrigeren (jrade ist. 
Durch eine Reihe von ihnlifhen Rechnungen eibdlt man also: 

x^l-\-(oi;,a^l-\-oir^i =1 -\- ax", . . . 
und hieraus folgt: 

.r = ; + Tw + l"(o^ + r<a^ H 

bis zu einem Gliede von der Form oj'"a;*"'', in welchem a;*'"' eine 
neue Unbestimmte vorstellt. 

Will man z. B. den Wert von n so bestimmen, dafs die Gröfse 
-11''+ fifi + V durch fi)* teilbar ist, so setno man wie oben nö^a^-f'i'- 
öetKt man ferner, währi'iiil alles ebenso bleibt wie vorher, 

^f+ i^O = ^- ' ^9^ + (*/ = f'. 
so erhält man: 

;iF+fi(? + i' = A'_F' + fi'(?' +v. 
In diese Gröfse, welche bereits, für beliebige Werto von a^, durch o) 
teilbar ist, mufs man fiir T" und Gr' ihre entwickelten Werte ein- 
setzen, indem man die dritte und die höhereu Potenzen von g weg- 
liif^t. üiese Werte sind; 

Wir unterscheiden nun zwei l^'üHe, je nachdem x gerade 
oder ungerade ist. 

1) Ist X gerade, so kann man v{f"^ — /^^)^ an Stelle von v 
setzen und diese Gröfse entwickeln, indem man die Glieder, welche 
g'^ oder eine höhere Potenz von g' enthalten, wegläfst. Durch diese 
Substitutionen geht die gegebene Gleichung 

über in: 

. . _ = e. 

Da nun /" nicht durch <a teilbar ist, weil /" — 1 es ist, so kann. 
man den gemeinsamen Paktor f"—'^ im Zähler unterdrücken, wo- 
durch die Veränderliche aus den Exponenten verschwindet. Setzt 
man ferner: 

g' = ah' , X' -\- V = coL, 
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SO geht die aufzulösende Gleichung über in; 

und da dieae Gleiciiuug nach der vorhergehenden I^Iethode behandelt 
werden kann, so erhalt man das Resultat von der Form 

X = 1 ■\- l' to + m^x" , 
wo die Unbestimmte x" derart zu wählen ist, dafs x gerade wird. 

2) Ist X ungerade, so mufs man v{f'^ — 9^-^) ^ ^^ ^^^ 
Stelle von v setzen; im Übrigen ist die Rechnung vollständig analog 
derjenigen im ersten Falle. 

Man erkennt jetzt auch den Weg, den man einzuschlagen hat^ 
wenn man bewirken will, dafs eine Grofse von der Form kF-\- fiG + * 
durch eine beliebige Zahl P teilbar werde. Wenn man P in seine 
Prinifaktoren zerlegt hat und w™ einer dieser Faktoren ist, so suche 
man die Werte von n von der Beschaffenheit, dafs die gegebene Gröfse 
durch a teilbar ist, und ebenso der Reihe nach in Bezug auf jeden 
der anderen Faktoren. Man erhält dadurch verschiedene besondere 
Werte von n, die man mit einander verbinden mufs, um einen all- 
gemeinen Wert zu erhalten, welcher allen Bedingungen genügt. Die 
Aufgabe wird nur dann lösbar sein, wenn alle diese Bedingungen 
erfüllt werden könuen. 

443. 

Wir bemerken noch, dafs der Wert von q, dessen man bei der 
vorhergehenden Lösung bedarf (No. 441) direkt nach dem fol- 
genden Satze angegeben werden kann: 

Ist <p^ ~ Atl)^ = 1 und sucht man einen Exponenten q von 
der Art, dafs ((p + Jp YÄ)'' — 1 durch eine Primzahl a, welche 
nicht in Ä^ aufgeht, teilbar ist, so kann man q = a—i 
setzen, falls ( j-) = + I, und g = M + 1, falls (--j ) = — ist 

Man hudet Jiämlich wie in No. 129, dafs die Grofse 

{<p + ^ VaY -{fp + ^ V'a) 

durch a geteilt denselben Rest läfst, wie eine Gröfse derselben Art 

(q, - i- + i(>yÄY - (,, - 7c + * Ya), 

in welcher h eine beliebige ganze Zahl ist. Ist ^ = 9), so erhält 
man also, wenn man die Vielfachen von « wegläfst: 
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und die rechte Seite geht wogen 1/;'"==^ über in: 

i>yA(A~^~" ^\) odor !/> >^Z[(-^-) — 1] . 

Ist erstens ( — j = 1, so erhält mau: 

{q>-i- ^Va)'" - (<p -}- tVÄ) ^0. 

Mithin ist (^j -j- ^]/ji)""~'— 1 tlurch m teilbar; man kann so- 
mit q =' to — 1 setzen. 

Ist zweitens ( 1 = — 1, so erliiilt man: 

i(p-i-i>yAy = <p — i,YÄ, 

mithin: 

W + tV-^y^' = 9' — ^'^^ = 1- 
Somit kann man q ^ a ■\- \ setKen. 

§ 13. 

Über die Gleleliiing x'' -\- ay^ = bs". 

444. 
Nehmen wir an, dafs eine Lösung dieser Gleichung durch die 
Werte a; = /', y = g, s '=h gegeben werde, und setzen wir, während 
wir den Wert 3 = A beibehalten, x^^f-^-m, y = g — na, so erhalten 
wir, nachdem wir eingesetzt haben: 

_ 3/' + M« + "' 

Ist /'^ — «c/ra = oder n = — r, so giebt die übrigbleibende 
Gleichung: 

mithin: 

Somit genügt man der gegebenen Gleichung durch die neuen Werte 



y Google 



Üebur di^ Glcicliu.i' 



1- + «!,"- 6.' 



111 



x= ar- + 2««') - r 

y~ -■ s(^t'+ ».'/) — .'/' 

2 = i( r - ,if) - 7,/. 

Diese zweite Lösang liüfert eine dritte, welche tkircli tlie i'oriutiln 
aiisgeclrückt ist: 

1- /'( r + ä"/')-/" 

j, =. — »'(af + "s") — g" 

2- ;.-(r- «/•)-''" 

u. s. f. ins Uoendliclie. 

Werden die Zahlen f, g, h, welche die erste Lösung geben, als 
von der ersten Ordnung betrachtet, so sind die Zahlen f, {/', h', welche 
die zweite Lösung geben, von der vierten Ordnung, die Zahlen 
{"> s'i ^"j welche die dritte Losung geben, von der sechzehnten Ord- 
nung, mit andern Worten: Die Anzahl der ZiEForn einer Lösung ist 
ungefähr das Tierfache der Anzahl der Ziffern der vorhergehenden 
Lösung, 

Geht man von einer solchen Lösung, z. B, der dritten aus, so 
kam man aus ihr in aufsteigender Richtung die vierte, fünfte, sechste 
u. s. w. Lösung erhalten, und zwar geschieht dies mit Hülfe der 
vorstehenden Formeln. Man kann aber auch in absteigender Rich- 
tung die zweite und darauf die erste Lösung erhalten. Dazu bedarf 
es aber neuer Formeln, die wir suchen wollen. 

445. 

Es handelt sich also allgemein darum, die Werte von x, ij, s 

aus den gegebenen Gröfsen x, y, / mittelst der Gleichungen: 

a;' = x{ 1^ -\- 2a/) 

y = — y{2m^ + af) 

s! = s( £'■ - af) 



abzuleiten. 

Setzt mau : 



dem Zwecke y' = nix , e = nx', sodann y ^px, 



s^gx, so erhält man: 

x = ar'{l -f 2ap') 

/ = a^2(l — ap^) 
Es wird demnach die Gleichung 



|-2ap'' 



g von p; 



rap'^ + 2ßmj)^ + 2p + "* = '-^i 
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eine Gleicliiing, welche sich sehr einfach lösen läftt. Bringt inau 
diesülbe nämlich auf die Form: 

(/ + mp + A)ä — (iip + vf = 0, 
so erhält man zur Bestimmung von A, ft, v die Gleiclmngen : 

ml — (i.v = — 



und hieraus folgt: 



ft^ = 2/1 -j- 'w^ 
v' = A^ — - 



(mA — ^f = (-1'— ^) (2A + m'). 



Die letzte giebt: 
iiucl HOmit: 

Ist l bekannt, so 



Sodann hat mm 
zweiten Grades: 



erhält man umuittelbar: 
ft = ]/2Ä + m^ 

Kur läestiumutii^f von p die beiden Gleichimgon 



/ + (»• + rtp + 1 + - - 

jo^ + (m — (i)p + A — V ^ Q, 
sich die foljfendeii vier Werte ergeben: 



)' = - l (.» + rt + y-l(>» + c)"-i~» 

J, _ - 1 (,„ - rt ±1/1 (»' -(.)'-* + >'. 

Ist j) bekannt, so erhält man 3 durch die Gleichung: 

-' 1 ~ ap' p-\-m ' 

und Kodann x durch die Gleichung: 
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und vermittelst dieses Wertes findet man y=px, z = q_x. 

Übrigens braucht man nicht erst den Wert von x, weicher 
irrational oder selbst imaginär sein kijnnte, zu kennen; denn offenbar 
kann man an Stelle der drei Werte x, ^x, qx einfach, als ob a: = 1 
wäre, die Werte 1, p, q nehmen Somit reduciert sich alles darauf, 
den Wert von p duich die (rleichung 

fflß* + 2amp^ -j- 2p -{- m = 
zu bestimmen, und zwar wird dieser Wert nur dann eine Lösung 
geben, wenn er rational ist. 

446. 
Wir nehmen an, dafs man dieser Gleichung durch den Wert 
p = h genüge, aus welchem 

_ ,1 2k + m 

folgt. Die vorstehenden Gleichungen zwischen A, (i, v müssen mit 
der Gleichung p* + (»w + ^P •{- k ■\- v =^0 verbunden werden. Da 
dieselbe durch den Wert j) = Ä befriedigt wird, so ergiebt sich aus ihr: 

}^ j- V '=-' — 1^ — {m -\- ii)k. 
Es ist aber: 

2A = /i' ~ m^ 
mithin : 

2v = m^ — 2nih — 21z' — 2^.1: — ti\ 
Multipliciert man mit (t und setzt sodann für (iv seinen Wert 
mX — — oder --™(ft^ — m^) , so erhält man; 

Hi{ft^— m^) = — (i^— 21c!i^+ (m^— 2nih — 2Ä^)jt 

oder: 

fi^ + (2h + m).u' + (2F + 2mk — m^)fi— m^ - -^ = 0. 
Diese Gleichung bestimmt unmittelbar den Wert von (i. Dieselbe 
wird homogen in Bezug auf ji, m und h, wenn man für — seinen 
Wert ~~2ä^-'TV— einsetzt. Man kann sie nämlich folgendermafsen 
schreiben : 

= (2/^ + m)(i^ + (2Ic -H »»)V^ + (2k + m)(2li? + 2hm — m')fi 
+ 2k\k + 2m) ~ m\2!c + m). 
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Diese Gleichung ist sehr bemerkenswert, iiisoforii man ihr durch 
i Wert 

ft = Ym'' + 21 
lüfft, während X durch die Formel 



bestimmt wird. Man findet leicht, dafs die Gleichung in \x eine reelle 
und zwei imaginäre Wurzeln hat. Man sieht also, dafs die reelle 
Wurzel durch die Formel "|/«i^ -|- 21 gegeben ist, d. h. durch eine 
Quadratwurzel aus einer Gröfse, welche aus dem rationalen Teile m^ 
und dem eine Kubikwurzel darstellenden Teile 2A besteht. Diese 
Form der Wurzel einer Gleichung dritten Grades ist nicht 
dieselbe wie die, welche die Cardauische Formel giebt, da 
letztere aus einem rationalen Teile verbunden mit zwei Kubikwurzeln 
aus Gröfsen von der Form A-\- ^B, A—YL' besteht. 

447. 
Wir wollen nun die Gleichungen dritten Grades, welche 
sich ebenso lösen lassen, wie die Gleichung in fi, a priori 
zu bestimmen suchen. 

Betrachten wir zu dem Zwecke die Gleichung: 
x^-i-Ax'-^-Bx + C^O, 
und setzen wir x' = M -{- y, so ergiebt sich: 

xip + M-i- B) Ay — AM~C, 

und wenn wir beide Seiten ins Quadrat erheben: 

(<J + M){f+21M+B], + IM+JS]') - (Äy + AM + Of-0, 

oder entwickelt: 

f + 2(M + B)il' + {M+Bfy + M{M+ ]Sf\ 
+ My'' + 2M(M+B)y — (Am+(:f\ — fl. 

- Ä'y' — '2A(ÄM + C)y I 

Sollen nun in dieser Gfleiehung die mit y^ und y behafteten 
Glieder verschwinden, so mufs man den beiden Bedingungsgleichungen 
genügen : 

A'^SM + 2JS 
2AC—B'- 3M'. 
Eliminirt man also M, so ist die Bedingungsgleichung: 
SB'—6AC—(Ä'-2V)' 
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oder: 

A' — AA'B + B^ 4- {>AC = 0. 
Sodann orhält man: 

i)/"= \ (A' — 2Ji), 
und die Gleichung zur Bestimmung von y wird: 
f = {AM-\- Gf ~ M{M + Bf = C^ - M^ == C^ - ~ {A'' - 2 Bf. 

A' + iA^B — B-- 



.iA^ + Bfi^A-AX 



Substituiert man an Stelle von C seinen Wert 
folgt; 

A''+B V/Tb - A' 
and somit: 

Diese Auflösungsformel ist weit einfacher als die, 
welche die gewohnliche Cardanische Formel geben würde. 
Indessen liegt der G-edanke nahe, dafs sie beide nicht wesent- 
lich von einander verschieden aein dürfen, und dafs sich somit 
die zusammen jfesetztere auf die einfachere zurückführen lasse. Dies 
wollen wir im Folgenden zeigen. 

448. 
Wenn man in der gegebenen Gleichung 

x"-^ Ax^-\-Bx + C=-^0 
setzt x = — - — , so erhält man die transformierte Gleichung: 

in welcher 

^ = -3^*^ + 97? 

q==2A^~9AB'^21C 
ist. Setzt man an Stelle von C seinen Wert, ausgedrückt durch A 
und B, so wird: 

6A'- l&A''B + 9B'^ 

ö = .jx ' 

und hieraus folgt: 

1 , , 1 ., dA'' — $GA'''B—i^A*B'-\-lQSA-B'^ + iiiB^ 
.'f+^P'= -— T^^^ ^ ^ ' 
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T /l 7~, i ~, 3^' — tiX-£ — öl 

V-,i' + ^-1'"- — o- — 

- '2- 3 - (/ 4- e- + W^ -2-A -- ■ 

Ist daher: 

so erhält man: 



uüil somit: 



f^ 



Ist s bekannt, so wird: 



also: 

odür endlich: 






und dies stimmt mit der zuerst erhaltenen Formel, welche, wie mau 
sieht, der einfachste Auadmck von x ist, überdn. 

449. 
Um eine Anwendung dor vorhergehenden Formeln zu 
geben, betrachten wir die Gleichung; 

welcher man genügt, indem man den Unbestimmten x, y, B be/.Iig- 
lieh die Werte 2, — 1, 1 beilegt Hieraus leitet man die zweite 
Lösung 12, 15, 9 oder einfacher, indem man den gemeinsamen Faktor 
unterdrückt, 4, 5, 3 her. Diese liefert in ähnlicher Weise eine dritte 
1265, — 1256, 183, und so fort in aufsteigender Linie ins Unendliche. 
Um dieselbe Reihe in entgegengesetzter Richtung fortunsetzen, 
betriiehten wir die Lösung 5, 4, 3 als gegeben. Wollen wir daraus 
nach der Methode des Artikel 445 die erste Lösung ableiten, so haben 
wir X =5, / = 4, / == 3. Dies giebt in = -- = 0,8, n = -J- = 0,6 
und die Gleichung zur Bestimmung von p ist; 
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über die Gleichung x' -j~ay^ =^bs' 



Hieraus t'ulgt: 



}} = 



Man erhält daher unmittelbar die Lösung 1, p, q oder 1, — 2, — 1 
oder 2, — 1, 1, und dies ist in der That die erate Lösuug, von der 
wir ausgegangen waren. 

Dasselbe Reaultat würde man, jedoeh weniger leicht, aus den 
allgemeinen Formeln ableiten, bei denen man von den HülfsgrÖfsen 
i., ft, V Gebrauch macht, um den Wert von p zu 1 
erhielte alsdann: 



oder näherimgsweise: 



A= 0,9109768 
(1= 1,5690611 
V = — 0,1728540. 



Sodann werden die beiden Gleichungen zur Bestimmung von jj: 
/ + 2,3690611;j + 0,7381228 = 
/ — 0,7690611iJ + 1,0838308 = 0. 
Die aweite Gleichung hat zwei imaginäre Wurzeln; die erste giebt 
die beiden reellen Wurzehi p = — 2,000000, i» = — 0,3690611, 
jedoeh ist der Wert p= — 2, der, wie wir wissen, richtig ist, der 
allein brauchbare. Man kann dies auch ohne Hülfe der Decimal- 
bröehe finden, wenn man beachtet, dafs man im gegenwärtigen Falle, 
wo m = -r- ist, erhält: f* = Te" "h o ■^ — It"^^' ^""^ ferner 

Dieser Wert giebt, in die Formel 

J> - - I (<» + C) + l/f {«' + ^f-l-v 
eingesetzt, die beiden Wurzeln: 

ß = — 2 und J» = ; — fi = -,-. ~ 9- ^ + „ -^ ■ 
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450. 



Man kann bemerken, dafs die Formeln das Artikel 444, iiuf die 
(rleichung 

x'' -\- i/ = Ä 
angewandt, das Hülfsmittei an die Hand geben zur Auffindung von 
unendlich vielen Lösungen dieser Gleichung, sobald man eine einzige 
solche kennt, so dafs also die Summe zweier gegebenen Kuben 
/"' + (/^ auf unendlich viele Arten in die Summe zweier an- 
dern Kuben transformiert werden könnte. Denn setzt man: 
,. _ f(f' + ^fl') . _ _ a dP + ff ') 

so folgt aus diesen Formeln die Gleichung: 

f + 'f-r + !/■•■ 

Mittelst analoger Formeln erhält man: 

f+s'-r + 'f" 

u. s. f. ins Unendliche. Hätte man also f -\- g^ ^ h^, so würde diese 
Lösung der Gleichung x^ -\- iß -\- z^ =' unendlich viele andere liefern. 
Wir wissen jedoch, dafs eine solche erste Losung nicht existiert. 

451. 

Wir beschliefsen diesen Paragraphen mit einem Satze, der bei 
verschiedenen Untersuchungen aus der unbestimmten Änalysis von 
Vorteil sein kann. 

Satz. Hat die Gleichung a;^ — px^ -{- qx ~ r =^0 drei ra- 
tionale Wurzeln, so mufs die Gröfse 

A = p^q^ — 42" + l%pqr — 4p^r — 21r^ 
ein vollständiges Quadrat sein. 

Sind nämlich «, ß, y die drei rationalen Wurzeln der gegebenen 
Gleichung, und sucht man die Werte der GrÖfsen y und s, welche 
auf folgende Weise gebildet sind: 

^ = «V + ß'x + y'ß, 
so müssen diese Gröfsen ebenfalls rational sein. Nun findet man aber 
nach bekannten Formeln: 

y + s^pq — Zr 

j/^r = gS 4- j)»r — 6pqr -j- gr^ , 
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mithin; 

()/ — s'f =p^q' — 4^^ + IBpqr — 4p^r ~ 27 r^ 
Es mufs somit die rechte Seite ein voll ständiges Quadrat sein. 
Nennen wir diese rechte Seite Q'^, so ist 

« - ± (? - ^) - + (« - « (C - r) (r - «), 

und die vorstehende Gleichung läfst sich auf die Form bringen: 

4{p> - 3s)' = (2/ - Sm + it'f + 27 e 
Nimmt man also an, dafs die Zahlen j), q, r ganze Zahlen seien, und 
bringt man p^ — 3^ auf die Form 2''(2m -\- 1), so mufs n gerade 
und zugleich 2m -\- 1 von der Form f^ •\- 3^^ sein; dena wenn eine 
von diesen beiden Bedingungen nicht stattfände, so könnte man die 
linke Seite der Gleichung nicht auf die Form P^ + 27 ^\ welches 
die der rechten Seite ist, bringen. 

Endlich folgt aus eben diesem Satze, dafs, wenn die Gleichung 
x^ — px^ -{- qx — r = 
drei rationale Wurzeln hat, der Ausdruck einer von diesen Wurzeln, 
welcher durch die Cardanisehe Formel dargestellt wird, immer 
von der Form ist: 

wobei A und B und ebenso auch l/A^ + ä-^'^ rational sind. 
Stellt man durch 

V^—pV'' + qV~r = 
die Gleichung dar, deren, positiv oder negativ genommene, Wurzeln 
X, y, s der Gleichung 

a;" + y + ^'' = 

genügen sollen, wo n eine Primzalil ist, so kann man die linke Seite 
durch eine Funktion von j), q, r ausdrücken, welche, gleich Null 
gesetzt, die erste Gleichung des Problems ist. Aufserdem mufs die 
Funktion 

iljf - Hf - {äj>> - 9p,i + 27,f , 

welche für alle Werte voa n dieselbe ist, von der Form 27^^ sein. 

Diese beiden Gleichungen können, wenigstens in speciellen 
Füllen, die Auflösung der Gleichung x" -\- y" -\- e" = erheb- 
Jich erleichtern oder zum Beweis der Unmöglichkeit der- 
selben führen. Man kann ferner noch Folgendes bemerken: 

1) Der Kocfücient p, welcher gleich der Summe t, -{- y -{- s ist, 
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ist, wie weiter unten (im sechsten Hauptteii) gezeigt werden wird, 
stets eine gerade durch n^ teilbare Zahl. 

2) Der Koefficient q, welcher gleich 3;^ -f- »/s -f" ^* '^^i ^^^ stets 
eine ungerade, mit entgegengesetztem Vorzeichen wie p behaftete 
Zahl, welche weder mit p noch mit r einen gemeinsamen Teiler hat. 

3) r ist eine gerade Zahl von entgegengesetztem Vorzeichen wie 
P und teilbar durch n^. 

Man kann in allen Fällen ^J = 1 setzen imd sodann q und r als 
rationale Gröfsen betrachten, die man durch diese beiden Gleichungen 
bestimmen mufs. 

§ 14. 

Methode zur Auflösung der Gleichung ^/ = a -j- hx -^ ex' -j- dx^ -j- cx'^ 

in rationalen Zahlen. 

452. 
Nachdem wir dazu geführt worden sind, die Auflösung der un- 
bestimmten Gleichungen zweiten Grades ausführlieh zu behandeln, 
uiüsseu wir einer Methode Erwähnung thun, welche von 
b'ermat für die rationale Auflösung der Gleichung 

y'^ = a -j- hx -{- cx^ 4" ^^^ + ß^j 
deren rechte Seite ein rationales, den vierten Grad nicht übersteigen- 
des Polynom ist, augegeben worden ist. Die hauptsäcJiHchsten 
Fälle, in denen die Auflösung möglich ist, sind folgende. 

1) Wenn die Zahl a gleich einer positiven Quadratzah) f^ ist, so 
geben die Werte x ^ 0, y ^ f unmittelbar eine Lösung der ge- 
gebenen Gleichung. Um eine andere Lösung zu erhalten, setzcu wir: 

a -\- ix -\- cx^ -i- da? -\- ex^ = (/'+ i»« + Aa:^)^- 
Dies giebt, wenn wir entwickeln und ordnen; 

= f' -\- 2fyx + 2ßx' + 2(fhx^ + /i'a.^ 
— a — bx — ex'' — äx'' — ca^'- 

+ y'^'. 

Nun ist bereits '•n.''' := a. Setzt mau, um die beiden folgenden Glieder 
verschwinden zu lassen, 

2fg~h = 0, 2fh. - c-\-if = 0, 
so erhält man die Werte der Koefficienten .7 und A, nämlich: 

'J=-l!' ''-^■ 
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Da hierdurch die Gleichung auf die beiden einzigen Glieder, welciie 
x^ und x^ enthalten, reduciert ist, so folgt daraus ein rationaler Wert 
vüu X, niimlich: 

_ 2gh - d 

^ e — h'' 

Dieser Wert giebt somit eine neue Lösung der gegebenen Gleichung 
in rationalen Zahlen, wofern nicht 2gh = d oder e = Jt^ ist. 

Bezeichnet man die zweite Lösung durch x = m, und setzt man 
allgemein x = m-\-x', so geht die rechte Seite, nach Einsetzung 
dieses Wertes in die gegebene Gleichung, über in 
d + Vx' -f- c'x'^ ~i- d'x'^ + e'x'\ 
in welcher o' ebenfalls ein positives Quadrat ist. Man kann also in 
derselben Weise verfahren, um einen neuen Wert von x' zu erhalten, 
und so fort ins Unendliche, Hieraus sieht man, dafs ein erster be- 
kannter Wert von x genügt, um unendlich viele andere zu finden, 
abgesehen von einigen besonderen Fällen, die fast nur eintreten 
können, wenn es absolut unmöglich ist, der gegebenen Gleichung 
anders als durch die zuerst gegebenen Werte zu genügen. 

2) Ist der Koefficient e des Gliedes ex^ gleich einer positiven 
Quadratzahl k^, so setze man: 

a -\- ix -\- cx^ -\- dx^ + ea;* = (/' -{- <jx -\- hx^'f. 
Dies giebt, wenn man entwickelt rrnd vereinfacht: 

= f + 2fgx + 2fhx'' + 2ghx'^ 
~ w — Jjx — ex'' — äs? 
+ r/'V. 
Jetzt kann man die Glieder mit x^ und x? zum Verschwindeu bringen, 
wenn man setzt: 

■^ %h' ' %h 

Alsdann reduciert sich die Gleichung auf eine Gleichung ersten Grades 
und diese giebt: 

2/3" -6 
Diese Lösung liefert sodann, wie im vorhergehenden Falle, unendlich 
viele Lösungen; jedoch darf 2fg — 6 nicht gleich Null sein. 

3) Ist die gegebene Gleichung von der Form: 

y^ = fi- ^ )jx ■\- c^ -\- dx^ + ]^x'^, 
so dafs sie zu gleicher Zeit zu den beiden vorhergehenden Fällen 
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gehört, SO kann man von jedem der beiden angegeljenen Hülfsmittol 
Gebrauch machen. Man kann auch sogleich 

setzen, und dies giebt, wenn mau einsetzt, entwickelt und die mög- 
lichen Vereinfachungen vornimmt: 

= 2f!)x ± 2fhx^ + 2ghx^ 
— })x — cx^ — dx^ 
4- <fx'. 
Dieser Gleichung kann man aber auf zwei, verschiedene Arten ge- 
nügen, einmal, indem man ^7 = "t? setzt, wodurch sich 

+ 3ffÄ — d 
ergiebt, das andere Mal, indem man (/ == + -^- set/i, wodurch man 

erhalt. 

4) Hat man eine durch a: = m bcKeichnete Lösung, so setze man 
X •=^m -\- x'\ dadurch wird die Gleichung auf den ersten Fall ziLriick- 
geführt. 

Wir könnten eine grofse Zahl von Anwendungen dieser Methode 
hinzufügen, die sich aus Problemen der unbestimmten Analyais er- 
geben, deren Lösung von Euler in mehreren von seinen Abhand- 
lungen und im zweiten Bande seiner Algebra angegeben worden ist 
Wir beschränken uns jedoch auf ein oder zwei Beispiele dieser Art, 
um eine Vorstellung von diesem Zweige der Analysis zu geben. Der- 
selbe erfordert grofseu Scharfsinn bei der Wahl der zur Lösung 
führenden Hülfemittel, steht jedoch als zu speciell nur in einer ent- 
fernten Beziehung zu unserm Gegenstande. 

453. 
Wir stellen uus die Aufgabe, drei Zahlen x, ij, C von 
der Beschaffenheit zu finden, dafs die drei Formeln 
x' + y' + If, «■ + s' + 2,/, !/= + «>+ ix' 
Quadratzahlen darstellen. 

Da man voraussetzen kann, dafs diese Zahlen keinen gemein- 
schaftlichen Teuer haben, so ist leicht zu sehen, dafs sie alle drei 
ungerade sein müssen. Man küun daher 
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setzen und erhält: 

^■^ + y^ + 2^' = 4-^^ + 4{p + 2q)x + 4(/ + 2.i'0. 
Setzen wir diese GrÖfse gleieb i{x -\- f)^, sü folgt daraus; 

Die zweite Formel giebt analog: 

laul um diese bei<)eii Werte in Übereinstimmung zu bringen, setzen wir; 
f-i-2q'-~ f^ 5= + 2f - <f 
2f— p — 2q-=2(j — q — 2p. 

Hieraus erhalten wir rationale Werte von f und g, nämlich: 

/-lläa + äy), !/ = -J (5i> + 32), 

und vermöge dieser geht der Wert von x über in: 

__ T?)^ — 30pq+7q'' 

^ ^ ■ 8{li + 2) 

Dieser Wert genügt bereits den beiden ersten Bedingungen. Ferner 

erhält man die entsprechenden Werte von y und s durch die Foruielii: 

y = x + 2p, s = x-\-2q, 
MO da^s mau, nach Unterdrückung des gemeinsamen Neunurs, setzen 
iiiimi: 

a!= Ip' - SOpq-i- Iq' 

y = 2'6p^ — Xipq -\- Iq'' 

s= 7y — 14j32 + 2Z<f. 

Substituiert man diese Werte in die Formel »/^ + / + 2x^ uud setzt 

man ^ = 1 + ö-, so hat man noch der Bedingung zu genügen: 

1 + 2* + 2*^ + #ä + -i^d* = einer Qiiadratzahl. 

Nun findet man ohne weiteres ö'^O, oder •9'= — 1, oder'&'= — 2; 
jedoch ergiebt sich hieraus keine Lösung. Ist also, der vorstehenden 
Methode gemäfs, 

1 + 2» + 2»> + a» + i5[9< _ (l + „» + .11»')', 

uud entwickelt man diese Gleichung, so erhs.lt man, wenn man 
« = -— setzt, ^ = 208, demnach p = 209, g = 1, und hierdureh 
ergiebt sich die folgende Lösung; 

« = 18 719, « = 62 609, g = 18 929. 
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Es würde leicht sein, aus diesen noch mehrere andere zu finden, 
jedoch würden dieselben wahrscheinlich kompliciertor sein, obwohl 
die von uns angewandte Methode nicht besagt, dafs die gefundenen 
Zahlen die kleinsten seien, welche der Aufgabe genügen, 

454. 
Es sei ferner die Aufgabe gestellt, drei ungleiche Qua- 
drataahlen X^, y", ^ von der Beschaffenheit zu finden, dufs 
die drei Formeln 

x^ -\.f ^ s\ x^ -\-s^ — ,/, f -|- ^2 _ 3.2 
Quadratzahlen darstellen. 

Man findet leicht, dafs die ersten beiden Bedingungen erfüllt 
werden, wenn man setzt: 

X = /-■ + s' 

«/ = *'" + "TS — S" 

Mau hat also nur noch die dritte Bedingung zu befriedigen, und 
diese geht durch die Substitution dieser Werte über in: 
■r^ — 4r^s^ + s* ^ einer Quadratzahl. 
Ist r = d-s, so reduciert sich die Aufgabe darauf, zu bewirken, dafs 
** — 40'' 4- 1 
eine Qnadratzahl werde. Man konnte # ^ oder •9' =^ 2 setzen, 
jedoch würde sich hieraus keine passende Lösung ergeben. Um andere 
Werte zu erhalten, sei •9' = 2 + 9; dadurch erhält man: 

1 + 169 4" 20^^ + 8tp" -|- 91* = einer Quadratzahl. 
Hetzen wir diese Gröfse gleich (1 + 89 + acp^y und nehmen wir 

sodann k=1, so finden wir qi^ — -^, mithin ■9'= --, r=15, 

s ^ 4, und hieraus folgt die nachstehende Losung: 
x = 24l, 2/ = 269, .s= 149. 
Dies sind wahrscheinlich die kleinsten Werte, welche der Aufgabe 
genügen. Man hätte auch a = — 22 setzen können, wodurch man 
9 = —-, ^ = 7^j oder r^442, s^l61 erhalten hätte. Hieraus 
aber würden sich Werte ergeben, die weit beträchtlicher sind, als 
die vorhergehenden. 
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Mau kann auch einen andern Weg einschlagen, um zu hewirken, 
dafs die Gröfse 1 + lQq> + 20^^ + 8q>^ -\- y* gleich einer Quadrat- 
zahl werde. Stellen wir dieses Quadrat durch (1 + mtp -\- ntp^f dar, 
so erhalten wir, wenn wir diese Gröfsen gleichsetzen und entwickeln: 
= 2mip -\- 2ntp^ -\- 2mn(p^ -|- Ji^fp* 
— Idfp — 2095^ — 895^ — ip'^ 
+ mV'. 
Setzt man: 



so erhält man zwischen m und u die Gleichung: 

(8 + m) )!^ + (m^ - 20m -8)n — Am^ + m + 72 = 0. 
Um nun einen rationalen Wert von « zu erhalten, setzen wir 

m = — 8; dadurch ergiebt eich n ^ tt-, fp = -r^, «ntl tlies ist 

die zweite der beiden, mittelst der andern Methode gefundenen, 
Losungen. 

Entwicklung des ins Unendliclie fortgesetzten Produkts; 
(1 - i) (1 — x') (1 —«•)... . 

455. 
Wir betracliten allgemeiner das Produkt: 

(1+ «2) (1 + «%) (1 + «'J) (1 + o:*«) . . . 
und nehmen an, dafs dieses Produkt, nach Potenzen von s ent- 
wickelt, die Reihe ergebe: 

1 -i- p^ -\- Q^^ -\- n,/ ^ . . ■ ■ 

Setzt man ais an die Stelle von s, so erhält man: 

(1 + i'2)(l + a;'«)(l + a:«2) . . . = I + Pxi+Q:^i' +■■■, 
und somit; 

1 + Fl + Ql' + JSs' -] — (1 + Xü) (1 + Fxi + Qx'f H ). 

Entwickelt man die rechte Seif«, und setzt darauf die KoeiScienten 
gleicher Potenzen von s einander gleich, so ergiebt sieh: 

P— -, -- 



«-- 



- (l_.i)(l_i^- 
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_Qj^ 5" 

I-aj" (l-i)(l .«■)(l-i') 

s. _ «^ ^:! 

1-»' (l-i-)(l-;.-)(l-»-)(l-l') 

u. s. w. 
Tst s = — 1, so wird das gegebene Produlit 

welches wir X nennen wollen, ausgedrückt durch die Reihe: 



(Ä) 1 - -^ 



{i-x)(l-x^(i- 



+ (i_^){i_^=,,i. 



und Kwar sieht man, dafs die Zahler die Trigonalzahlen 1, 3, ö, 10, 
15, ... KU Expouentea haben. Wir wollen jetzt zeigen, wie 
man aus den Nennern der Reihe nach die Faktoren 1 — x, 
1 -~ a;^ 1 — x^, ... wegschaffen kann. 



Ilierzn verwandeln wir jedes Glied der Tleihe in ?wei andere, 
nämlich: 



— in a: + ,— ' — 
~x ' 1—x 

-,-■ in -^ + 






Hiardurch geht die Reihe (Ä), wenn man das erste Glied 1 bei Seite 
läfst, über in: 





1 


- 


X 


' (1- 


!r)(l 




+ 1 


X' 






.*» 




- 


X 


(1- 


t)(l 


er, ' 


»enri 


JI 


lim 


reduciert: 


C-B) 








-X- 


iM 



(1-«)(1^^")(1- 



Da es weseirtliclr ist, das Gesetz zu betrrerken, welclres die Ex- 
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ponenten 2, 5, 9, 14, ... befolgen, werfen wir einen Blick auf das 
Htiten folgende Schema, in welchem dasselbe klar hervortritt. 

Die erste Horizontalreibe ist die der natSrlichen Zahlen, die 
zweite ist die Reihe der Trigonalzahlen oder der Exponenten der 
Zähler in der ersten Reihe (Ä). Addiert man zu jeder Trigonaizahl 
die darüberstehende Zahl der natürlichen Zahlenreihe, so erhält mau 
die Reihe 2, 5, 9, 14, 20, . . ., also die Reihe der Exponenten von x 
m der Reibe (I?), wenn man davon das erste Glied — x ausnimmt, 
dessen Exponent 1 in der Tafel unmittelbar über 2, anstatt neben 2 
wie in der Reihe (B) steht. 

Nachdem dies vorausgeschickt ist, sehen wir, dafs der Faktor 
1 — X aus den verschiedenen Nennern verschwunden ist. Entfernen 
wir ebenso den Faktor 1 — x^, ho geschieht dies, indem wir setzen; 



(1 - a:') (i _ -c^) (1 _ a;4) (1 - a:^) {l-x') ^ (1 - x') (1 - oi») (1 - x') 



Hierdurch geht die Reihe (If), wenn man den ganzen Teil —x — x 
wegläfst, über in: 



oder, wenn man vereinfacht, 

(C) x^ + x'- -^^- + _^_^-^'^_- ,.- 

Die Exponenten 5, 7, 12, 18, 25, .,., welche mit Ausnahme des 
ersten 5 die Reihe (C) der Tafel bilden, ergeben sieh aus den vor- 
hergehenden 5, 9, 14, 20, . . . , indem man zu letzteren die senkrecht 
darüberstehenden Zahlen der natürlichen Zahlenreihe addiert. Was 
den Exponenten 5 der Reihe G anlangt, so steht derselbe in der 
Tafel unmittelbar über 7, gleich als ob er zur vorhergehenden Reihe 
(J5) gehörte. 

Trenne]! wir den ganzen Teil sf' -\- x' von der Reihe (C)* ab, 
und geben wir dem übrigbleibenden Teile die Form: 
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\ erhalten wir, wenn wir vereinfachen, die vierte Reihe: 



^ + - 



(-^'} 



+ 7TTr- 



(1- 



X'){1 



■x<-) 



■c')(,l-x^){l- 



x') 



bei welcher <!er Faktor 1 — «^ nicht mehr in den Nennern vorkommt. 
Ea treten darin die Exponenten 12, 15, 30, 39, ... auf, welche mit 
Ausnahme des ersten tJic Reihe (D) in der Tafel bilden. Man erhält 
dieselben aus den vorhergehenden 12, 18, 25, 33, . . . wenn man zu 
jedem der letzteren die darüberstehende Zahl aus der natürlichen 
Zahlenreihe addiert. 

Mau sieht, dafs es unnötig ist, diese Rechnung noch weiter 
fortzusetzen, dafs man sich vielmehr darauf beschränken kann, die 
Tafel weiter zu berechnen, indem man in jeder Vertikalreihe zu jeder 
Zahl die an der Spitze der Vertikalreihe stehende Zahl a,us der natür- 
lichen Zahlenreihe addiert. Alsdann sind die letzten beiden Glieder 
jeder Vertikalreihe die Exponenten von x in der vereinfachten Reihe 
oder in dem gesuchten Produkt. Was die Vorzeichen dieser beiden 
Glieder anlangt, so geht aus unserer Rechnung deutlieh hervor, dafs 
sie positiv sind bei den Vertikalreihen von gerader Ordnung und 
negativ bei denen von ungerader Ordnung, 



Natilrlicle Zahlen 


1, 2, 3, 


4, 


5, 


6, 


7, 


», 


i), 




[A)... 


1, 3, 6, 


10, 


15, 


21, 


28, 


36, 


45, 




(B) ... 


2, 6, 9, 


14, 


20, 


27, 


35, 


44, 


54, 




(C) . . . 


7, 12, 


18, 


25, 


33, 


42, 


62, 


63, 




(D) . . . 


15, 


22, 


30, 


39, 


49, 


60, 


72, 




(E) ... 




26, 


35, 


45, 


56, 


68, 


81, 




(F)... 






40. 


61, 


63, 


76, 


ao. 




(S) . . . 








,57, 


70, 


84, 


99, 





Mithin ist (las gesuchte Produkt: 
X ^ l — X — x^ + a;^ + ^' — ^^^ 
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457. 
Was «las Gesetz der Exponenten diüses Produkts angeht, 
so ist dasselbe leicht zu finden. Denn da alle Vertikalkolonnen arith- 
metische Progressionen sind, so erhält man, wenn man mit h die 
Zahl aus der natürlichen Zahlenreihe, welche die Ordnung einer 
Kolonne angiebt, bezeichnet, fUr das letzte Glied dieser Kolonne 
l/^f/c-l- l)_j_/;ä oder ^{Z¥-\-h), und für das vorletzte Glied 

Y k (k + 1) + Ä: (fc — 1) oder ~ (^Ti^ — k). Mithin besitzt die Reihe 
der Exponenten 2, 7, In, 26, 40, 57, ... das allgemeine Glied 
y (3£= + Ic) und die Reihe der Exponenten 1, 5, 12, 22, 35, 51, ... 
das allgemeine Glied -^-(^^ — ^)' folglich kann das gesuchte Pro- 
dukt X nur solche Potenzen von x enthalten, welche sich durch 

x^ ~ , wo Ä: eine ganze Zahl ist, darstellen lassen. Diese PotenKen 
haben den Koefficienten + 1? wenn k gerade ist, und — 1, wenn k 
ungerade ist. 

Die Reihe 1,5,12,22,35,. .., deren allgemeines Glied y(37i;^~/0 
lautet, ist eigentlich die der Pentagonalzahlen (siehe oben No. 15G); 
jedoch gehört die andere Reihe 2, 7, 15, 26, 40, . . . ebenfalls zu 
denselben Zahlen. Man erhält sie nämlich, wenn man /c die Werte 
— 1, — 2, — 3, ... beilegt, d. h. das Zeichen von 1: ändert. In der 
That bilden die beiden Reihen nur eine einzige, welche aus dem- 
selben allgemeinen Gliede -^"(3^^ -^ k) abgeleitet wird, wie man im 
Folgenden sieht: 

/; —4, —3, —2, - 1, 0, 1, 2, 3, 4, - ■ ■ 

Pentagonalzahlen: 26, 15, 7, 2, 0, 1, 5, 12, 22, ■ ■ ■ 

Ist Nx" ein beliebiges Glied, welches in der Entwicklung des 
Produkts mehrerer Faktoren 1 — x", 1 — x^ , 1 — x^, . . ., die in 
endlicher oder unendlicher Anzahl vorhanden sein können, vorkommt, 
so stellt der Koefflcient N allgemein die Differenz zwischen der Zahl 
dar, welche angiebt, wie oft sich die Zahl n durch Addition einer 
geraden Anzahl der Exponenten a, ß, y, . . bilden läfst, und der 
Zahl, welche angiebt, wie oft die Zahl n durch Addition eiuer mi- 
geradeii Anzahl dieser Exponenten entstehen kann. 
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458. 
Aus dem soeben bewiesenen Gesetze ergeben kicIi somit für die 
Entwicklung des ins Unendliche fortgesetzten Prodnbta 

(1 -:e)(l -x')(l—x^) ■■■ 
die folgenden Sätze: 

1) Jede Zalil, welche nicht Pentagonalzahl d. h. nicht 

unter der Form Y^^^^i*^) ßßthalten ist, läfst sich auf 
ebenso viele Arten durch Addition einer geraden Anzahl 
der natürlichen Zahlen 1, 2,3, 4, ... bilden, wie durch Ad- 
dition einer iingeraden Anzahl derselben Zahlen. 

2) Jede gerade, oder einem geraden Werte von h ent- 
sprechende Pentagonalzahl, läfst sich einmal mehr durch 
Addition einer geraden Anzahl der natürlichen Zahlen, als 
durch Addition einer ungeraden Anzahl derselben Zahlen 
bilden. 

3) Das Umgekehrte findet statt bei jeder ungeraden 
Pentagonalzahl. 

Dieselbe Entwicklung bietet noch andere weit bemerkenswertere 
Eigenschaften dar, welche man in dem Kapitel de Partitione Nume- 
rorum von Euler's Introd. in Anah inf. und im I. Teile des III, Bandes 
der Nova Acta Petrop. findet. 



Über ähnliche Funktionen, welche, mit einander multiplieiert, Produkte 
von derselben Form geben. 

459. 
Wie wir bereits in § 4 gesehen haben, besitzen die verschiedenen 
quadratischen Teiler einer und derselben Formel f -f- au^ die Eigen- 
schaft, dafs, wenn man zwei oder mehrere, gleiche oder verschiedene 
Teiler mit einander multiplieiert, das Produkt stets durch einen der 
quadratischen Teiler derselben Formel sich darstellen läfst. Eine 
analoge Eigenschaft zeigt sich bei gewissen homogenen 
Funkfcionen aller Grade, nämlich bei den Polynomen dritten Gra- 
des mit drei Veränderlichen, bei den Polynomen vierten Grades mit 
vier Veränderlichen, n. s. w. Wir wollen dies darlegen, indem wir mit 
den Polynomen zweiten Grades mit zwei Veränderlichen beginnen, 
wodurch wir auf die bekaimten Formeln wieder zurückkommen. 
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Sind ß und ß die beiden Wurzeln der Gleichunvt zweiten 
Grades: 

j)^ — (tj) -f- Zi ^ 0, 

so kann man die Formel zweiten Grades 

x^ + axy -\- hy^ 
als das Produkt der beiden Faktoren 

{x + ay) {x + ßy) 
betrachten, da man « + fi = ß, aß^b hat. Ebenso stellt die Formel 

Xi^ + axitfi + J>y^^, 
welche in ähnlicher Weise aus zwei andern Veränderlichen x,, j/j 
gebildet ist, das Produkt der beiden einfachen Paktoren 

(^1 + aj/i) (^1 + ßVi) 
dar. 

Will man jetzt diese beiden Formeln mit einander multipliciereu, 
so nehme man zunächst das Produkt der beiden Faktoren 

(x + ay) (a;i -f- ay,). 
Dasselbe ist: 

xx^ -\- tt{xy^ -|- yXj^) -\- a^yy^ 
oder, wenn man aa — b an Stelle von a' setzt: 

XX, ~ hyy^ + a{xy, + yx, + ayy,). 
Setzt man zur Abkürzung: 

JC = xxi — hypi 
Y'^xy, -\-yx, -\- ayy„ 
so erhält man; 

Aus demselben Grunde hat man, wenn man ß für u setzt; 

(i + /J!,)(ic, + /Jy,) = X + /Jr. 
Multipiiciert man diese beiden Gleichungen mit einander, so ist die 
linke Seite das Produkt der beiden gegebenen Polynome und die 
rechte verwandelt sieh in X^ -\- aXY-\-- bY^. Hieraus erkennt man, 
dafs das Produkt der beiden ähnlichen Funktionen 

x^ + axy + by^, x,^ + ax,yj + ^J// 
dargestellt wird durch eine Punktion derselben Art, nämlich; 
X^-\-aXY+bY\ 
Man kann jedoch das Produkt der beiden gegebenen Polynome 
noch auf eine zweite Art bilden. 
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460. 
Multipliciert man niimlich zuerst x -\- cty mit Xi -j- ßyi, so wird 
(las Produkt gleich XX, -\- ayx^ + §xij^ + aßyy^, oder, wenn man 
diu Werte ß = a~ a, aß =^1) einsetzt: 

xx^ + axy^ + byy^ + «(yx^ — xy,). 
Somit kann mau X und Y die Werte geben: 
X = xXi + axy^ + ''J/yi 
r = 1/3^1 — xy^ , 
und das gesuchte Produkt wird ebenfalls dargestellt durch: 
X' + aXY+bY". 
Daraus, dafs das Produkt zweier Faktoreji von der Form 
x^ + axy + 6/ 
auf zwei yerscliiedene Arten auf die gleiche Form 

X' + aXY'\-bY^ 
gebracht werden kann, folgt, dafs das Produkt dreier Faktoren wie 

a:^ + nxy + hy\ x^' + ax,y, + hy^, x^ -f ax^y^ + öi// 

sich auf vier verschiedene Arten auf diese Form bringen läXst, dafs 

das Produkt von vier Faktoren achtmal von derselben Form ist u. s. w. 

Hat man aligemein n Faktoren von der Form 

x^ + axy + h\f, 

so ist ihr Produkt 2"~^-mal von derselben Form. 

461. 
Wenn die in Rede stehenden w Faktoren einander gleich 
sind, so erhält man auf ebensoviele Arten: 

{x? + axy + Iff = X" + aXYAr b Y^. 

Aber diese Gleichung hat nur eine Losung, wenn man will, dafs 
die unbestimmten Gröfsen X und Y keinen gemeinschaftlichen Faktor 
haben. 

Um diese Lösung direkt zu finden, kann man sich der Gleichung 
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oder 



X+luY+ r]/°'- ~b-[x+\a,j + s}/< - h)' 



bedieueu. Aus dieser erhält man: 

r — 






-M+... 



Auf diese Weise kennt man allgemein die beiden Funktionen X und Y 
für jeden Wert von n. 

462. 
Nehmen wir jetat an, dafs «, ß, y die drei Wuraeln der 
Gleichung 

p^ — ap^ -\- bj) -~ c = 

seien, und entwickeln wir das Produkt der drei Faktoren: 
(i + «j, + o>s) (I + (ij, + ;i^«) {x + yy + fa), 
SO finden wir den folgenden Ausdruck: 
a;i + (a + ß-\- y)x^y + («= + /3= + 5.^)^^^ + {aß + «J- + /??■)«■/ 

+ («'^ + ^V + r'« + «V + ^'« + r'W ^y^ 

+ {«^,J^ + /3V' + fci')xs' + «jSj-;/^ + {eßv + ^V« +/«|3) y'^ 

In diesem Ausdrucke sind sämtliche Koefficienten symmetrische Funk- 
tionen der Wurzeln a, ß, y; sie können somit durch die Koefficienten 
der Gleichung in p ausgedrückt werden. Das in Rede stehende Pro- 
dukt reduciert sich also auf eine vollkommen rutionale Funktion, 
nämlich: 
x^ + ax^y + (((=* — 26) x^b + bxy^ + (ab—'äc) xy0 + (h'^ — 2ac)xs^ 

-\- Gtf -\- acy^z -\- hcyz^ + c^z^, 
und diese Funktion, welche wir mit 'i>(x,y,s) bezeichnen, 
besitzt die Eigenschaft, dafs, wenn man mehrere solche 
Funktionen, in denen die Gröfsen a, b, c dieselben bleiben, 
mit einander multipliciei-t, das Produkt stets eine Funktion 
von derselben Form ist. 
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463. 

Nehmtu wir iidmlich aa, dafs man die vorige Funktiüu0(a;, y, .?) 

mit einer ihnlithen Funktion "5'(«i, J/i, s,), in welcher die Konstanten 

a, h, c dieselbun ^md, multiplicieren solle, so reduoiert sieli diese 

Aufgabe darauf, das Produkt der sechs Paktoren zu bilden: 

^ + «if + «^s , X + ßy -^ ß^s , X +yy + fn 

MultipliLieit man nun zunächst 3; -|- «i/ -j- a^s mit z^ + ay^ -f- a^s, 

lind se(it dann 111 dem Produkte an Stelle von a^ und «* ihre Werte: 
ßJ = aa^ -be + G, K'' = (ö^ - i) «^ - (aö — c) k + ac, 

so wild dieses Piudukt ausgedrückt durch X -\- aY -\- a'Z, wenn 

man setzt: 

X =^- xx^ -}- c(ySi -j- si/i) + «c^^i 

r= xy^ + yx^ —h(yg, + sy,) — (ah — t)sSj 

Z=^xgj-\- sx^ + J/2/i 4- ß Ö/^i + s«^,) + (a^ — i) SSj . 

Mau sieht also, dafs das Produkt der beiden gegebenen Punktionen 

'i?{x,y,£), '^ (3^1, 1/11 ^i) gleich ist dem Produkte der drei Faktoren: 
{X+^Y+^-Z)(X + ßY+fZ)(X + rY+y'Z) 

und somit gleich der durch 0(X, Y, Z) bezeichneten Funktion, welche 

lautet: 

X-' + aX''Y+ («^ ■-- 2b)X'Zi-hXY' -f (ab — 3c)XYZ 

+ (V - 2ac) XZ' + (■ r« + ac Y^Z + bc YZ'' + c'/A 

464. 
Nehmen wir nun an, dal's dieses Produkt mit einer dritten, den 
beiden andern ähnlichen Funktion 't'(iCä?3'3j ^a) niultipliciert werden 
solle, so mufs man offenbar setzen: 

X, = Xx., + c ( r^a + ^y^) + «ciTs, 
yi = ^Vt + y^ — &(r«3 + Zy^) - (ab - c)Zs, 
Z^ = Z^a + Za:^ + Yy^ + a(Ys^^ Zy,) + («^ ~ &)2^„ 
und das Produkt der Funktionen, um die es sich handelt, wird aus- 
gedrückt durch die ähnliche Funktion <t>(Xi, Y^,Z^). 

Ebenso verhält es sich bei einer beliebigen Anzahl von Piink- 
tiüiieu und somit bei einer beliebigen Potenz derselben Funktion. In 
diesem lotzteren Falle kann man zum Resultate jedoch durch ein 
einfacheres Verfahren, als das der sncccssiven Multiplikation ist, ge- 
langen. 
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Mail kann aämlitih mittelst verschiedener bekaiiuter Methoden 
direkt die GrofBen X, Y, Z derart bestimmen, dafa man hat: 

(x-\-ay-i- a's)" = X + « T + «^Z. 
DaKU bat mau nur die linke Seite nach Potenzen von a zu eatwickehi 
und an Stelle der Potenzen, welche höher sind als a^, ihre vermittelst 
der Gleichung «^ = aa^ — ba -\- c reducierten Werte zu substituieren. 
Hierdurch wird die Gröfse >i>''(x,y,z), weiche die n'° Potenz der 
Funktion <P(x,y,ii) bezeichnet, ausgedrückt durch <t>(X, Y, Z). 

465. 
Im Falle n = 2 findet man unmittelbar mit Hülfe der Formelti 
des Artikel 463, wenn man darin x, ^= x, i/i =^ J/, 5, = 2 setzt: 
X = a^ -^ 2cyz -f- acs'^ 
Y=2xy — 2hys-- {ab — c)s^ 
Z=2xs-\-f -^ 2ays + (a^ — b)A 
Diese Werte genügen der Gleichung 

i>'lx,,,l)-<l>{X,Y,Z), 
welches auch die drei Unbestimmten x, y, B sein mögen. 

Stellt man zwischen diesen drei Unbestimmten die Beziehung 
Q = 2xz-\-f + 2ay0 + (a^ — &)/ 
fest, wodurch sich Z = (} ergiebt, so reduciert sich 't>{X, Y, Z) üuf 

Z» + aX^r+ hXY^ -\-cY', 
woraus folgt, dafs die Gleichung 

X3 + MX^r+iZP + cY^= V 
sieh allgemein auflösen läfst. Denn nimmt man die Unbe- 
stimmten derart an, dafs die Bedingungsgleichung Z = erfüllt ist, 
so sind die für X und Y sich ergebenden Werte von solcher Be- 
schafi'enheit, dal's man gleichzeitig V = 't>{x,y, d) hat. 

Setzt miin zu dem Zwecke y = (u — a)B, wodurch sich 

^~ ö_„w y — b~u' 

ergiebt, so erhält man die Lösung; 

X^ 7rr^,c.- (tt' - 2hu' + 8cM + h' — 4«c) 



(b- 



'ü^lF (w' — ««' + ^« — ") 



~(b~uY\j^ {Sa^c ~ 2ab^ — ibc)u -\- b' — 4abc -\- Sc'' ) 
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Will mau, flal'w itie Fmiktiüiifii X iiiicl Y keiueii yemeiusdial'fclicheii 
Teiler haben, so kann niiin ?( = — , 3; = («^ — h)e^ setzen, und ge- 
nügt sodann der Gleichung 

X^ + aX'Y -}- hXY'< + cY'' = V 
durch die Werte: 

X = )/ ~ 2hy^0'- + Scy0^ + (b^ — 4ac) ^ 
Y = — 43(j/3 _ a/s + hys^ — cs^) 

V=y''^ 2ay''3 + hlfz' — 20cj/«a=' — (56^ — 20ac) j/V 
— (8a'c — 2a6ä — 4i.c)i/s^ - (i^ — 4(itc + Sc^ä«. 
Dies sind die Formeln, welche sich aus der Aonahnie Z = ergeben. 
Die Annahmen X^= 0, F^O würden zu ähnlicheu Formeln führen, 
vermittelat deren die Gleichungen 

cY» + acY'^Z + hcYZ'' + c^Z^ = V 
X^ -f {p^ — 2b) X'if + (b^ — 2ac) XZ' + c^Z'' = 7' 
iillg(;niein gelöst würden. 

46(>. 
Betniehten wii' jetzt die Uleichung vierten Grades 
p''- -— «/!■' + öj)'^ — cj) -|- (/ ^ Oj 
deren Wurzeln «, ^, y, d seien, und bilden wir mit Hülfe dieser 
Wurzeln die vier Polynome: 

X + ßy + ß^;^-\- ßhi 

X Jf- yy -\- y^ Z ^ y'^tl 

x+ dy + d'!^-i- dhi, 
Sü ist das l'rodulit dieser vier Polynome eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln a, ß, y, tf; denn ea bleibt dieses Produkt offenbar uu- 
geändert, wenn man diese Wurzeln irgendwie mit einander vertauscht. 
Diese Funktion ist somit ein in Bezug auf x, y, s, u homogenes 
Polynom vierten Grades, dessen Koefficienten sich durch die gegebenen 
Gröfsen a, t, c, ä ausdrücken lassen, wenn man die bekannten For- 
mein zur Bestimmung einer symmeti'ischen Funktion der Wurzeln 
einer gegebenen Gleichung anwendet. 

Da jedoch die grofse Menge der Glieder, aus denen ein solches 
Produkt besteht, einige Scljwierigkeiten bei der Bestimmung der 
Koefficienten bereiten könnte, so kann man annehmen, dafs der 



y Google 



Ü 10. Pfoilukto-aiis ähnliohoG Funktionen. 137 

.Faktor x -j- cty-\- a^u-i- a^s und die drei andern dieseni iilmiicheii die 
Wurzeln der Gleicliiiiig vierten Grades sind: 

j,4 _ ^p3 + iJpS — C'p + D = 0, 
welche man erhält, indem man p aus den beiden Gleichungen 

(j =x-\-py +p^s -j-p^ti. 

= p* — ap^ -}- ^p" — cp -\- d 
eliminiert Mit Hiilfe, dieser Elimination erhält man die Koefficienten 
A, li, ü, D als Funktionen von x, y, s, u, a, h, c, d, und da 1) das 
Produkt der vier Werte von p ist, so ist offenbar 1) die gesuchte 
Funktion, welche sieh aus dem Produkte unserer vier Polynome ergiebt. 

467. 

Wird diese Funktion durch ^{x, y, s, u) dargestellt, und soll 

dieselbe mit einer ähnlichen Funktion <t>(x^, j/j, «j, ii,), in welcher die 

Gröfsen a, b, c, d dieselben sind, multipliciert werden, so braucht 

man nur das Produkt der beiden Polynome zu betrachten: 

rt + «!/ + »"2 + «■« 

Ist dieses Produkt gleich X + « T + k^Z+ a^U, st) findet mau : 
X == xx^ — [/(m!/i + 22j + 2/i'i) — a(J(u^, + ^Wi) — («^ — h)duu, 

l' — !/«! + «Ä + «(»»l + ««1 + </«l )+(«<!- fi)(»3l + '", ) 

H-(o"c — 6c-<iiJ)ii«, 

Z — eiii + yvi + »■»■ - '(»•/i + »»1 + '/"i) — («'' - <:)(««i + 2«i) 

~{ci']> — V~ae + d)mi, 
D-ux, + s<j, + S3, + !»»,+ «(.!!/, + S2, + j«,) + (<>'- !.)(.«, + 2«J 
+ ((»'— 2o4 + £)«»,, 
und das Produlit dec beiden gegebeneu Funiitionen ist <t> (X, 1^, 2, J/). 
Ebenso verbält es sicli bei dem Produitt von drei oder einer gröfseren 
Zahl von Funktionen. Wir glauben jedoch diese Art von Unter- 
suchungenj welche auf alle Grade anwendbar sind, aber zu immer 
verwickeiteren Resultaten führen, nicht weiter ausdelmen zu brauchen. 
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§ 17- 
Über einige Aufgaben, welche sich mehr oder weniger direkt auf die 
unhestimmte Analysis beziehen. 
468. 
Unter den zahlreichen Aufgaben aus der unbestiiniiiten Analysis, 
deren Lösung wir Enler verdanken, wählen wh' die beiden folgen- 
den iius, welche sieh in seiner Korrespondenz mit Lagrange*) finden, 
Aufgabe 1. Fünf Zahlen w, y, s, u, v von der Beschaffen- 
heit zu finden, dafs die um eine Einheit vermehrten Pro- 
dukte von je zweien dieser Zahlen eine Quadratzahl ergeben. 
Um zunächst die drei ersten Zahlen x, ij, B so zu bestimmen, 
dafs die drei (iröfsen xy -^ 1, ys -\- 1, isx -{- 1 Quadratzahlen sind, 
nehme man das Quadrat l^ beliebig an und zerlege V^ — 1 in zwei 
Faktoren m und n, so dafs man hat l* — 1 = m«. Alsdann sind 
die gesuchten drei Zahlen: m, «, m -\- n -\- 21, und diese kann man 
bezüglich für x, y, s nehmen. Mau erhält nämlich mittelst dieser 
Werte: 

xy + \=V^ 

j/^ + 1 = <^n + « + 20 + 1 = {n + rf 
Sx-\- 1^= m(m + w 4- 20 + 1 = (w» + 0^- 
Sucht man sodann eine vierte Zahl u von der Art, dafs, wenn man 
sie mit den drei ersten Zahlen x, y, s verbindet, drei neue Gröfsen 
ux -\- 1, uy -\- 1, US -\- 1 entstehen, welche gleich Quadraten sind, 
so wird diese Bedingung erfüllt, wenn man setzt: 

H-il(l + m){l + n). 
In der That erhält man mittelst dieser Werte: 
ux-{-l=Um{l-{-m){l-^n) + (]^ — mnf^{l^-\-2lm + mnf 
tty-\-l^Un{l-\-m){l-\-n)-{-{V'-mnf = {V-\-2ln-^mnf 

= (3 ;ä + 2i [m -I- w] + mny. 
Sucht man endlich eine fünfte Zahl v, welche, mit den andern vier 
verbunden, jede der Gröfsen vx + 1, vy + 1, vz -\- 1, vw + 1 zu 
einem Quadrate macht, so bezeichne man zunächst durch 
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die Gleichung vierten Grades, deren Wurzeln z, ij, S, u sind; alsdann 
bestimmt sich die gesuchte Zahl v rational durch die t'urmel: 

469. 
Um die Richtiglreit dieser nach Euler aagegebenen Lösung 
darzuthun, mufa man zeigen, dafs die GrÖfse |d -j" ^i ohne dafa g 
speejalisiert würde, ein Quadrat und somit die Gröfse 

iri + 2j,(s + 1)1 + (s - 1)" 
ebenfalls ein Quadrat ist. Nun giebt aber die Gleichung für |; 

mithin reduciert sicii Alles darauf, zu beweisen, dafs die Gröfae 
4S' - 4pi' + 4q? + 2p(s + 1)S + (s + 1)' 

für jeden Wert von | ein Quadrat ist. 

Nun sieht man, dal's diese Gröfse wirklich das Quadrat von 
^1"^— j)§ — ä— 1 darstellt, sobald die Bedingung 

? + 8+1-^11" 

erfüllt ist. Nachdem die Aufgabe bis auf diesen Punkt reduciert ist, 
bilden wir die Gleichungen; 

j; = CT + M + s + H 
q = mn + (m + nXs + «■) + sti 
p' — iq = (m -\- n — s — m)' — Amii -— isu 

= (2l-\-ii)' ~4(l^- 1) -isu 
i(s + 1) = immis + 4 = isii(P - 1) + 4, 
mitbin 

j, _ 4y 4(s + 1 ) _ «(. +11- 4C»). 
Andreiafit'M sieht man leicht, daf? m = 4P^ — 4^ ist und dafs somit, 
da die lechte beite der letzten Gleichung verschwindet, die in Frage 
kommende Bedingung erfüllt ist 

J( t/t h \i m m nur noch diL vier Werte von ^ in die allgemeine 
Formi 1 

zu substituieren wodurch man die vier folgenden Resultate erhält: 
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Vi(jLtui- Uaujitteil. 






„ + i^(.^-i-;?^-i)' 






,„ 1 1 _. /2"'"i.»-.- ly 






"» + ' V . - 1 1 






..- 1 ] /a2--j)2-.-i\' 






"" + ' 1, , - 1 / 






™+i = (^--^7^--)- 




Isl ,,. B. 


m= 1, H = -d,l = 2, ao erhält man ^=1, j/ = 


3, 2 = 8, 


»=-120, 


777480 , ,. ... 1.^7 vi 


ind so be- 


schaffen, 


dafs das um eine Einheit vermehrte Produkt von 


je zweien 



derselben ein Quadrat ist. 



A 


B 


C 


]> 


E 


F 


G 


H 


J 


K 


L 


M 


A' 





P 


Q 



470. 

Aufgabe 2. Jn ein wie in der nebenstehen- 
den Figur in 16 Felder geteiltes Quadrat soll 
man 16 Zahlen A, B, C,... Q einschreiben, 
wülehe folgenden Bedingungen genügun: 

1) Jal's die Sunimo der Quadrate der Zahlen in jeder 
der vier Horizontalreihen, ferner auch in jeder der vier 
Vertikalreihen und in beiden Diagonalen dieselbe ist. 
Dies giebt 10 Bedingungen, 

2) dafs, wenn man in zwei beliebigen Horizontaireihen 
die über einander stehenden Zahlen multipliciert und die 
Produkte addiert, diese Summe, z. B. ÄE->rBF -\-GG + DH, 
stets gleich Null ist, und dafs dasselbe gelten soll bei zwei 
beliebigen Vertikalreihen. Dies giebt 12 Bedingungen. 

Man hätte also im Ganzen 22 Bedingungen zu erfüllen und nur 
16 Unbekannte. Indessen bemerkt Euler, dafs es unendlich viele 
Arten giebt, dieser Aufgabe zu genügen. Er war im Besitz der 
allgemeinen Lösung derselben und gab als Beispiel das folgende 
Quadrat : 



CS, 


-29, 


41, 


- 37 


1", 


31, 


79, 


32 


59, 


28, 


'■-23, 


61 


11. 


— 77, 


8, 


49 



Die Auflösung dieses Problems ist nicht veröffentlicht worden, 
und es wäre sehr zu wünschen, dafs dies geschehe, wenn man sie 
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iiiiter den noch nicht gedruckten Manuskripten des Verfassers finden 
könnte; denn wie man sieht, würde es sehr schwierig sein, sie wieder- 
herzustellen 

471. 

In der Einleitung, Artikel X, haben wir gesehen, dafs, wenn eine 
gegebene Zahl N die Form 2^-ttß'y--- hesitzt, wo a, ß, y,... un- 
gleiche Primzahlen sind, die Summe der Teiler der Zahl N gegeben 
ist durch die Formel: 

(2-+^-l)(l-^u)(l + ß)ii-hy) ■■ 

Hätte man an Stelle des einfachen Faktors a den doppelten Faktor 
a^, so würde dieser Paktor in der Formel anstatt durcli l -\- a durch 

1 -|-'' + '*^ oder T- vertreten sein, ebenso würde bei dem Faktor 

«^ die Formel i^en Faktor 1 + a + o^ + «^ oder — £-^- enthalten, 
u. s. w. Dasselbe findet Anwendung auf die ■ andern Faktoren, die 
auch nicht einfach zu sein brauchen. Wir geben im Folgenden 
einige Anwendungen dieser Formel. 

I. Hat man n so gewählt, dafs 2" — 1. eine Primzahl ist, und 
setzt man: 

N = 2''-U2"—l), 
so ist die Summe der Teiler der Zahl N der vorher angegebenen 
Formel zufolge gleich 

2-(2--l); 
mithin ist die Summe doppelt so grofs als die Zahl iV, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, die Zahl iVist gleich der Summe ihrer aliquoten 
Teile. Die einfachsten derartigen Zahlen, denen man den Namen 
„vollkommene Zahlen" beigelegt hat, sind: 

23(2^ — 1) = 28, 2'(2S--1) = 496, 2^2' — 1) = 8128, 
2i2(2i3_i) = 2'^-8191 = 33550336 u. s. w. 

II. Will man eine Zahl N von der Beschaffenheit haben, dafs 
die Summe ihrer Teiler, JV mit einbegriffen, dreimal so grofs als N 
sei, und setzt man N ^2" • aßy ..., wo a, ß, y.. ungleiche Prim- 
zahlen sind, so mufs man der Gleichung 

oder der Gleichung 

""« " ■ "p" " "y ■""' V-l-'-l 
Genüge leisten. 
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Ist n = 2, so wird die reclite Seite gleich -=-■ Setzt man also 

ff ^ 7 , so erhalt man — „ — ^ — = - -- , eine Gleichung, 

«lie unmöglich ist, weil die Nenner ß, }",■■■ ungerade sind. 

lat n = ä, so erhalt man — -! — ■ — ^ i . . . = — - = — . JJaraus 
ergiebt sich a^5 und — — ^ ■■■== — ^—-^ mithin ist /3 = 3, und 
eine der gesuchten Zahlen ist 2^'3-5 = 120. 

Die Annahme w = 4 führt zu etwas Unmöglichem. Ist daher 
n = b, so wird — ^ g ^ Ts" ^ aT' " « = 3, /i=7, 

so erhält man = ■ „ = 1. Mithin sind keine andern Prim- 

7 *■» 

zahlen weiter anzuwenden als 3 und 7, und es ist die zweite der 
gesuchten Zalilen gleich 2^-'&-l = 672. 

Da die Fälle « =• 6 und « = 7 zu keinem Resultate führen, so 
sei M = 8. Dann ist — "^^ ■ --^ ■ ■ • = -^ ■ Setzt man k == 7, 
,J=73, SO Wird ^''-.-|— ...=--- =_;j-. lsty = 37,.J = 19, 

so ergiebt sieh = — ■ Hieraus folgt sehliefslich e = 5, und 

die gesuchte Zahl ist iV= 2^-5- 7 ■ 19-37 -73. Dieses Resultat be- 
stätigt man unmittelbar durch die allgemeine Formel, aus welcher 
sieh die Summe der Teiler gleich 

(2"- 1) 6 . 8 ■ 20 - 38 ■ 74 = 2** ■ 3 - 5 ■ 7 ■ 19 ■ 37 ■ 73 = 3if 



III. Um eine Zahl N von der Beschaffenheit zu erhalten, dafs 
die Summe ihrer Teiler, N mit einbegriffen, viermal so grofs a.ls 
M ist, mufs man die Gleichung auflösen: 

Ist m ^ 3, so ist die rechte Seite gleich —r- = -;- ■ -q- ■ Man 

erhält daher zunächst « = 5, Wegen des Faktors -5- aber erkennt 

man, dafs, wenn man ^ = 3 setzt, der Faktor ß^ an die Stelle von j5 

tritt. Man mufs also -■ ,, = -— an Stelle von — ,-- nehmen und 

, 16 13 16 T j. 1 .<> i 16 14 8 

setzen — ^ - • ^ä" ■ '^'' dann ;■ = l.i, so setze man - - = , ., ■ -„ - 
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Dies giebt schliefslich tf = 7 und die gesuchte Zahl ist: 

Setzt man fi = 5, so findet man in ähnlicher Weise 
Ä'=2'*-3ä-5-7 = 30240, 
eine Zahl, die noch einfacher ist als die -vorhergehende. 

IV. Will man eine Zahl N von der Beschaffenheit finden, dafs 
die Summe ihrer Teiler, iV" mit einbegriffen, fünfmal so grofs als JV 
sei, so mufs, wenn man die höchste in N aufgehende Potenz von 2 

mit 2" bezeichnet, der alliremeinen Formel zufolge — — r-^ ■ gleich 

dem Produkte mehrerer Faktoren sein, von denen jeder bei einem 

einfachen in N aufgehenden Faktor a die Form — , bei jedem 

doppelten Faktor «^ die Form ^ u. s. w. besitzt. 

Ist n = 1, so erhält man: 

640 128 _ 1 + 17 U ^^^+^+3' + '^' 6^^ 8 _^ 1-j-" 4 

255'^3-17~ 17 '27'33 3"" ' 40 ' 40 5 5 '3' 

Der Faktor — zeigt an, dafs die gesuchte Zahl durch 3* teilbar ist; 
mithin mufs man die Rechnung von Neuem anfangen und setzen; 



Da alle diese Faktoren von der Form — — -- sind, so ist die Rech- 
nung beendet und die gesuchte Zahl ist: 

-W"=2^3*-ll^-5.7-17.19. 
In gleicher Weise würde man finden: 

ä^=2'-35.7^-5-1;M7-19, 
eine ZahJ, die ein wenig einfacher ist als die vorhergehende. 

472. 
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, zwei Zahlen Ä und 
B von der Beschaffenheit zu finden, dafs eine jede von 
ihnen gleich der Summe der Teiler der andern, diese nicht 
mit einbegriffen, ist. Wir nehmen, um die Auflösung zu erleich- 
tern, an, dafs diese beiden Zahlen dargestellt seien durch A^2"'-}', 
B = 2'"-aß, wo ß, ß, y Primzahlen sind. Da die Bedingung der 



y Google 



144 



Vierter Hanptteil. 



Aufgabe erfordevt, daXs die Summe der Teiler von Ä sowohl wie die 
Summe der Teiler von B gleich A -\- B sei, so erhalten wir die 
doppelte Gleichung: 

(2.+1 _ l)(l + ,) _ (2..+1 - 1)(1 + „)(1 + « _ 2-(„ß + 7). 
Hieraus folgt zuerst: 

1 + r - (1 + «)(i + ß), 



(liier; 
ferner: 



r-o+ß' 



„ß-(2'-m, + ß)~2-+'-l. 

Diese läfst sich auf die Form bringen: 

(„ _ 2- + l)(ß - 2- + 1) - 2'-. 

Hiernach scheint es, als ob jede Art, 2^'" in ungleiche Faktoren zu 

zerlegen, eine Lösung gehen uiüfate. 

Die erste Art der Zerlegung, welche sich darbietet, besteht darin, 

dafs man setzt: 

« - 2- + 1 _ 2—M |._3.2»— -1 

! dies giebt: { 
/3 — 2-"+ 1 = 2-+i) ^ |/i = 3-2'"-l 

und hieraus folgt: y = 9 - '2^^"'—' — 1. 

Damit jedoch diese Lösung zulässig sei, müssen die auf diese Weise 

bestimmten Zahlen ce, ß, y Primzahlen sein. Giebt man m der Reihe 

nach die Werte 2, 3, 4, . . ., so erhält man die in der nachstehenden 

Tafel enthaltenen Werte: 



•» 


« 


f 


r 


A 


B 


^ 


5 


11 


71 


284 


220 


3 


11 


23 


287 






4 


23 


47 


1151 


18416 


17296 ■ 


5 


47 


96 


4607 






6 


96 


191 


18431 






7 


191 


383 


73727 


9437056 


9363684 


8 


383 


767 


294911 






9 


767 


1635 


1179647 






10 


1535 


3071 


4718691 






U 


3071 


6143 








12 


6143 


12287 








13 


12287 


24575 








14 


24676 


49161 








15 


49161 


98303 
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Wie man sieht, sind die Zahlen 2, 4, 7, für m gesetzt, von der 
Art, dafs die daraus entstellenden Werte von a, ß, y Primzahlen 
sind. Dies giebt die drei Lösungen, welche in der Kolonne A und 
in der Kolonne B enthalten sind. Jedoch giebt diese Tafel, bis zu 
m = 15 fortgesetzt, keine Losung weiter. 

Um eine andere Auflösungsformel zu erhalten, kehren wir zu der 
Gleichung 

(„_2-+l)(/i-2-+l) = 2"' 

Kurück. Dieselbe iäfst sich allgemein in zwei andere zerlegen wie folgt: 

ß-2- + 1 =2"'-'' 

und aus diesen ergiobt sich: 

« = (2' + l)2— "-1 
f - (2c + 1)2- - 1 

, _ (2/' + lys'—,' - 1. 

Die Zahl fi, welche in diesen Formeln willkürlieh bleibt, mnfs 
ungerade sein, denn wäre sie gerade, so würde der Wert von y all- 
gemein von der Form p' — 1 und somit keine Primzahl sein. 

Wir hatten den Fall fi ^ 1 bereits gehabt. Wir dürfen aber 
nicht [1^3 setzen, weil alsdann 2'' + 1 = 9 wäre, und es somit 
unter den Werten von a und ß stets einen gäbe, weicher in der 
Form p^ — 1, die nur einer zusammengesetzten Zahl zukommen kann, 
enthalten wäre. 

Es sei also ft = 5. Dann erhält man die Formeln; 
ß = 33-2'"-^— 1 
^ = 33- 2"-- 1 
3. = (337-22'"-^— 1. 
Setzt man m = 8, so ergiebt sich « = 263, ß^SUl, }' = 2230271; 
jedoch folgt hieraus keine Lösung, weil y durch 463 teilbar ist. 
Einige weitere Versuche in Bezug auf den Wert von m sind ebenso- 
wenig von Erfolg. 

Setzt man endlich fi = 7, ao erhält man die neuen Formeln: 
R = 129-2™-^ — 1 
^ = 129.2™ — ! 

Ist iw = 8, so wird « = 257, |3 = 33023, j- = 8520191. Hieraus 
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ergiebt sich, da die beiden ersten Zahlen Primzahlen sind, eine 
Lösung, falls auch y eine Primzahl ist. Diese Lösung würde sein 

Die Aufgaben, die wir soeben behandelt haben, gehören zu den- 
jenigen, mit welchen sich die Mathematiker zur Zeit Fermat's d.h. 
gegen die Mitte des 17'^" Jahrhunderts beschäftigten. Wir haben 
dieselben hier angeführt, weil die Methode, welche zu ihrer Auflösung 
führt, nicht allgemein bekannt ist. Man vergleiche über diesen Gegen- 
stand den dritten Band der Briefe vonDescartea und die „Influence 
de Fermat sur son si^cle" betitelte Schrift von Genty. 



Über eine andere Aufgabe, welche durch die Art, wie man zu ilirer 
Auflösung gelangt, bemerkenswert ist. 

473. 

Die Liebhaber des Schachspiels wissen, dafs man den Springer 
von einem gegebenen Felde aus die 64 Felder des Schachbrettes 
durchlaufen lassen kann, ohne dafs derselbe zweimal Über das nämliche 
Feld hinwegginge. Einige Mathematiker haben sich mit dieser Auf- 
gabe beschäftigt und dieselbe analytisch behandehi wollen; jedoch ist 
Euler der einzige, dem es gelungen ist, in systematischer Weise 
eine grofse Anzahl von Lösungen derselben zu finden (Abb. der Ak. 
d, W. zu Berlin. 1759). Das Verfahren dieses berühmten Gelehrten 
ist ebenso sicher wie geistreich; es bestellt darin, dafs man die 
Lösung mittelst eines wirklichen Ganges des Springers zunächst 
probeweise versucht. Es gelingt leicht, diesen Gang soweit fort- 
zusetzen, dafs nur noch eine kleine Anzahl von Feldern zu durch- 
laufen bleibt. Die durchlaufenen Felder werden auf dem Papier (wo 
man sich ein Schachbrett von geringer Ausdehnung zeichnet) der 
lleihe nach mit den Ziffern 1, 2, 3 bis 58 bezeichnet, falls Ö8 das 
Feld ist, bei welchem man anhalten mufs. Die übrig bleibenden 
Felder werden durch die Buchstaben a, i, c,. . . bezeichnet. 

Es handelt sich sodann darum, die Übrigbleibenden Felder unter 
diejenigen einzureihen, welche einen Umlauf bilden und durch Ziffern 
markiert sind. Dies läfst sich ausführen mit Hülfe mehrerer allge- 
meiner Regeln, welche von Euler angegeben sind, und die wir dar- 
legen wollen an einem Beispiele, bei welchem sie fast alle Anwen- 
dung finden. 
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474. 
Wir nehmen an, dafs man den öpringer vom Felde 1 aus die 
Felder 2, 3, 4, . , . bis zum Felde 60, bei woleliem man anzuhalten 
gezwungen ist, habe durchlaufen lassen, so dals alao noch vier leere 
Felder übrigbleiben, die wir mit den Buchstaben a, h, c, d bezeichnen, 
wie aus folgendem Schema ersichtlich ist: 



55. 


68. 


29. 


40. 


27. 


44. 


19. 


22 


60. 


39. 


56. 


43. 


30. 


21. 


26. 


45 


57. 


54. 


59. 


28. 


41. 


18. 


23. 


20 


38. 


51. 


42. 


31. 


8. 


25. 


46. 


17 


.iS. 


32. 


37. 


o. 


47. 


16. 


9. 


24 


50. 


3. 


52. 


33. 


30. 


7. 


12. 


15 


1. 


35. 


5. 


48. 


b. 


14. 


c. 


10 



4. 49. 2. 35. 6. 11. d. 13. 
Ich bemerke zunächst, dafs der Springer von dem Felde 1 auf die 
Felder 32, 52, 2, von dem Felde GO auf die drei Felder 29, 50, 51 
und von dem Felde a auf die acht Felder 3, 51, 59, 41, 2.5, 7, ft, 5 
übergehen kann, was ich folgend ermafsen darstelle: 
1 1 32, 52, 2 ■ - ■ ^ 

60 i 29, 59, 51, - ■ ■ _B 
a { .3, 51, 59, 41, 25, 7, h, 5. 
Jedesmal nun, wenn eine der Zahlen A, welche zu dem Felde 1 
gehören, derart ist, dafs eich A — 1 unter den zum Felde 60 ge- 
hörenden Zahlen S vorfindet (wie es bei diesem Falle zutrifEt, wo 
man -4^52 und B ^ 51 nehmen kann), kehrt der Umlauf 1, 2, 
3, ■ - ■ 60, welcher nicht in sich znrückkohrt, weil man von dem 
Felde 60 nicht zum Felde 1 übergehen kann, wieder in sich zurück, 
wenn man ihn aus den beiden Teilen: 

60, 59,--- ^ : 1, 2, 3--- n, 
welche in unserm Beispiel lauten: 

CO, 59,- ■•52 ; 1, 2, 3---51, 
zusammensetzt. Um diese Vertauschung auszudrücken, ist es besser, 
ein neues Schema anzufertigen, welches aus dem vorhergehenden 
entsteht, wen]i man alle Zahlen des Teiles 1, 2, 3 ... 51 an ihrem 
Platze lülst, dagegen die Reihe 60, 59,.., 52 durch die umgekehrte 



y Google 



14 



Vierter Hauptteil. 



Reihe 52, 53,... 60 ersetzt, d. h. wenn man von 112 jede der Zahlen 
von 52 bis 60 abzieht. Das neue aus dieser Operation sich ergebende 
Schema ist folgendes: 



(11) 



67. 


M 


29. 


40. 


27. 


44. 


19. 


22 


62. 


39 


66. 


43. 


30. 


21. 


26. 


45 


66. 


68 


63. 


28. 


41. 


18. 


23. 


20 


38. 


51 


42, 


31. 


8. 


26. 


46. 


17 


59. 


32 


37. 


a. 


47. 


16. 


9. 


24 


ÖO. 


3 


60. 


33. 


36. 


7. 


12. 


15 


1. 


34 


5. 


48. 


h. 


14. 


c. 


70 


4. 


49 


2. 


36. 


6. 


11. 


d. 


13 



Das Schema (I) bot einen Umlauf von 60 Feldern dar, welcher 
nicht in sich zurückkehrte. Dieses zweite Schema giebt einen in 
sich zurückkehrenden Umlauf, da man von dem Felde 60 auf daa 
Feld 1 übergehen kann uml umgekehrt. Ein solcher Umlauf hat 
aber den Vorteil, dafs man in denselben irgend eins der fehlenden 
Felder a, h, c, ä einreihen kann. Wir wählen das Feld a, weil man 
von dem Felde a nach einander zu den Feldern h und d gelangen 
kann, so dafa die drei Felder a, h, d auf einmal in den Umlauf 
eintreten, 

475. 

Da es acht Felder giebt, von welchen ans der Springer nach 
dem Felde a gelangen kann, nämlich 51, 53, 41, 25, 7, h, 5, 3, 
so erhält man (da h nicht gerechnet werden darf) 7 Arten, die 
Operation auszuführen. Dieselben würden alle in gleicher Weise zum 
Ziele führen. 

Wählt man das Feld 51, so kann man den neuen, ans 63 Fel- 
dern bestehenden Umlauf folgen derma fsen festsetzen: 
.52, 53, ...60 I 1, 2, 3, ...51, a, h, d. 

Man mufs daher ein drittes Schema bilden, welches aus dem Schema (II) 
entsteht, indem man 1, 2, 3, ..9 an die Stelle der Reihe 52, 53, .. 60 
setzt, d. h, indem man 51 von jeder dieser Zahlen abzieht, sodann 9 
zu jeder Zahl der Reihe 1, 2, 3,... 51 addiert und sehliefsiich 61, 
62, 63 an die Stelle von a, b, d setzt. Das Resultat ist folgendes: 
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18. Eine auf das Schachbrettsich beziebende Aufgabe, 



59. 12. 
10. 43. 



38. 


49 


5. 


52 


2. 


37 


61. 


40 


46. 


61 


9. 


42 


14. 


57 


11. 


44 



36. 


63. 


28. 


31 


39. 


30. 


35. 


54 


50. 


27. 


32. 


29 


17. 


34. 


65. 


26 


66. 


25. 


18. 


33 


45. 


16. 


21. 


24 


62. 


23. 


c. 


19 


15. 


20. 


63. 


22. 



13. 58. 

Es ist daher nur noch das 64'° Feld c in den Umlauf einzu- 
reihen. Zu dem Zwecke bemerken wir, dafs man von dem Felde 25 
zum Felde c, ebenso wie vom Felde 24 zum Felde 63 gelangt, so 
dafs mau den voüständigen Umlauf bilden kann; 

1, 2, 3 ■ ■ ■ 24 I 63, 62, ■ ■ ■ 25, c. 
Um denaelben in einem vierten Schema darzustellen, hat man in dem 
Schema (III) an den Zahlen 1, 2, 3, ■ • ■ 24 nichts zu ändern, ferner 
25 an die Stelle von 63, 26 an die Stelle von 62 u. s. w, zu setzen, 
d. h. von 88 alle Zahlen von 25 bis 63 abzuziehen, und endlich 64 an 
1 c KU setzen. Das Resultat dieser Operation ist folgendes: 
6. 3. 50. 39. 52. 35. 60. 57 
5. 36. 49. 58. 53. 34 
2. 51. 38. 
37. 48. 
42. 27. 
9. 46. 43. 



3 Stelle ^ 



(IV) 



1 


40 


4 


7 


41 


28 


S 


47 


29 


12 


10 


45 


13 


30 



56. 59 
17. 54. 33. 62 
32. 63. 18. 55 



21. 24 
14. 31. 26. 23. 64. 19 
11. 44. 15. 20. 25. 22. 
Da in diesem neuen Schema alle Felder ausgefüllt sind, su ist das 
Problem gelöst, d. h. der Springer wird, wenn er vom Felde 1 aus 
auf die durch 2, 3, - - ■ bezeichneten Felder übergeht, alle Felder des 
Schachbrettes durchlaufen, ohne auf dasselbe Feld zweimal zu gelangen. 
Jedoch kehrt der Gang, den wir soeben skizziert haben, nicht in sich 
zurück, da man vom Felde 64 nicht zum Fehle 1 übergehen kann. Mithin 
haben wir die allgemeine Aufgabe noch nicht gelöst, da diese 
voraussetzt, dafs der Springer von einem beliebigen Felde ausgehe. 

476. 
Um der Aufgabe allgemein zu genügen, müssen wir ein 
Mittel linden, um den nicht in sich zurückkehrenden Umlauf, welchen 
das Schema (IV) an die Hand giebt, in einen in sich zurückkehrenden 
zu verwandeln. 
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Bei dem gegenwärtigen Zustande des Schemas (IV) sind die 
äufaersten Felder 1 imd 64 au weit von einander entfernt, als dafs 
man durch eine einzige Operation einen in sich aurückk ehrende]! 
Umlauf erhalten könnte. Man kann nur die Endfelder einander 
wieder nähern, wenn man an Stelle des Umlaufs des Sehemaa den 
folgenden Umlauf setzt; 

64, 63, ■■■28 I 1, 2, 3--.27, 
Um denselben darzustellen, hat man in dem Schema (IV) au den 
Zahlen 64 bis 28 nichts zu ändern, dagegen für jede der Zahlen von 
1 bis 27 die Ergänzung derselben zu 28 zu nehmen, wodurch man 
das folgende Schema erhält: 



(V) 



Null sind die den beiden Endt'eldern beujielibitrten Felder die folgenden ; 
1 I 26, 38, 54, 12, 2, 14, 16, 28 
64 { 13, 43, 63, 65, 
imd da die Zahl 14 der ersten Zeile die Zahl 13 der zweiten Zeile 
um eine Einheit übersteigt, SD kann mau einen in sich zuriiekkehreu- 
deu Umlauf bilden mit Hülfe der beiden Reihen: 
64, 63,.- -14 I 1, 2, 3,-- ■ 13, 
und awar erhält man das neue, diesen Umlauf darstellende Schema 
aus dem vorhergehenden, indem man an Stelle der Zahlen 1, 2, ■■-13 
ihre Ergänzung zu 14 setzt. Dies giebt das sechste 8eLema: 
22. 25, 50. 39. 52. Sb. 60. 67 
27. 40^ 23. 36. 49. 58. 63. 34 
24. 21. 26. 51. 38. 61. 56. 59 
41. 28. 37. 48. 3. 64. 33. 62 
20. 47. 42. 13. 32. 63. 4. 55 
29. 16. 19. 46. 43. 2. 7. 10 
18. 45. 14. 31. 12. 9. 64. 6 
15. 30. 17. 44. 1. 6. 11. 8. 
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56. 
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41. 


28. 


37. 


48. 


11. 


64. 


3.3. 


62 


20. 


47. 


42. 


1. 


33. 


63. 


10. 


56 


29. 


' 16. 


19. 


46. 


43. 


12. 


7. 


4 


18. 


45. 


14. 


31. 


2. 


5. 


64. 


9 


15. 


30. 


17. 


44. 


13. 


8. 


3. 


6. 



(VI) 
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Wir liaben behauptet, dafs bei einem solchen in sich zurück- 
keiirenden Gange, wie wir ihn soeben in diesem letzten Schema 
erhalten haben, der Springer von einem beliebig gegebenen Felde 
aus alle Feldec des Schachbrettes durchlaufen kann, und zwar kann 
dies auf zweierlei Weise geschehen. 

Will man nämlich z, B, vom Felde 38 ausgehen, so kann man 
zwischen den beiden folgenden Gängen, YOn denen der eine die Uni- 
kehrung des andern ist, wählen: 

38, 39, ■■-,63, 64, 1, 2, . . . 37 



38, 37, ■■•, 2, 1, 64, 63, 



-39. 



Demnach ist die Aufgabe durch das Schema (VI) in ihrer ganzen 
Allgemeinheit gelöst. Wir werden aber sogleich zeigen, dafs man 
luiB einer bekannten Lösung unmittelbar eine grofse An- 
zahl anderer erhalt. Zunächst jedoch wollen wir noch ein zweites 
Beispiel für die Art und Weise geben, wie man einen nicht in sich 
zurückkehrenden Umlauf zu einem in sich zurückkehrenden macht. 

477. 
Zu diesem Zwecke sei das folgende Schema gegeben; 
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41. 


12. 
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60 
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11. 
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24. 


49. 


68 
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63. 
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61. 


66 


69. 


22. 


16 
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62. 


27. 


62. 


39 


48. 


31. 


60 


28. 


43. 


8. 


47. 


30 


51. 


16. 


21 


63. 


46. 


29. 


38. 


6 


20 


35. 


32 


44. 


7. 


2. 


19. 


34 


37. 


4. 


17 


1. 


64. 


46. 


6. 


3 


18. 


33. 


26. 



Weil die den beiden Endfeldern 1 mid 63 benachbarten Felder 
die folgenden sind: 

1(2, 46 

64 ( 19, 29, 63, 

latmi man den Gang des Schemas in drei andere umwiindeln, niimlicb 

64, 63, ■ • • 46 I 1, 2, 3, ■ ■ ■ 46 

1, 2, 3, ■ • ■ 19 I 64, 63, ■ ■ • 20 

1, 2, 3, ■ • • 29 I 64, 63, ■ ■ • 30. 

Indessen gewähren diese drei Kombinationen wenig Vorteil, weil die 
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Vierter Hauptteil. 



Felder 1 und 64 nur den Übergang zu zwei oder drei andern Feldern 
gestatten. Nach einigen Versuchen findet man, dafs der folgende, 
aus drei Teilen bestehende Umlauf 



30, 31,- 



I 1, 2, 3, ■■ - 29 I 64, 63, ■ 



■47 



den Vorzug verdient, weil die Endfelder 30 und 47 in die Mitte des 
Schemas kommen, und daher mehr Aussieht vorhanden ist, dafs man 
durch sie zu einem in sieli zurückkehrenden Umlauf gelange. 

Um diesen neuen Gang darzustellen, mufs man in dem gegebenen 
Schema 29 von den Zahlen von 30 bis 46 abziehen, ferner 17 zu 
den Zahlen der zweiten Reihe 1, 2, ... 29 addieren und schliefsiich 
alle Glieder der dritten Keihe 64, 63, . . , 47 von 111 subtrahieren. 
Man erhält so das folgende Schema: 

31. 40 
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43. 
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26. 
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44. 


59. 


10. 
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25. 
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1, 


60. 


48. 


n. 


46. 


9. 


22. 


37. 


t5. 


24. 


19. 


36. 


6. 


8. 


18. 


47. 


16. 


23. 


20. 


35. 



Bei diesem Gange kann man von jedem der beiden Endfelder 
1 und 64 zu acht andern Feldern übergehen, nämlich: 

1 I 2, 6, 8, 36, 4G, 44, 50, 52 ... « 
64 { 63, 37, 5, 19, 17, 49, 27, 5.^ . . . b. 

Ist jetzt a eine Zahl der ersten Reihe, und findet man unter den 
Gliedern h der zweiten Reihe die Zahl « — 1, ao kann man einen 
in sich zurückkehrenden Gang aus den folgenden beiden Teiäen 
bilden: 

1, 2, ...«.— 1 I 64, 63, ■■■ a. 

Dies trifft nun zu, wenn niuii a = 6 und a = 50 setzt, weil 
sich 5 und 49 unter den Zahlen i vorfinden. Man erhält somit die 
beiden folgenden in sich zurückkehrenden Umläufe: 

1, 2,..- 5 I 64, 63,--- 6 
1, 2,.-. 49 I 64, 63, ■•■ 50. 
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Hieraus ergeben sich die beiden Schemata: 



(«) 



13. 


58. 


41. 


28. 


19. 


16. 


39 


30 


42. 


27. 


14. 


69. 


40. 


29. 


8 


17 


!>7. 


12. 


43. 


20. 


16. 


18. 


31 


38 


44. 


21. 


26. 


11. 


60. 


7. 


2 


9 


2!>. 


m. 


45. 


6. 


1. 


10. 


37 


32 


22. 


63. 


24. 


61. 


48. 


33. 


64 
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55. 


46. 


61. 


34 


6. 


62. 


49 


36 


52. 


23. 


,54. 


47. 


50. 


3,6. 


4 


63. 


57. 


12. 


29. 


42. 


63. 


00. 


31 


40 


28. 


43. 


68. 


11. 


.30. 


41. 


52 


61 


13. 


56. 


27. 


64. 


59. 


62. 


39 


32 


26. 


49. 


44. 


65. 


10. 


51. 


2 


53 


45. 


14. 


26. 


50. 


1. 


64. 


33 


38 


48. 


17. 


46. 


9. 


22. 


37. 


6 


3 


lü. 


24. 


19. 


36. 


5. 


8. 


21 


34 


18. 


47. 


16. 


2.3. 


20. 


35. 


4 


7. 



m 



Wir kennen nun bereits firei in sich zurückkehrende Gange, 
deren jeder, wenn man von einem gegebeneu Felde ausgeht, zwei 
Auflösungen des gegebenen Problems giebt. Wir werden Überdies 
zeigen, dafs jedes solches Schema wie M drei andere liefert, welche 
gleichfalls die Aufgabe losen. 



478. 

Um jedoch die verschiedenen in sich zurückkehrenden Gänge, die 
man finden kann, und deren Anzahl ohne Zweifel sehr grofs ist, 
leichter mit einander vergleichen zu können, bemerken wir zunächst, 
dafs es sich empfiehlt festzusetzen, dafs beständig das erste Feld auf 
der linken Seite der letzten Zeile als das Feld 1 genommen werden 
solle. Dies geschieht bei dem Schema M, indem man von allen 
Zahlen, welche gröfser als 51 sind, 51 abzieht und zu allen andern 
13 addiert, und diese Operation wird in analoger Weise bei jedem 
andern Schema ausgeführt. Die neue Form, welche die beiden 
Schemata M und N annehmen, ist demnach: 
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irter Haaptteil 






26. 


7. 


54. 


41. 


32. 


29. 


52. 


43 


5B. 


40. 


27. 


8. 


53. 


42. 


21. 


30 


6. 


2,5. 


56. 


33. 


28. 


31. 


44. 


51 


»7. 


34. 


39. 


24. 


9. 


20. 


15. 


22 


38. 


5. 


58. 


19. 


14. 


23. 


50. 


45 


35. 


2. 


37. 


10. 


61. 


46. 


13. 


16 


4. 


59. 


64. 


47. 


18. 


11. 


62. 


49 


1. 


36. 


3. 


60. 


63. 


48. 


17. 


12. 


40. 


59. 


12. 


25. 


46. 


43. 


14. 


23 


11. 


26. 


41. 


58. 


13. 


24. 


35. 


44 


60. 


39. 


10. 


47. 


42. 


45. 


32. 


15 


9. 


32. 


27. 


38. 


57. 


34. 


49. 


36 


28. 


61. 


8. 


33. 


48. 


37. 


16. 


21 


31. 


64. 


29. 


56. 


5. 


20. 


53. 


50 


63. 


7. 


2. 


19. 


52. 


55. 


4. 


17 


1. 


,30. 


63. 


6. 


3. 


18. 


51. 


54. 



(N) 



Ist z. B. dLi8 Schema (M) gegeben, so kann man dasselbe um 
die durch das Feld 1 gehende Diagonale sich drehen lassen, so dafs 
die Horkontaireiho 1, 36, - ■ ■ 12 die Stelle der Vertikalreihe 1, 4, ■ ■ • 26 
einnimmt und umgekehrt. Da jedoch dabei die relative Lage der 
Felder gegen einander dieselbe bleibt, so werden wir diese beiden 
Formen nur als eine einzige betrachten. 

Mau kann auch, indem man die Zahl 1 auf dem ersten Felde 
beibehält, die Zahlen der andern Felder ändern, indem man an Stelle 
jeder Zahl die Ergänzung derselben zu 66 setzt. Auf diese Weise 
würde das Schema (M) ein zweites liefern, nämlich: 
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43. 
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46. 


61. 


44 
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47. 
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43. 


16. 


21 
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56. 
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2. 


19. 


48. 


55. 
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17 



18. 49. 64. 
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Aber dieses zweite Schema, welches man als die Umkelirung 
oder das Reciproke des ersten betrachten kann, giebt in Wirklichkeit 
keine neue Lösung des Problems. Denn das Feld des Schachbretts, 
welches im Schema (JK) mit 20 bezeichnet ist, ist im Schema (m) 
mit 66 — 20 oder 46 bezeichnet und die beiden Gänge, welche im 
Schema (M) die Aufgabe lösen, unterscheiden sich von den beiden 
Gängen, welche im Schema (m) die Lösung geben, nur insofern, als 
sie durch verschiedene Zahlen bezeichnet sind. So geht z. B. der 
durch 20, 21, 22, • ■ ■ 64, 1, 2, • ■ • 19 im Schema (M) angedeutete 
Umlauf nach und nach über dieselben Felder des Schaclibretts, als 
im Schema (m) der durch 46, 45, 44, ■ ■ ■ 2, 1, 64, ■ ■ • 47 angedeutete Gang. 



479. 

IJm jetzt wirkliche Änderungen im Schema (M) herbeizuführen, 
mufs man annehmen, dafs dieses Schema, welches die HorizontaU 
reihe 1. 36. S--- 12 zur Grundlinie hat, nach und nach jede der drei 
andern Seiten das Schachbretts als Grundlinie erhält. 

Nimmt man die Seite 12. 49. 16 ■ ■ ■ 43 zur Grundlinie, so mufs 
man 11 vou allen Zalilen abziehen, wodurch sieh die Form ergiebt: 





64. 
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26. 


48 


66. 


58 


23. 


14. 


29. 


60 




66. 


63 


26. 


47 


28. 


46. 


16. 
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61. 
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62. 
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36. 
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31. 
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61 
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33. 
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41 
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38 


5. 


34 


11. 


40. 


19. 


32. 
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beiden aü 
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Seiten g 


eben in analoge 


Weise d 


olgendei! Schemata: 
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40 
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17. 


26 
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35 
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24. 


67 
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36 
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60 




44. 


37 
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31 


46. 


61. 


66. 


16 



9. 2. 63. 50. 55. 14 47. 28 
62. 43. 64 11. 30. 49. 62. 13 
1. 10. 61. 64 63. 12. 29. 48. 
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Her Hauptteil. 
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56 


6. 
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38 
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13. 


10. 


43. 


40 



(^.) 



1. 30. 

Somit liefert jeJer in sich zurückkehrende Gang, wie der, welcher 
durch das Schema (M) dargestellt ist, drei andere durch die Schemata 
(M^), {M^), (Jfj) dargestellte Umiäufe, und da jedes Schema zwei 
Lösungen des Problems giebt, so geben die vier Schemata deren 
acht. Wir haben ferner noch zwei andere Schemata (VI) und [N) 
von derselben Art wie das Schema (3£) gebildet. Mithin kennen 
wir bereits 24 Lösungen des allgemeinen Problems, und es wäre 
leicht, eine noch viel gröfsere Anzahl zu finden. 



Es werde z. B. wiederum das Schema (M) genommen, und es 
werde vorausgesetzt, dafs man von dem Felde A übergehen könne 
an den Feldern a,h,c... und von dem Felde J. + 1 übergehen könne 
zu den Feldern a, V, c ..., was wir folgendermafsen ausdrücken: 
A\a, h, c, . . . 
A-\-\ {a,b;o,... 
Findet sich unter den Zahlen d, b', c, . . . die Zahl « -|- 1, so kann 
man aus dem durch das Schema gegebenen in sich zurückkehrenden 
Gange einen andern, ebenfalls in sich zurückkehrenden, ableiten, 
nämlich: 

a, a — \, a-~2,---A^\ | a +' 1, a + 2, • ■ • A 
Jedoch ist der Fall a = A -\- 1 und der FiUl A = a-\- 1, welche zu 
keinem Resultate führen, auszunehmen. 

So kann man aus dem Schema {M) die folgenden 11 in sich 
zurückkehrenden Gänge ableiten; 

58, 57, ■ ■ ■ 10 I 59, 60, ■ ■ ■ 64, 1, 2, 3, ■ ■ 

59, 58, ■■■11 I 60, 61, ■-■64, 1, 2, 3, - 

53, 52, ■ ■ . 25 I 54, 55, ■ ■ - 64, 1, 2, 3, ■ ■ 
37, 36, ■ ■ ■ 25 I 38, 39, ■ ■ ■ 64, 1, 2, 3, ■ ■ ■ 24 

54, 53, ■ ■ ■ 34 I 55, 56, ■ . ■ 64, 1, 2, 3, 
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24, 23, 
62, 61, 
24, 23, 
33, 32, 
10, 9, 
45, 44, 



3 auf das Schachbrett sicli beKieheode Aufgabe, 



■ 37 



1, 64, 63, 
1, 64, 63, 
1, 64, 63, 
1, 64, 63 



■ ■ 38 I 25, 26, 
•■ 46 1 63, 64, 1, 
• ■ 54 ] 25, 26, ■ ■ 

■ • 55 I 34, 35, ■ ■ 
■• 60 I 11, 12, ■■■ 59 

46, 47, ■ ■ . 62. 



■ 53 
• 54 



Der erste Umlauf wird aus dem Schema (M) gebildet, indem man 
von 68 alle Zahlen von 10 bis 58 abzieht und die andern Zahlen 



ungeändert läfst; man erhält so 
42. 7. 14. 27, 
13. 28. 



[ neue Schema: 
14. 27. 36. 39. 16. 25 
41. 8. 15. 26. 47. 38 



11. 34. 

30. 5. 

33. 2. 

4. 69. 

1. 32. 



9. 48. 
54. 45. 



22. 56. 
67. 62. 



60. 63, 20. 61. 



Bildet man ebenso die 10 andern Schemata, welche sich aus den 
angegebenen ümiäufen ergeben, so erhält man 12 Haupt-Schemata, 
deren jedes vier Formen annehmen kann. Dies giebt im ganzen 
48 Schemata, von denen jedes zwei Lösungen des allgemeinen Pro- 
blems Kefert. 

481. 

Um aus dem durch das Schema (M) dargestellten Umlauf elf 
andere Umläufe derselben Art abzuleiten, haben wir nur nötig, den 
ersten Umlauf in zwei Teile, welche sich in geeigneter Weise ein- 
ander anpassen, zu zerlegen. Man könnte aber auch denselben Um- 
lauf in drei oder mehr Teile derart zerlegen, dafs sie einen in sich 
zurückkehrenden Umlauf bilden. Dies würde neue Lösungen in fast 
unbeschränkter Anzahl ergeben. 

Nehmen wir z. B. an, dafs, wenn man vom Felde a zum Felde b 
und vom Felde d + 1 zum Felde c gelangt, man zu gleicher Zeit 
auch vom Felde & — 1 auf das Feld c + 1 übergehen könne, was 
wir folgendermafsen ausdrücken: 

a{l, 0+ 1 |c, 6~ 1 {c+ 1, 
so erhält man folgenden neuen aus drei Teilen bestehenden in sieh 
zuriickkehrenden Uang: 
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Vierter Haiiptleil, 



c+1, c + 2, ■■■64, 1,2, ■■■([ I 6, 6 + l,---c I ß + l, a + 2,.-.?--l. 
Derselbe aetzt nur voraus, dafs b'> a -\- 2 und c > /» sei. 

Ein aus dem Schema (M) sich ergebendes Beispiel liefert folgen- 
den stets in sich zurückkehrenden Gang; 

54, 55, • • • 64, 1, 2, • ■ • 19 ] 34, 35, ■ ■ ■ 53 | 20, 21, ■ ■ ■ 33. 
Um das Schema zu bilden, welches deaselbea darstellt, mufs man in 
dem Schema (M) erstens alle Zahlen von 54 bis 64 und von 1 bis 19 
an ihrem Platze lassen, zweitens alle Zahlen von 34 bis 53 um 14 
vermindern, drittens alle Zahlen von 20 bis 33 um 20 vermehren. 
Das Ergebnis dieser Operation ist folgendes: 
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56. 


63 


48. 
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44 
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58. 


19 


14. 


43. 


36. 


31 


21. 


2. 
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10 


61. 


32. 


13. 
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m. 


64. 


33 


18. 


11. 


62. 


35 


1. 


22. 


3. 


60 


63. 


34 


17. 


12. 



Nach denselben Prinzipien würde man noch viele andere iu sich 
zurückkehrende Gänge erhalten. Daraus ist ersichtlich, wie sehr die 
Anzahl der Lösungen vervielfältigt werden kann, sobald einmal ein 
in sich zurilckkehrender Gang bekannt ist. 



482. 
Man kann auch der Lösung besondere Bedingungen auf- 
erlegen, wodurch zwar die Anzahl der Lösungen verringert werden, 
aber doch noch sehr betrachtlich sein wird. Nimmt man z. B. an. 



dafs die Zahlen 1, 2, 3, . . . 32 die vier unteren Zeilen de 
und die 32 andern die vier oberen Zeilen ausfüllen sollcji, 
man der ersten Bedingung in folgender Weise: 

3. 26. 7. 32. 1. 20. 15. 18 
8. 31. 2, 27. 6. 17. 12. 21 
25. 4. 29. 10. 23. 14. 19. 



Schemas, 
so genügt 



30. 
und wenn man zu 
vier andere Zeilen, 



24. 



IG 
11. 22. 1.3, 



allen diesen Zahlen 32 addiert, so erliillt man 
welche alle Zahlen von 33 bis 64 enthalten. 
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Jedoch läfst sich dieaer zweite Teil dem ersten nicht derart anpassen, 
dafs sie beide ein einziges Schema von 1 bis 64 bilden. 

um diese aweite Bedingung an erfüllen, giebt Euler den ersten 
Teil in folgender Anordnung: 



22. 



32. 



1. 24. 13. 18. 



2. 
21. 
30. 



16 

i3. 6. 19. IC. 27. 12 
4. 29. 10. 25. 14 17 



20. 



28. 11. 20. 



Nach seiner Vorschrift hat man sodann zu allen diesen Zahlen 32 
au addieren und das Resultat in nmgekehrter Richtung zn sehreiben, 
indem man die Zahlen von links nach rechts nimmt nnd die letat« 
Zeile aur ersten macht. Fügt man diesen zweiten Teil dem ersten 
hinzu, so ergiebt sich das vollständige Schema: 

58. 43. 60. 37. .52. 41. 62. 35 

49. 46. 67. 42. 61. 36. 53. 40 

44. 

47. 



,59. 


48. 


61. 


38. 


56. 


34. 


63 


50. 


45. 


66. 


33. 


64. 


39. 


54 


1. 


32. 


1. 


24 


13. 


18. 


15 


2. 


23. 


6. 


19. 


16. 


27. 


12 


21. 


4, 


29. 


10. 


26. 


14 


17 


30. 


9. 


20. 


6. 


28. 


11. 


26. 



Man sieht hieraus, dafs die symmetrisch gegenüberliegenden Zahlen 
in den beiden durch die Linie ab getrennten Hälften sich beständig 
von einander um 32 unterscheiden. So hat man 58 — 26 ^ 32, 
67 — 25 ^ 32, u. s. w. Dieselbe Eigenschaft besteht bei den vier 
Formen, welche dieses Schema annehmen kann. 

Da man vom Felde 1 auf das Feld 16 und vom Felde 64 auf 
das Feld 15 übergehen kann, so läfst sich der vorstehende Gang in 
den folgenden 1 , 2, ... 16 | 64, 63, ... 16 verwandeln. Dies giebt 
das neue Schema: 



68. 43. 60. 37. 52. 41. 
49. 46. 57. 42. 61. 36. 



62. 36 
53. 40 



44. 59. 

. 47. 60. 

22. 9. 



48. 51. 38. 56. 34. 63 

46. 66. 33. 64. 39. 54 . 

32. 15. 24. 3. 18. 1 

23. 10. 19. 16. 

12. 29. 6. 25. 



27. 
2. 



13. 30. 7. 20. 11. 2«. r>. 26 
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160 Vierter Hauptteil. 

Dieses Schema, in welchem nur die untere Hälfte geändert ist, be- 
sitzt aber nicht mehr die auf die Differenz ähnlich gelegener ZahleD 
bezügliche Eigenschaft des vorhergehenden. Um ihm dieselbe zu 
verschaffen, inüfste man den oberen Teil des Schemas dadurch bilden, 
dafs man 32 zu den Zahlen des unteren Teils hinzufügt und diese 
Zahlen in umgekehrter Reihenfolge schreibt. 

483. 
Will man wissen, wieviel Lüi^ungen das gegebene Problem 
haben kenne, so besteht ein Hülfsmittel, dessen man sich bei dieser 
Untersuchung von sehr schwieriger Natui bedienen konnte, m Folgen- 
dem: Wir haben mindestens 50 Gänge, von denen jeder zwei Losungen 
liefert, gefunden. Auf diese 50 C-iaDge bann man das Kennzeichen 
des Artikel 478, durch welches sie von allen andern unfcei schieden 
werden, anwenden. Wir nehmen an, dafs man durch em analoges 
Verfahren weit mehr Gänge als 50, wekhe demselben Kennzeichen 
unterliegen, bilde. Ist diese Zahl gleich w und ist N die Anzahl 
aller möglichen Gänge, welche von einandet veischiedcn s>ind und 
sämtlich der Aufgabe genügen, so wiid es, wenn u hinreichend grofs 
ist, notwendigerweise vorkommen, dafs es unter den « gtfundenen 
Gängen einige gleiche giebt, so dafs sich die Zahl n auf h — a ver- 
schiedene Gänge reduciert. 

».«.hidiuiig: 



Nachdem dies v 


orausgeschickt M findet man leu ht ili 


und hieraus folgt: 


'-7'-^-^(-\-l. 




A'--^, 


ein Wert, der um 


so meliv (lern ivakren Werte nal 


grofser n ist. 
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Fünftor Hauptteil. 

AnwfiKliiiig der iiiil>estiniiiiten Analysis hä ihr Auflösung der 
Gleicliuug a;" — 1 = 0, in welcher n eine Prinizalil ist. 



§ 1- 
Grundlagen dieser neuen Thflorie. 
484. 
Sondert man von der linken Seite den Fiiktor x — 1 ab mu\ 
setzt man: 

X _ -^-£:i _ »■-' + X—' + X-' + . . . + I + 1, 

SO besitzt bekanntlicli iiacb dem Cotesischen Satze das Polynom X 
den aHgenieinon Faktor: 

x' — 2x cos 1- l , 

wobei Je eine beliebige durch n nicht teilbare Zahl ist, so daJa man, 
wenn man k der Reihe nach die Werte 1, 2, 3, ■ ■ ■ -^{n — 1) bei- 
legt, alle Faktoren erhält, aus denen dieses Polynom zusammen- 
gesetzt ist. 

Die Kenntnis der Analysten von der Auflösung der Glleiehung 
sif — 1 =0 beschränkte sich nahezu auf diesen einzigen Satz, als 
Gauss sein ausgezeichnetes Werk „Disquisitiones avithoieticae" ver- 
öffentlichte. Man findet in diesem eine neue und sehr vollständige 
Theorie der Auflösung eben jener Gieichmig oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, der Teilung des Kreisumfanges in n gleiche Teile. 

Da diese Theorie eine der interessantesten Anwen- 
dungen der unbestimmten Analysis ist und dieselbe zu sehr 
merkwürdigen Resultaten führt, so glaubten wir unsern 
Lesern einen Gefalleu zu erweisen, wenn wir dieselbe hier 
mit neuen Entwicklungen darlegen. 
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102 Fünfter Hiiuptteil. 

485. 
Nüiiut iiiiin *■ irgend eine Jer imaginären Wnrzcln der Gleichung 
x" — 1 = 0, 
fl. h, setzt man: 

wo h irgend eine durch n nicht teilbare Zahl bedeutet, so sind die silmt- 
liehen Wurzeln dieser Gleichung dargestellt durch r, r^, i^, ...r". 
Sondert man von diesen die Wurzel !■" ^ 1 ah, so bleiben für die 
Wurzeln der Gleichung X^O die folgenden Werte: 

Allgemein stellt daher )* eme behebige Wurzel der G-leichung 
X^-^0 dar, vorausgesetzt, dafs a weder Null noch ein Vielfaches 
von n sei. 

Bei dieser Einschränkung giebt es nur n — 1 verschiedene Werte, 
welche in dem Ausdrucke x^r" enthalten sind. Denn wäre «^mft-|-?, 
so würde offenbar j-o = )■■ sein, da r" = 1 ist, und ans demselben 
Grunde hätte man; ) — " ^ f — " = ,*«—", 

Ferner zeigt man leicht, dafs die n — l vorstehenden 
Werte von einander verschieden sind. Denn wäre r" = rf, 
wo a und ß kleiner als n sind, so würde daraus folgen: f = 1, 
wobei £== + {« — ß) und somit kleiner als n ist. Da aber n eine 
Primzahl ist, so können die beiden Gleichungen r" = ] und i* = l 
nicht zu gleicher Zeit stattfinden, os niüfate denn r = 1 sein, was 
gegen die Vora.nssetzung int. 

48Ü. 

Hiernach läfst sich das Polynom X auf die Form bringen: 

X - {x - r) (» - O (x - >■') • ■ . (,r - ,-- ■), 

und da nia.n t^ oder allgemein )■" für r setzen kann, so hat man auch: 

X-(x- ,') {X - •■>) (.1 - r') . ■ • (,T - r'— ), 
»11(1 .allgemein: 

X-(x- •■') (X - r") {X - .•'•) ■■■{X- .-"-■). 
Da nun zweit« Glied des Polynoms X den Koefficienten + 1 li^^j ^''^ 
erhält man; 

und allgemein: 
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Diese Gleiclmiigen gelten, ohne tiars man diejenige der Wurzeln dpr 
Gleichung X=0, welche man für r nimmt, bestimmt aiizugeben hätte. 

487. 
Satz. Ist 9()-,s, (,)(,.. .) eine ganze rationale Funktion"'-) 
der Wurzeln r, s, t, «, ... der Gleichung X = oder nur 
einiger von ihnen, und substituiert man in tlieser Funlction 
für die Wurzeln r, s, t, u, . . . der Reihe nach ihre Quadrate, 
ihre Kuben und schliefslich ihre n^" Potenzen, welche sich 
auf die Einheit reducieren, so ist die Summe der so gebil- 
deten Funktionen 

vir, s, (,•■•) + ¥(>■', «'. '-,■■■) + •■■ + v(r, '•. t; ■ ■ ■) 

gleich einem Vielfachen von n. 

Da nämlich jedes einzelne Glied der Funktion ip von der Form 
Ar^s^P . . . ist, und die Wurzeln s, t, u, . . , bestimmte Potenzen 
einer derselben r sind, so ist Mar, dafs dieses Glied sich stets auf 
die Form Ar" reduciert, wobei man £ < « annehmen kann. Mithin 
nimmt die ganze Funktion rp{r,s,t,u, . . .) die Form an: 

Ä -\- A"r + Ä"'r^ H h ^l"')-"-i. 

Setzt man darauf r^ ai\ die Stelle von r, wodurch sich zugleich s 
in s^, f in P, u. s. w. verwandelt, so wird die Funktion 

^(.■■', »', e, ,,\ . . .) 

dargestellt sein durch: 

Ä + Ä'r" + yl'"r' -\ \- ^ii"),-""-% 

uud allgemein die Funktion (pir", s", t", . . ,) durch: 

A: + Ä'r" + Ä'r'^" -\ + ^MrC—i)'-'. 

Mithin ist die Summe aller dieser Funktionen, bis zu (pir"-, .^", /', . . .) 
einschliefslich , gleich: 

,,Ä+ Ä'ir + ,--'+ ,= + ■■■ + ,•) 
+ .•1"('' + '•' + <•■ + ■ ■ • + '■") 
+ 

Diese Gröfse reduciert sich aber auf nA' (No. 486) und ist demnach 
ein Vielfaches von n. 

*) Man Dennt gaaze rationale Funktion der (iröfaeii 5-, s, (, u, . . , jede 
ans beliebig vielen Gliedern von der Ponii Ar" s^ f' . . ., wo ^ eine gMze Zabl 
iat, beatebende Fnnktimi. Anm. d. Verf. 
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Man beachte wohl, dafs «dieser Siita gilt, wie viele der Wui'- 
aelji r, s, t, ... auch in der Funktion g> vorkommen mögen. 













488. 
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sind, 

teilbar ist, so müssen diese letzteren ebenfalls ganze 
Zahlen sein. 

Hat man nämlich alle Glieder von T, das erste x" ausgenommen, 
auf einen und denselben Nenner gebracht, und ist dieser Nenner 
gleich «"A, wo «■" die höchste Potenz einer der in ihm aufgehenden 
Primzahlen bedeutet, so kann man setzen (No. 14): 

P-=P' + £v- + ^, 

wo i'', P", F"' Polynome von x sind, deren Koefficienten ganze 
Zahlen sind, und zwar das erste vom Grade n und somit mit dem 
Gliede x" beginnend, die beiden andern höchstens vom Grade n— 1, 
Nennt man Q den Quotienten, welcher sich bei der Division von Z 
durch P ergieht, so kann man in ähnlicher Weise setzen: 

Da sich nun das Produkt PQ in ein Polynom verwandeln soll, dessen 



verschwinden, weil die andern in ihren Nennern nur Potenzen von a 
von niedrigerem Grade besitzen. Mithin ist wenigstens eine der 
Gröfsen F" und Q" gleich Null. Dies kann aber nicht JP" sein, da 
P in seinen Nennern c'* enthält. Polglich ist Q"=0, d. h. es kommt 
ß nicht in den Nennern von Q vor. Dasselbe kann man von den 
andern Primzahlen behaupteji, welche als Nenner in den Koefficienten 
von P auftreten. Folglich enthält der Quotient Q keinen Bruch, und 
er mufiä somit eine ganze Funktion sein. Nachdem dieses festgestellt 
ist, hat man: 

Da aber Z eine ganze Punktion ist, so iiuirs — ,— ebenfalls eine 
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g 1, Oi'uiidliigüii dieser nouuii Tiicoric. 165 

solclie sein. Noo wird einerseits der Brucli —^ als irreduktibel 

betrachtet, andrerseits ist der Quotient Q, dessen erstes Glied a^"'"" 
ist, nicht teilbar durch «''. Mithin kann das Polynom P unter seinen 
Koeffieienten keinen Bruch enthalten. 



SatB. Das Polynom X, bei welchem n stets als Prim- 
zühl vorausgesetzt wird, liifst sich nicht in zwei rationale 
Faktoren zerlegen. 

Denn nehmen wir an, dal's das Polynom X vom Grade u — 1 
das Polynom vom niedrigeren Grade 

P = a:" + ax"-^ -}- bx'-^ -| \- hx -{- k 

zum Faktor habe, so müssen dem vorigen Satze zufolge alle Kocf- 
fieienteu a, h, c, . . . ganze Zahlen sein. Femer kann man bemerken, 
dafs V gerade und li positiv sein mufs; demi wären diese Bedingungen 
nicht gleichzeitig erfüllt, so würde die (Jlleiebung P==0 wenigstens 
eine reelle Wurzel haben, und diese iviirde auch eine Wurzel der 
Gleichung X = ü sein. Man weife aber, dafs diese nur imaginäre 
Wurzeln besitzt. 

Sind r, s, t, w, ... die Wurzeln der Gleichung P = 0, so dafs 
die identische Gleichung besteht: 

P^(x — r)(x — s)(x-~ t) (x — n).. ., 
wobei die Anzahl der Faktoren x — r, x — n, ... gleich v ist, ao 
kann man in dieser Gleichung x einen beliebigen Wert geben. Ist 
daher 3: = 1, und nennen wir p' das, was aus P wird, so ist: 

j/-(l-r)(l-s)(l-()(l -»)■■■ 
Die Zahl ß besitzt auch den Wert 1 -^ a -{- b -\- c.-j- ■ ■ -, sie ist 
demnach eine ganze Zahl. Ferner mufs sie positiv sein, da alle 
Wurzeln r, s, t, ... imaginär sind. 

Mit Hülfe der Gleichung P = 0, deren Wurzeln r, s, t, ti, ... 
sind, kann man leicht eine andere Gleichung P'"' = bilden, welche 
r", s", If, ... zu Wurzeln hat, und, weil die Koefficienten des Poly- 
noms P ganze Zahlen sind, und der erste derselben gleich 1 ist, so 
sind die Koefficienten des Polynoms P von demselben Grade eben- 
falls ganze Zahlen, wie aus bekannten Formeln sich ergiebt. Setzt 
man also a: = 1 in jedem der Polynome P'"', und sind die so ent- 
stehenden Zahlen der Eeihe nach: 
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f .~(i-0(i ->")(! -<=)(i-«'0--- 

)/•• - (1 - ,■») (1 - »») (1 - P) (1 - »■) . . . 

it-v _ (1 - ,-"■) (1 ~ .,-') (1 - 1-') (1 -. «— ) . . -, 
SO sind aJle lÜBse Zahlen |/, j)", ;''', - - - j»'""^' üffeiibay poaitivo j«aii;4e 
Zahlen. 

Multipliciert man jetzt alle Gleieliinigen mit einander, und be- 
achtet man , dafs zufolge der Gleichung X '= (x — r) (x — ö) (:(i — i) - ■ ■ 
für jede der Wurzeln r, s, t, . . . die Gleichung gilt; 

so wh-d das Pvodukt: 

/^/'//"■..jA"-» =(*'■. 

Da aber alle Gröl'sen %> , p", . . . j)"'~" positive ganze Zahlen sind, 
und ihre Änüahl n—\ gröfser als v ist, so müssen, wenn ihr Produkt 
n' sein soll, einige von ihnen gleich n oder einer Potenz von n und 
die andern gleich der Einheit sein. Die Anzahl der letzteren kann 
nicht kleiner sein als n — 1 ^ v. Nennt mau dieselbe /c, so ist 
offenbar die Summe j)'+ p"+ ■■■ 4-^'""^' von der Form 1i-^An. 
Nun haben wir (No. 487) bewiesen, dafs dieselbe Summe, wenn man 
p*"', welches gleich Null ist, noch mit binzunimmt, ein Vielfaches 
von 11 ist. Es möfste somit li -[- An = Bn sein, eine Gleichung, 
welche nicht stattfinden kann, da k <^v und > n — 1 — v oder 
= jj — 1 — V ist. Wenn demnach P ein Teiler der Funktion X ist, 
HO können die KoefUcienteu von P keine ganzen Zahlen sein. Mithin 
kann die Funktion X imr irrationale Faktoren haben. 

Bemerkung. Dieser Satz würde nicht gelten, wenn )* eine 
zusammengesetzte Zahl vfäre. Denn ist n^ aß, wo a und ß zwei 
ungerade Zahlen bedeuten, welche Primzahlen oder keine Primzahlen 
sind, so kann man 

x= ''"~! = '"""! ■ ■*■"'■"' 

X—l ^ — 1 x" — l 

hetzen. Nennt miin daher F das Polynom x"~'- -{-x"~~ -\ , welches 

gleich ''', , und Q ilas Polynom x">'*~" -j- x'''^~^" + - ■ ■, welches 

gleich ' -^ ■ ist, so erhält iuau: X= FQ. 
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490. 
Dil bewiesen worden ist, dafa das Polynom X keinen riitionaleii 
Faktor hüben kann, wenn n eine Primzahl ist, so kann die Auf- 
lösung der Gleichung X = nvir so bewerkstelligt werden, dafs man 
X iu irrationale Faktoren zerlegt. Die Theorie, die wir, Gauss 
folgend, auseinandersetzen werden, hat Uiiu den Beweis des folgenden, 
sehr allgemeinen, Satzes zum Ziele: 

Hat man « — 1 in Primfaktoreii a,b,c, ... zerlegt, «o dal's 
ii _ 1 = a"i!>cy ■ ■■ 
ist, so lUfst sich die Auflösung der Gleichung X = 0, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, der Gleichung iC" — 1 = 
immer zurückführen auf die Auflösung mehrerer Glei- 
chungen von niedrigerem Grade, nämlich auf « Gleichungen 
vom Grade a, auf ß Gleichungen vom Grade b, auf y Glei- 
chungen vom Grade c u, s. w. 

Ist 7.. B. n = 73, wodurch sich n — 1 = 2^ ■ 3^ ergieht, so wird 
die Auflösung der Gleichung a;'^ ^ 1 = bewerkstelligt mit Hülfe 
dreier Gleichungen zweiten Grades und zweier Gleichungen dritten 
Grades, 

Ist u == 17, also )* — 1 = 2*, so folgt die Auflösung der Glei- 
chung a;'^ — 1^0 aus der Auflösung von vier Gleichungen zweiten 
Grades. 

Man kann samit den Kreisumfang in siebzehn gleiche 
Teile auf elementai geometrischem Wege teilen, eine That- 
sache, an deren Möglichkeit man vui dem Bekanntwerden des Gauss- 
schen Beweises weit entteiiit wai iu glAubeu 

Allgemein LJst sich, wenn die Piinizahl u von der Form 2'"-f t 
ist, die Auflösung dei Gleichung j;" — 1 = auf diejenige von m 
Gleichungen zvreiten Giades zurflekführen; man hat sogar nur m~l 
solcbei Glei(.hungen notig, wenn es sich um die Teilung des Kreises 
in 11 gleiche Teile handelt 

Wir bemerken, dafs 2'" -\- 1 keine i'rimzahl sein könnte, wenn 
m ungerade wäre oder auch nur einen ungeraden Teiler hätte. Denn 
die Zahl 2^^'+^ + 1 hat den Faktor 3 und 2"/* + 1 hat den Faktor 
2" -\- l, wenn ß ungerade ist. Mithin kann 2'" -|- I nur Primzahl 
sein, wenn m eine Potenz von 2 ist; aber auch dann ist es nicht 
immer Primzahl. Z. B. ist dies nicht der Fall, wenn J»==2' = 32, 
Nimmt man nach den schon beljannten Fallen m = 1, 2, 4 den 
Fall in = 8, so ergiebt sich « = 2*' + 1 =^ 257, und dies ist eine 
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Primzahl. Mithin kami man den Kreisumfang auf elementar-geo- 
metrischem Wege in 257 gleiche Teile teilen, und zwar geschieht dies 
mit Hülfe von sieben Gleichungen des zweiten Gfradea. 

Die Peripherie des Kreiaes läfst sich auf geometi-ischem Wege 
auch in 255 und 256 Teile teilen, weil 255 = 3-5-17 uud 256 = 2''* 
ist. Demnach besitzen die drei aufeinanderfolgenden Zahlen 255, 256, 
257 die Eigenschaft, dafs für sie die Teilung des Kreisnmfanges in 
eljensoriele gleiche Teile auf elementare Weise möglich ist. Bei den 
niedrigeren Zahlen müfste man bis zu 15, IG, 17 herab gehen, um 
einer gleichen Eigenschaft zu begegnen. 

Ferner sieht man, wei! 2'^ + 1 = 65537 ebenfalls eine Primzahl 
ist, und wenn man beachtet, dafs 

2^'= ~ 1 = (2« - !) (2* + 1) = 255 ■ 257 
ist, dafs die drei aufeinanderfolgenden Zahlen 65535, 65536, 65537, 
obwohl sehr grofs, ebenfalls die nämliche Eigenschaft besitzen. In- 
dessen hann man diese Reihe nicht unmittelbar weiter fortsetzen, 
weil 2^^ -\- 1 keine Primzahl ist. 

491. 
Da jede Wurzel der Gleichung X = durch r", wo a weder 
gleich Null noch ein Vielfaches von n ist, dargestellt werden katui, 
so werden wir diese Wurzel durch den abgekürzten Ausdruck(ß) 
bezeichnen. Hiernach sind zwei Wurzeln («) und {ß) dieselben, weun 
K — ß durch n teilbar ist, und von einander verschieden, wenn dies 
nicht der Fall ist. Ferner folgt aus der Erklärung dieser Wurzeln: 

{«).(«_(» + «, («)--(».«), 

Eigens chafteu, welche denen der Logarithmen analog sind. Ferner 
bemerke man, dafs 

(0) = 1, («) = 1, und allgemein (hn) = 1 
ist, weil durch diese Ausdrücke die (Jröfsen r", r", r*" dargestellt 
werden, und diese gleich der Einheit sind. 

Die sämtlichen Wui-zeln der (Jleichnng Z ^ werden dargestellt 
durch die Keihe: 

(1), (2), (3), ...,(»-!). 
Da man aber für r allgemein r" nehmen kann, vorausgesetzt, dafs « 
nicht durch n teilbar ist, so werden die nämlichen Wurzeln auch 
dargestellt durch die Reihe: 
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(.), (2,.), (3»), ...,([» ^n»), 

welchü sicti von dei- eratcii nur durcli die lUiheiifülge ihrer 
Glieder uiiteradlieidet. 

402. 

Betrachten wir jetut die uubestimmte Uleichung: 
s"-^~ l = SOi(M), 
deren rechte Seite ein behebiges Vielfaches von ii bedeutet, so siiuJ 
die n — 1 Wurzelu dieser Gleichung, vrelche wir positiv und kleiner 
als n voraussetzen, bekanntlich die Reihe der natürlichen Zahlen 
1, 2, 3, ... n — 1. Ferner weifs man, dafs es immer möglich ist, 
eine Zahl i/ zu finden, deren aufeinanderfolgende Potenzen sämtliche 
Wurzeln derselben Gleichung geben, so dafs die BeiJie g, g^, g^, 
(f^, ... <f~^ oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Reihe 1, g, 
g^, ... l/"~^, wenn man die Vielfachen von n wegliifst, dieselben 
Glieder giebt, welche in (3er Reihe 1, 2, 3, ... w— 1 enthalten, 
aber in einer verschiedenen Reihenfolge geordnet sind*). 

Diese Zahl g, welche auf eine Primzahl « bezogen mit dem 
Namen „primitive 'Wurzel" bezeichnet wird, ist so beschaffen, dafa 
g"—^ = 1 ist, und dafs keine Potenz von g, deren Exponent kleiner 
als n — 1 ist, sich auf 1 reducieren kann, wenn man die Vielfachen 
von n weglalst. Und da n — 1 eiue gerade Zahl ist, so erfordert 

dieselbe Eigenschaft, dafs g^ = ^ 1 sei, und dül's keine andere 

Puten/, von g, deren Exponent kleiner als (n — 1) ist, sich durch 
Weglassung der Vielfachen von n auf — 1 reducieren könne. 

Nachdem dieses tebtgestellt ist, kann man, wenn « eine beliebige 
durch II nicht teiUnre Zihl bedeutet, stets einen Exponenten ^ von 
der BehLhaffcuheit finden, difs </ = « <I h j/'' — «: = SO!(,h) ist. 

*) Man kann hiei-aua folgern , daß Dach Wegliissung der Viölfacheu von « das 

Trudiikt <!'■(/•'/■■ ■(/""' odiir y^ gleich dem Prodiitto 1 - 2 ■ 3 ■ - ■ (» — 1) 

ist. Weil man aber der Eigenschaft der Zahl g zufolge 3^ = — 1 und 

somit g^ =■ ( — 1)" =. — 1 haben mufa, so folgt hieraus, dafs daa um eine 

Einheit vermt-hrte Produkt I ■ 2 ■ 3 ■ ■ - (« — 1) durch n teilhar ist. Dies ist 
der Wilson'dche Sata (No. 130), Aiiiii, d, Vürf, 
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nO i'üuftc^i- üiuiiittBil. 

Denn die Zahl « ist, iiötigenfalh um das in ilii- möglicherweise ent- 
haltene Vielfache von n vermindert, in der lieihe g, g^, g^, ■ • ■ ff""^ 
enthalten, welche, was die Eeste der Division durch n anlangt, der 
Reihe 1, 2, 3 ... n —^ 1 äquivalent ist. 

Mittelst der primitiven Wurzel g kann man daher alle 
Wurzeln der Gleichnng X = durch 

(a),{^g),(a9\... (ag"-'-) 
ausdrucken, wobei a irgend eine durch n nicht teilbare Zahl be- 
deutet. Denn setzt man a=g'^, so geht diese Reihe über in: 

if), (»'+'), (»"+"). ■ ■ ■ {'j'*-'), 

und dii das folgende Glied 

ist, so sieht man, dal'a diese Reihe cyklisch oder in sich selbst 
zuriiekkelireud ist, und dal's mau sie somit bei irgend einem 
filiede anfangen kann. Dieselbe ist demnach der Reihe {g), (g^), 
(//)'■■■ (^'"0 äquivalent. 

494. 

Eben diese Wurzeln würden auch, allerdings in verschiedener 
Reihenfolge, durch die Reihe 

(.), (»G), {»G'), ...(»ü— ) 
ansgedrfiekt werden, wenn G eine andere primitive Wurael der Glei- 
chung j3"-i — 1 = 50£(k) wäre. Bekanntlicli (No. 341) ist aber für 
eine und dieselbe Primzahl n die Anzahl der primitiven Wurzeln, 
welche der Gleichung ^~^ — 1 ^ 3R()() genügen, stets dieselbe wie 
die Anzahl der Zahlen, welche priui zu n — 1 und kleiner als m— 1 
sind. So giebt es z. B. für)* = 41 sechszelm solche Zahlen, nämlich: 

6, 7, U, 12; 13, 15, 17, 10; 22, 24, 26, 28, 29, 30, 34, 35. 

Man erhält sie sämtlich aus den Potenzen einer von ihnen, wenn 
man diejenigen Potenzen wegiäfst, deren Exponenten mit w — 1 einen 
gemeinachaftlicbeu Teiler haben. In unserm Falle sind dies die- 
jenigen Potenzen, deren Exponent eine ungerade und durch 5 nicht 
teilbare Zahl ist*). 

*) Niw;h Eulor ist der kleinste Wert von g für alle Pj-iniüahlen von 3bis4l : 
11 ' 3, 5, 7, 11, 13, 17, 1!1, aS, 2a, 31, 37, -11 

j i '-i, '-i, s, a, --i, a, 2, 5, 2, a, 3, 6. 
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495. 
Es sei li ein beliebiger Teiler von n — 1, welcher prim otler 
iiiclit prim sein kann, so dafs n — 1 = J«/c ist. Geht man dann aus 
von einem beliebigen GJiede (^) der Reihe (1), (</}, {y% . . . (y""^), 
welche alle Wurzeln der Gleichung X = in sicii enthält und bildet 
man eine neue Reihe: 

>.'/), ('/+'), (</+"), ■ ■ ■ (•/+•'-'), 

so kann diese aus m Gliedern bestehende Reihe oder Periode immer 
als cjklisch oder in sich selbst zurückkehread angesehen werden, da 
das Glied ((/*+""'), welches auf das j»'* Ghed folgt, der Bediugungs- 
gleiehung g""" = g"—^ = 1 zufolge, gleich dem ersten Ghede {^) ist. 

Man kann A alle Werte von 1 bis h geben; auf diese 
Weisü erhält man li Perioden, von denen jede aus m Glie- 
lieru besteht. 

Nennen wir allgemein (m:^'') die Summe der m Wurzeln, 
welche die Periode, deren erstes Glied g'- ist, bilden, so er- 
halten wir der Reihe nach: 

(•»:«)= (») + (»'+') + (■/'+") + ■ ■ • + (>/+-'-•) 

{.» : s») - {,/) + {,/+>) + {,•+») + . . . + (j,>+-'-') 
(.» : f) - {,/) + (,/+•) + ('/+") + ■■■ + (!)■+■"-') 

(» : f) = (^) + (;,") +{,f') +■■■ + (f) ■ 
Offenbar enthalten die k Perioden, deren jede aus »t Gliedern 
besteht, sämtliche Wur/.eln der Gleichung X==0 in sich, da mau 
in ihnen alle Glieder der Reihe (y), {g^), (j/'), . - . (y"~^) vorfindet; 
lind eine ähnliche Zerlegung findet statt für alle andern Werte von 
m und k, deren Produkt mk gleich der gegebenen Zahl Ji — 1 ist. 
Es ist wesentlich zu bemerken, dafs, wenn («) und (ß) 
Kwei Glieder einer und derselben Periode sind, diese Periode 
sowohl durch (m : a) als auch durch (m : ß) bezeichnet wer- 
den kann. Denn da eine jede Periode in sich zurückkehrt, so kann 
ein beliebiges Glied derselben als erstes betrachtet werden. So kann 
z. B. die in dem vorstehenden System durch (mig'') bezeichnete 
Periode auch durch (m : 1) bezeichnet werden, weil ihr letztes Glied 
f/'"* = (jf"~^ = 1 ist. Dadurch wurde man als Ausdruck derselben 
Periode erhalten: 

(.«' ■■ 1) - (1) + (•/) + (»"■) + ■ ■ ■ + (»-'-'■). 
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490. 
Diese Eigenschaften, welche sich auf die primitive Wurzel g be- 
ziehen, gelten in gleicher Weise in Bezug auf jede andere primitive 
Wurzel G. Jedoch giebt uns dies sogleich eine Aufgabe zu lösen, 
nämlich die, zu entscheiden, ob, wenn dieselben Faktoren 
m und ft, deren Produkt n — 1 ist, beibehalten werden, die 
li dnrch {miO^) bezeichneten Perioden dieselben sind, wie 
die durch (i>i:<f-) bezeichneten /;: Perioden. Dafs letzteres in 
der That der Fall ist, kann man folgenderma.rsen beweisen. 
Wir stellen uns die Aufgabe, die beiden Perioden: 
{.»:j') _((,>) +(9^+') +(!/'+") +■■■ + (!/'+"-') 
(«. : G») - (G") + (©■+') + (G'+") H h (Ü.«+-'-«) 

mit einander zu vergleichen. 

Dazu bemerke ich zunächst, dals min d = / niii-n 1 mn wo 
a eine Zahl bedeutet, welche prim zu inl ist Wenn mm sodann 
(jt^ = (f-+^' od&i g"'' = </'■+'''' erhalten wurde so bnuuht min nur 
der Gleichung X = afi — kv zu genügen d h die gegebene Zihl Kp 
um das möglicherweise in ihr enthiltene Vielfache von / zu ver- 
mindern; der Rest wird der Wert von X sein Min findet also auf 
diese Weise einen Wert für X von dei Art, difb die gegebene Wurzel 
(G'') mit der Wurzel ((;*+**') übeiemstimmt Ebenso fandet man, 
dafs jede andere Wurzel ((?>'+''*) welche in dei Peiiole {m Gf) 
enthalten ist, mit einer der in der Peiiode (_)» g^) eiithd.ltenen V\urzeln 
übereinstimmt. Und da jede dieser Peiioden aus einer gleichen \nzah) 
von einander verschiedener Glieder behteht, so müssen, wenn zu 
jedem der einen ein diesem gleiches m der andera vorkommt, not- 
wendigerweise diese beiden Perioden einander gleich sein gleich als 
ob sie beide die Summe derselben, nur in vcrachiedener Reihenfolge 
augeordneten, Glieder wären. 

Wendet man dieselben Schlüsse aut die andern Werte von jt 
an, so folgt daraus, dafs die h mittelst der primitiven Wurzel G 
gebildeten Perioden von m Gliedern von den /, analogen, mittelst 
der primitiven Wurzel g gebildeten PerioLlen nur insofern verschieden 
sind, als die Reihenfolge sowohl der Perioden unter einander, als 
auch der Glieder, aus denen eine jede Periode besteht, eine andere 
sein kann. 
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Gvundlngen dieser i 



497. 



Jedesmal wenn m eine zusammengesetzte Zahl ist, wenn 
man also m='m'k' setzen kann, läfst sich jede solche Pe- 
riode von m Gliedern, wie {m:g''-), in /;' durch {migf) be- 
zeichnete Perioden von m' Gliedern zerlegen, wobei mau (t 
der Reihe nach alle Werte 1, 2, 3,... Z;' beilegt. Man mufs sich 
hierzu denken, dafs die m Glieder, welche die Periode {m-.g'-) bilden, 
nämlich 

(.</■) + (.';'+') + {,•/'+") + - ■ ■ + (!/'+"'-'), 

KU je zweien genommen werden, falls lc'^-2, zu je dreien, falls 
/c'^3 ist, und so fort. Dies ergiebt die folgenden h' Teilperioden: 

Man sieht von selbst, dafs, wenn m ebenfalls eine zusammengesetzte 
Zahl ist und m' =^m"h" gesetzt wird, jede Periode von m' Gliedern 
in 1c" Perioden von m" Gliedern zerlegt werden kann, und so fort, 
bis das letzte Glied der abnehmenden Reihe m, m', m", , . . gleich 1 
ist Für diese Grenze retluciert sich die Periode auf ein einziges 
Glied, welches eine der Wurzeln der gegebenen Gleichung X = ist. 

498. 
Da übrigens 5Z — 1 stets eine gerade Zahl ist, so läfst sich 
die Bildung der Perioden immer so einrichten, dafs die 
letzten Perioden, welche zu bestimmen sind, Perioden von 
zwei Gliedern sind, welche immer zwei zu einander reciproke 
Wurzeln enthalten, so dafs, wenn {2:a) eine dieser Perioden dar- 
stellt, allgemein 

(2;«)-.- + i'"— -r" + .— 
ist. Man erlangt auf diese Weise den Vorteil, dafs man im 
Laufe der Eoehnung nur Gleichungen aufzulösen hat, deren 
Wurzeln sämtlich reell sind. Kennt man dann schliefslich vermöge 
der letzten Gleichung zum Beispiel den Wert der Periode (2:ß), 
welcher immer durch 2 cos (i dargestellt werden kann, so erhält man 
die Gleichung: 

,-« + ,-" = 2C0!,,., 
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174 Pfinftev Hauptteil, 

und hieraus folgt: 

r" = cos ji -j- ]/ — I. sin ft. 
Dieser Wert einer der Wurzeln der Gleichung X = reicht hin, nm 
alle andern zu finden, welche dureli die Formel 

X = (cos [i + Y—l sin (i)" = cos kfi + l/— 1 sin h(ij 
in welcher 7; ein beliebiges Glied aus der Reihe 1, 2, ?>,... n — 1 
ist, dargestellt werden. Man weifs überdies, dafs n stets ein Viel- 
faches von - ist. 

499. 
Die Reihenfolge der soeben angedeuteten Operationen beruht 
darauf, dafs iu jeder Periode {m:a), in welcher m eine gerade Zahl 
ist, und deren entwickelter Wert durch 

(.»:«) =. (») + («.,') + {«s") + .. . + (»»-'-')<) 

dargestellt wird, neben jedem GÜede (a) stets noch das Ulicd (ag ^ ) 

aiiftrittr. Dieses letztere ist dasselbe wie (— a), da (g^ )= — 1 ist, 
d. h. mau findet in derselben Periode gleichzeitig die beiden Glieder 
)■" und r^", welche zu einander reciprok sind. Was über das Glied 
(tt) gesagt ist, gilt für jedes andere Glied der Periode, da man ein 
beliebiges Glied als erstes nehmen kann. Mithin besteht jede Periode 
(m:a), in welcher m eine gerade Zahl ist, aus zwei Teilen von der 
Beschaffenheit, dafs die Glieder des einen die Komplemente oder die 
Reciproken zu den Gliedern des auderi] sind. 

r)00. 
Es ist jetzt noch zn zeigen, wie man die Gleichung, 
welche zu Wurzeln die k verschiedenen durch {m:a) be- 
zeichneten Perioden hat, und ebenso die Gleichungen, welche zur 
rtestiuimung der abnehmenden Perioden (»»':«), (in":a) u. s. w. dienen, 
bilden kann. Es geschieht dies leicht mit Hölfe des folgenden 
Satzes, welcher für diesen Zweig der Analysis von aufaerordent- 
lieher "Wichtigkeit ist. 

■') Diese Formel, welche in der des Aititel 497 enthalten ist, kann .jede 
Periode derselben darstellen, die entweder direkt gebildet oder aus anderen 
Perioden durch auccessive Zerlegungen abgeleitet ist; detm die Zahlen m und k 
können sich auf mehrere Arten ündern, wofern sie mir der einen Bedingung, 
dafa ihr Produkt ml- ^ « — 1 f^ei, geniigea. Aiim. d. Vei-f. 
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§ 1. GrundlagöQ dieser neuen Theorie. 17ö 

Fundamentalsatz. 

Sind (m:a), (m:ß) zwei gleichartige (uler aus gleieliviel 
Gliedern bestelionde Pcriodeu, die im Übrigen gleicli oder 
ungleich sein können, so erhält man, wenn man das Pro- 
dukt dieser beiden Perioden mit TT bezeichnet und Jc = , 

h = jf* setzt, 

T] = {m:a + ß) + (m:c^k-\^ß)+im:ah^-\-ß} + --i-im:ah"-^-^ß), 
d. li. das Produkt TT ist gleich der Summe der Perioden yon 
derselben Art, welche die Gäieder (« + |3), {«h + ß), {a¥-]-ß),... 
(ah'"-^ + ß) enthalten. 

In der That giebt die Entwicklung der Glieder, welche in den 
beiden gegebenen Perioden enthalten sind, 

(.»:») _ (») + {«'0 + («''■) + •■• + ("'•'-') 

(«.:« _ (ß) + (ßh) + (ßh') + - + (ßh—). 

Das Produkt dieser beiden Polynome kann aber zufolge der Formel 

(a) ■ (ß) = (a + ^) in folgender Weise gebildet und angeordnet 

werden: 

(„ + /i) +(«/. + /!) +(xh' + ß) +..■ + («* — ■ + « 

+ («4 + i?;.) +(„if + ßh) +(„i,' + ßi.) +.^+i„h—' + ßh) 

+ (aV- + ßlr) + {„h? + ßh') + («7,- + ßh') + . - ■ + (»/,— + ßi;'\ 

+ (»4— + ßh—') + («/.- + ßh"-') + (.;.-+' + ßh- ') + ■■■ 
+ („;.'•— + M-"'). 

Nimmt man die Summe der verechiedenen Vertikalkolonneu, von 
denen jede eine und dieselbe Periode bildet, so erhält man das ge- 
suchte Produkt: 
IT-(.»:« + (J) + (.»:«;. + « + («.:»;.' + /!)+■.■ + (.«:»*— + «. 

Die verschiedenen Teile, aus denen das Produkt TT besteht, redu- 
cieren sich stets entweder auf die Periode (m:(i) oder (»»:«.), deren 
Wert in ist, da sie die Summe von m Gliedern, die gleich r" oder J" 
sind, darstellt, oder auf eine der Perioden (n?:l), {m:g), {m:g^)--- 
{pi-.g^~^). Mithin erhält man allgemein: 

n = Am + Ä{m:\) + ^"(«'^'7) + Ä"' ipi-.fi^) + ■ ■ ■ 
Und da die Anzabl der in dem Produkte TT euthaltenen Perioden rn 
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beträgt, so miü's auch die Summe der Koefficieiiteii 

A + Ä -{- Ä' -{- ■ ■ = m 
sein, woUei diese Koufficienten ganze positive Z;ilil<!n oder Null sind. 

501. 

Da sich das Prothikt zweier Gröfsen von der Form {m:a) stets 
auf die Summe mehrerer Gröfsen derselben Art zurückführen läfst, 
so ist tlar, dafs sich aucli das Produkt aus beliebig vielen 
solchen (Jrörsen und somit auch ihre Potenzen und Pro- 
dukte aus diesen Poteazen immer auf einen solchen line- 
aren Ausdruck wie 

Am + A(fn:l) + ji' (m-.g) + ■■; 
in welchem, die Koeffieienten Ä, -4', A",.,. positive ganze Zahlen 
oder Null sind, zurückführen lassen. 

Besteht demnach eine Funktion F aus mehreren solchen Glie- 
dern wie Nt'u^v'..., worin N eine ganze Zahl ist, und t^,uf,v'',... 
irgendweiche Potenzen der Perioden t'=(m:cc), m=(jk:(5), v = (m:'y),... 
bezeichnen, welche aus den h die sämtlichen Wurzeln der Gleichung 
X = enthaltenden Perioden von m Gliedern nach Willkür heraus- 
gegriffen sind, so läfet sich diese Funktion ebenfalls auf die Form 

Am-\- A'(m:i) -\-A"{m:g) -\ bringen, in welcher die Koeffieienten 

A, A', A", . . . ganze Zahlen sind. 

Wenn man sodann an Stelle von t, u, v,,.. die Perioden (m:ia), 
{m:iß), (m:i'y),..., in denen i irgend eine ganze, durch n nicht teil- 
biire Zahl bedeutet, substituiert, so ist das Resultat gleich 

Am 4- A'(m:i) + A"(m:ig) + ■■■ 
Denn die in Rede stehende Anderang wird ausgeführt, indem man 
einfach r' für r setzt, wodurch jede durch (k) bezeichnete Worzel in 
(ia) Übergeht. 

Wir denken uns nun, dafs man t der Reihe nach alle Werte 
(m:«), (m:ag), (m'.ag^), . . . gebe, welche die Reihe der h Periodesi 
von «8 Gliedern bilden, wenn man mit dem Gliede (m:ß) anfangt, 
dafs ferner gleichzeitig u die aufeinanderfolgenden Werte (m-.ß), 
(m:ßg), {m:ßg^),... und v die Werte (m:y), (m:yg), (m-.yg^), . . . an- 
nehme n. s. w. Dadurch ergeben sieh k verschiedene Resultate, in 
denen jede GrÖfse t, u, v, . . . die Ic verschiedenen Werte, welche die 
Periode von m Gliedern besitzen kann, erhalten hat. Die Summe der 
k Werte der Fnnktion F, welche aus allen diesen Sub.stitutionen sich 
ergeben, ist alsdann: 
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Ahm 4- J'i:(m-A)-\-Ä"T{m:g) + Ä"'l{m:f^) + ■■ ■ 
In dieser Formel stellt S(jm:1) die Summe der Je Perioden 

(m:l) 4- (wcj?) + (m:p^)H 1- (m:(/"^-*), welche gleieli — 1 ist, dar. 

Die anderen analogen Summen I.(m:g), llm-.g^),..., von denen jede 
aus ebensoviel Perioden gebildet ist, haben sämtlich denselben Wert. 
Mithin ist die Summe der Funktionen F ailgemeiti gleich 

Ahm —Ä'~ A"'— Ä" ; 

dieselbe ist somit stets gleich einer bestimmten ganzen Zahl. 

502. 
Die Eigenschaft der Wurzeln der Gleichung Ä;'™ Grades, 
welche die Perioden (m-A), (pv.g), (ni:g^),... liefert, ist somit 
von folgender 4i't- I^* ^"^^ ganze rationale Punktion Z dieser 
Wurzeln oder einiger von ihnen, welche mit t, u, v,... bezeichnet 
seien, gegeben, und denkt man sich, dafs die Gröfsen t, u, v,..., welche 
zuerst (m:a), {nr.ß), (m:y), ■ ■ ■ sind, bei einer ersten Substitution die 
Werte {m-.ag), {m-.ßg), (m:yg), . . ., bei einer zweiten Substitution die 
Werte (m:ag^, {mißg^), {m:yg^)... und so weiter annehmen, so dafs 
also nach k — l Substitutionen eine Jede dieser GrÖfseii den ganzen 
Cyklus von Werten, welche jede Periode von m Gliedern annehmen 
kann, durchlaufen hat, so ist die Summe aller Werte der Funktion Z 
gleich einer leicht zu bestimmenden ganzen Zahl. 

503. 

Wenn die Funktion F der Wurzeln t, Ji, v,... der Gleichung 
Ä;'™ Grades alle Wurzeln enthält, und wenn dieselbe so be- 
schaffen ist, dafs man darin zwei der Wurzeln beliebig mit 
einander vertauschen kann, so läfst sich diese Funktion, 
welche man in der Regel eine symmetrische Funktion (fonction in- 
variable) nennt, unmittelbar bestimmen, da man alsdann, ohne 
an der Funktion irgend etwas zu ändern, rg an die Stelle von r setzen 
kann, und somit A' = A" = A"' = ■ ■ ■ ist, da der Wert 

Am -\- A'{m-A) -\- A"{m:g) + A"'(m:g^) + . . . 
derselbe sein mufs wie 

Am 4- A'(m:g) -\- Ä"(m:g^) + Ä"{m:g^) ~\ 

Folglich reduciert sich der Wert der Funktion F auf Am — A'. 

Demnach kann man mit Hülfe des Satzes in Artikel 500 leicht 
die Koefficienten der Gleichung /[■'™ Gra,dea, welche die Perioden 
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(»k:1), (m:g), . . . (m:g*~^) zu Wurzeln hat, in ganzen Zahlen aus- 
drücken. Diese Gleichung besitzt die sehr bemerkenswerte 
Eigenschaft, dafs, wenn eine ihrer Wurzeln bekannt ist, alle 
andern sich leicht aus dieser ableiten lassen. 

Bezeichnen wir nämlich durch p, p, p", . . . j><*~^' die Perioden 
(jM:a), {ni-.fxg), {m-.ag^), . . . {miag''—^), so erhält mau, da die Summe 
dieser Gröfaeu dieselbe ist wie die Summe der Wurzeln der Gleichung 
3r = 0, nämlich gleich — 1, als erste Gleichung: 

Entwickelt mau sodann die aufeinanderfolgenden Potenzen p^, 

p^,-., um sie auf die lineare Form zu bringen, zufolge des Satzes im 

Artikel 500, so erhält man fr — 1 andere Gleichuugen: 

j>ä = ^„( _j_ (f'p ^ a'p' -f- a"p" ■}-■■■ 

p^ = bin -\- h' p -\- V p -\- 1}"' p" -{-■■■ 

p'* = cm + c'p + c"p' -\- c" p" -\- • ■ ■ 

worin die Koefficienten positive ganze Zahlen sein müssen. 

Da diese h Gleichungen die Unbekannten p' , p" , p'" , . . . j)<*— i' 
linear enthalten, so kann man mittelst der ersten h — 1 Gleichungen 
die Werte dieser Unbekannten finden; dieselben sind sämtlich von 
der i'orm: 

A + Ä'p + A"p^ + ■ ■ ■ + j1«-ii^^-^, 
worin A, A', A", . . . rationale Koefficienten sind. 

Ferner sieht mau, dafs, wenn man alle diese Werte in die letzte 
Gleichung, welche den Wert von p*" giebt, einsetzt, man die Gleichung 
k^" Grades inj) erhält, welche die Je Perioden (m:l), (m-.g),.., zu 
Wurzeln hat. Es ist dies einer der einfachsten Wege, um zu dieser 
Gleichung zu gelangen; dieselbe ist stets von der Form: 

p'^ + p>--' + ap'~^ + ßp'-'^ + ■ - ■ = 0. (A) 

504. 
Wir müssen jetzt zeigen, dafs sich das Polynom X mit 
Hülfe der Wurzeln der Gleichung (A) in h Faktoren vom 
Grade m zerlegen läfst, 
Ist zu dem Zwecke 

X»' — Ax'"--' + Bx'"-'' - Cx"—^ H 

die Gleichung m'^" Grades, welche die verschiedenen Glieder («), («Ä), 
(a/i^), . . . (tt7("'~"^}, deren Summe unter der Ännahmo }' ^ (/'' die 
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Periode (m:aj bildet, zu Wurzeln hat, so hat man zunUchst: 

{A = m:a) 
und die andern Koefficieiiteü JB, C, I>,. . . dieser Gleichung lassen 
sich, da sie symmetrische Funktionen der Wurzeln («), (aÄ), (itlf),... 
sind, in linearer Weise durch die Perioden (m:l), {m-g), (m:g^), . . . 
oder durch die Wurzeln p, p, p", . . . der Gleichung (Ä) ausdrücken. 
Das einfachste Verfahren, die in Rede stehenden Koefficienten 
zu bestimmen, besteht darin, dafs man zunächst die Summe der Qua- 
drate der Wurzeln (k), (ah),..., welche die Periode {in:a) bilden, 
aodami die Summe ihrer Kuben, die Summe ihrer vierten Potenzen u. s.w. 
sucht. Bezeichnen wir mit Sg die Summe der Quadrate dieser 
Wurzeln, d. h. die Summe der Glieder {2a), (2ah), (2ali'), ... so ist 
diese Summe gleich der Periode (ni:2a). Mithin erhält man: 

S2 = (m:2a). 
In analoger Weise hat man: 

^3 = (»b:3«), Ä4=(m:4«), ..., 
Werte, von denen jeder durch eine der Wurzeln der Gleichung (Ä) 
gegeben wird. Aus diesen bekannten Gröfsen kann man nun leicht 
die Koefficienten A, B, C, D, . . . ableiten mittelst der Formeln: 
A = S,== (m:a) 
2B = AS, ~ Ss 

47) = CS,— lh% + AS., — S, 

Sodann wird der Ao.sdruek jedes Koefficienten von 7? an mit Hülfe 
des Satzes in Artikel .500 linear gemacht; auf diese Weise wird jeder 
derselben von der Form: 

<^ -i- ßp -\- yp + ^P" 4 , 

wo H, ß, y,... ganze Zahlen und p, p', p , . . . pC'—^i die Wurzeln 
der Gleichung (A) sind. Man kann sogar aus diesem Ausdruck 
wenigstens eine der Wurzeln p fortschaifen mittelst der Gleichung: 

o^i-hp + p'+p" -{-■■■ 

Nachdem dieses festgestellt ist, sieht man, dafs die Gleichung 
wj'™ Grades, welche die in der Periode (hs:«) enthaltenen Glieder ku 
Wurzeln hat, von der Form ist: 

O^P^Qp^Ep'^Sp" -\ , 

wobei P ein Polynom in x vom Grade m und Q, .Ji, S, . . . andere 
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Polynome von niedrigerem Grade sind, deren siimtliche Koeffieientüii 
ganze Zahlen sind. 

Beachtet man sodann, dafs, wenn man ah für a set^t, die Pe- 
riode {m:d) oder p in (mzah) oder p, dafs femer zu gleicher Zeit 
p' in p" übergebt, «ad dafs somit alle diese Gröfsen nm eine Stelle 
vorrücken, indem die letzte durch diese Verschiebung in die erste 
übergeht, so sieht man, dafs der gefundene Faktor der Glei- 
chung X = alle andern von derselben Ordnung giebt, 
wenn man, um von einem Faktor zum folgenden überzugehen, die 
Buchstaben p vm eine Stelle vorrücken läfst. Auf diese Weise erliält 
ma.n der Reihe nach die Faktoren von X: 

F+Qp-\-Rp+Sf + --- 

r + Qp" + lip" + Sp^"-- + ■ - ■ 

und solcher Formen giebt es Ic. 

Mittelst derartiger Rechnungen zerlegt man die Gleichung X = 
vom Grade n — 1 oder mk in k andere Gleichungen vom Grade m, 
und zwai' läfst sich dies auf soviel verschiedene Arten ausführen, als 
man die gegebene Zahl n — 1 durch das Produkt zweier Faktoren 
7H und Je darzustellen im Stande ist. 

505. 

Wir gehen jetzt über zur weiteren Teilung der Periode 
(«»:«), welche für die Methode, die wir entwickeln, notwendig ist, 
wenn man zur vollständigen Lösung der Gleichung X = gelangen 
will. Nehmen wir also an, dafs m = m'lif sei, so bandelt es sich 
darum, die Gleichung k'*^° Grades zu bilden, welclie die Perioden 
(m'-.a), (m'-.ah), {m':a¥}, . . . (m'-.cch'''—^), in die die gegebene Periode 
(m:ce) zerfällt, wenn man h = g und a=g^ setzt, zu Wurzeln hat. 

Bezeichnen wir die Perioden (m':a), (m':ah), {m':tth% {m':ah^),... 
respektive mit t, s, u, «,..., und ist (f eine ganze rationale Funktion 
der Gröfsen t, s, u, v, . . . oder einiger von ihnen, so kann diese Funk- 
tion stets auf die lineare Form: 

Am' -}- Ä'{m':a) -^ Ä"(m':a(/) + Ä"'{m':ag^) -j , 

in welcher die Koefficienten ganze Zahlen sind, falls dies bei den 
Koefficienten der Funktion ^ der Fall ist, zurückgeführt werden. Man 
beweist dies, wie in No. 501; denn die Reihe (ni':l}, (m':g), (m':g^)..., 
welche bis zu Ich' Gliedern fortgefiotzt ist, unterscheidet sieh von der 
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auf gleichviel Glieder fortgesetzten Reihe (»«':«), {miacj), {m':ag^), . . . 
nur durch die Wahl des ersten Gliedes, welche aber bei einer in sich 
zurückkehrenden Reihe beliebig ist. 

Nehmen wir jetzt an, dafs man ah an die Stelle von a setze, 
und dafe durch diese Substitutionen die GrÖfsen t, s, ti, v . . . in 
t', s', II, v',... übergehen, so wird die hierdurch aus ip entstandene 
Funktion tp ausgedrückt durch die Reihe: 

Am -\- A'(m':ah) + Ä"{m':ahci) + Ä"'(m':ixhg^) -}-... 
Setzt mau wiederum alt für k, wodurch die Gröfsen t', s', u', v', . . . 
in t", s", )t", v" . . . tibergehen, so verwandelt sich die Funktiou tp in 
eine neue Funktion y", deren Wert 

Am + Ä{m':cili^) + A"{m':ahhj) + A" {m'-.ah^tf) -\ 

ist. Setzt man diese Substitutionen weiter fort, bis die Anzahl der 
Funktionen 9, 9', ip", . . . gleich In' ist, so nimmt die Gröfse t all- 
mählich alle Werte t, t\ t", , . . (1^'— i' der Perioden von m' Gliedern, 
welche die Periode (jica) bilden, an; die andern Gröfsen s, «, v, . . . 
durchlaufen ebenfalls denselben Cjklus, eine jede von einem verschie- 
denen Punkte aus, und bezeichnet man die Summe der so entstehen- 
den Punktionen tp mit S{^>), so erhält man: 
^(9) = Am'h' 

+ Ä [(».■:«) + (.»■:«/.) + (.»•:»;.■) + ■ ■ ■ + («.':«;.*'- ')] 

+ Ä' [(«l':«s) + (m'-.agh) + (m';cigh') H 1- (m:c<gh>~')] 

+ A'" [(m'-.ag'') + {m:af-}i) + {m':nfh^ -\ h (m':t(//i*'-i)] 

+ , 

und dieser Ausdmck reduciert sich auf den folgenden: 

S(v) -Am + Ä(m:«) + A"(m:„g) + Ä" (m-.af) + ■■■ 

Mithin drückt sieh die Summe der Funktionen 95 stets in linearer 
Weise durch die Gröfsen (m:a), (m:ccg), . . . aus, d. li. durch die als 
bekannt vorausgesetzten Wurzeln der Gleichung h'^" Grades, deren 
Bildung wir gezeigt haben. 

Es ist noch zu bemerken, dafs die Anzahl der Glieder, welche 
in dem Werte von ip bis zu hk' -)- 1 steigen könnte, in dem Werte 
von S(ip) sich auf höchstens Jc-^1 reduciert. Denn da es nur 7c ver- 
schiedene Werte für die Perioden von m Gliedern giebt, nämlich: 
{m:aj, (in:ag), {nr.ag^), . . . (m'.ag'''-^), so werden die Glieder, welche 
hinter diesen kämen, nämlich {m:ag^'), (»j:a^^+'), . . ., wieder die 
Reihe {m:a), (m-ag) . . . ergeben, und dies findet, wenn man von 
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Ä'(m:a) ab reuhiiel;, immer von h ku h Gliederu statt. Nuimeii wir 
daher B' die Summe der Koefficienten der Periode (h*:«), B" die 
Summe der Koefficienteii der Periode (nt:ccg), u. s. w., so erbält mau 
durch eine Reihe von höchstens /c-|- 1 Gliedern die gesuchte Summe: 

S(<p) = Am + !;■('«:«) + ir(m:afj) + l/"{m:ccg') + ■■■ 

öOti. 
Dieses Jiesultat welches für jede gegebene ganze rationale 
FunUiou ip der Giofaen f tt 0, . . . oder einiger von ihnen atatt- 
lindet gilt umsomehi m lem 1 alle, wo y eine symmetrische Funktion 
dei / Giof'ien f i, ti t ist Denn alsdann besteht die Vertau- 

ohiin^ dutch welche diese (Tiolseii in t', s, ti, v', . . . übergehen, 
dann dals jede dei tiiofsen t & u, v^. .. um eine Stolle vorrückt, 
ao difs t in s, s m tt u m y und so weiter übergeht bis zur letzten, 
welche ihieiaeits 6ieh m die eiste t verwandelt. Durch diese Ver- 
tanschuii„ bleibt ibei die lunLtiou q> stets dieselbe, so dafs mau 
cp = (p = (p = und omit ^(9») = li (p erhält. Man mufs dem- 
mi,h den im Sfqn) gefundenen Wert durch li dividieren; indessen 
kiiiu man 111 diesem talle den Wert von 9 auch unmittelbar linden, 
feet/t man nimhch in dem Werte 

^ = Am + A {m a) + 1 {m:a<j) + Ä"(m:aif) + ■ ■ ■ 
ah oder ag^ an die Stelle von a, so miifs dieser Wert ungeändert 
bleiben, es müssen demnach offenbar alle in dieser Formel enthal- 
tenen Glieder (j»':k), {m'tatj''), (m'ißß^*),--' (mi':k^**'"') denselben 
Koefficienten A' haben, wie das erste Glied (m'-.ci). In analoger 
Weise ist A" der geraeinsame Koeffieient aller Glieder {m: Kg), 
(jw':«j/*+^), (jh':«(/^*+^), ■ - - (m':a(/**'-"^+^), welche die Periode {m:ay) 
bilden, u. a. w. Mithin erhält mau in dem Falle, wo <p eine sym- 
metrische Funktion der U Wurzehi t, s, 11, v, . . . ist, einfach: 

q} = Am' + Ä(m:cc) + A"{m:ag) + A"'(m:aff'') -j , 

und diese Reihe besitzt nicht mehr denn höchstens /c-j- 1 Glieder. 

,507. 

Hieraus folgt: 

1) Wenn man die Gleichung //'*" Grades bilden will, welche die 
Teilperioden (m':a), {mialt), (m':ah^)..; aus denen die Gesamtperiode 
(m:a) zusammetigesetat ist, zu Wurzeln hat, so mufa man mit Hülfe 
der vorher genannten Formeln den Wert der Koefficienten, welche 
symmetrische Funktionen der Wurzeln sind, suchen. Alle diese 



y Google 



g 1. Gi-iLüdlagOLi dieser ueucii Tlieoi'io. 183 

Koefficienten drücken sich, ebenso wie die Fnuktioii (p, in liaearei" 
Weise durch die Perioden [m-a), (mtag), ... d. li. durch die bereits 
bekannten Wurzein der Gleichung Ä'°" Gradea aus. 

2) Die Gleichung desselben Gradea Ä, welche die Teilperioden 
iin'-ag), (m'iagh), (m'-.agh^), . . ., aus denen sich die Gesamtperiode 
{m:ag) zusammensetzt, zu Wurzeln hat, leitet man unmittelbar aus 
dieser Gleichung, deren Bildung wir soeben angegeben haben, ab, 
indem mau in dieser einfach «17 an die Stelle von a setzt, d. h. in- 
dem in dem Ausdruck eines jeden Koefficienten die Gröfeen («»:«), 
(miaff), miag^),... um eine Stelle vorrückt, so dafs man, wenn diese 
letzteren durch p, p, p", , . . bezeichnet werden, den Index jedes 
Gliedes um eine Einheit erhöht, wobei noch zu beachten, dafs durch 
diese Erhöhung das letzte Glied ^'*~'' gleich dem ersten j) wird. 

in analoger Weise bildeb man die Gleichungen für die Teil- 
perioden, welche aus der Zerlegung der anderen Perioden (m:ag^), 
(in:ay^), u. s. w, entspringen. 

3) Schliefslich braucht man nur eine einzige von diesen Glei- 
chungen &"*" Grades aufzulösen, oder sogar nur eine einzige Wurzel 
dieser Gleichung zn kennen. Denn mit Hülfe dieser Wurzel und 
ihrer Potenzen kann man alle andern Wurzeln bestimmen, was ebenso 
wie in No. 503 bewiesen wird. Wir gehen indessen auf die Einzel- 
heiten dieses Beweises nicht ein, sondern beschränken uns darauf, 
weiter unten Kechuungsbeispiele, welche denselben ersetzen, anzuführen. 

508. 

Hat mau die Gleichungen vom Grade //, welche die in jeder 
Periode von m Gliedern enthaltenen Perioden von m Gliedern zu 
Wui'zelu haben, gebildet, so bleibt noch zu zeigen übrig, auf welche 
Weise man für jede dieser Gleichungen den entsprechenden 
Faktor der Gleichung X=0 findet. 

Bezeichnen wir durch 

x'"-' — Äa:"'~^ -\- Bx"'~^ — Cx"^"^ >^ - . ■ = 
die Gleichung m'""* Grades, welche die verschiedenen, die Periode 
(»ji':k) bildenden Glieder (a), («fe'), (ah'^),... zu Wurzeln hat^ so ist 
die Summe der Wurzeln {m':cc) oder abgekürzt gn, die Summe ihrer 
Quadrate gleich {m':2a) oder q^a, die Summe ihrer Kuben ()»':3k) 
oder qsa, u. s. w. Da diese Summen bekannt sind, weil dies mit 
sämtlichen Perioden q der Fall ist, so ergeben sich daraus die Werte 
der Koefficienten A, B, 0, . . . mittelst der Gleichungen: 
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Darauf mache man den Auadi-uck dieser Koefficienten mit Hülfe des 
Satzes iu Artikel 500 linear; auf diese Weise erhält jeder von ihiieD 
die Form ri -\- ßq -\- yq -\- Sq" -i- •■■, wo die Reihe q, q', q",--- die 
Perioden in ihrer natürüchen Reihenfolge {«*':!), ('w':y)j ('w':i7*)i ■ ■ ■ 
darstellt. Mithin ist di;r der Periode (m:a) entsprechende Faktor der 
Cileichung X = von der Form : 

F + Qi + Bq +s,f + ----a, 

wobei P ein Polynom h/'™ Grades in x ist und Q, 11, S,... andere 
Polynome von niedrigerem Grade sind. 

Aus diesem Falitor kann man der Reihe nach alle andern 
erhalten, indem man, wie schon in No. 504 gezeigt wurde, die Indicea 
der Buchstaben i/ um eine Einheit erhöht, Man erhält auf diese 
Weise die ftft' Faktoren vom Grade m, in welche sich die Gleichung 
X = zerlegen läfst. 

Diese Theorie wird noch mehr Licht erbalten, wenn wir sie auf 
Beispiele anwenden: vor Allem aber wird es zweckmiifsig sein, zu 
aeigen, wie man fdr jede Primzahl n^hm-\- 1, wo wir der 
Reihe nach lC'=2, 3, 4 und 5 annnehmen, die Gleichung 7;'™ 
Grades, welche die Perioden (m:ß), (m:aff'),. . . {m:«g''~^) zu 
Wurzein hat, wirklich bilden kann. Diese Untersuchung wird 
uns zu mehreren sehr bemerkenswerten Sätzen der Änalyais führen. 



Allgemeine Bildung der Grleielning /■:'"'" Grades für die Werte 

/.■ = 2, 3, 4, 5, 

509. 

Erster Fall n = 2m +1, ft = 2. 

in diesem Falle zerfällt die Periode (2n( : 1) in /.wei andere: 

(.»:!) = (1) + (f) + (9') + (««) + ■■■ (»"-') 

(»•:■)) - (S) + if) + (.«•) + (»') + ■■■ (S'— '). 

id p und y diese beiden Perioden, so hat man zunächst: 
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% 2. Angern, ßildung di^c Glcicliimg /,■'«' Gi-iu.leä für äi<j Wurte k = 3, .4, 4, d. 1«5 
sodann: 

j.i/^(«»:H ;/) + 0«:l+y■^) + (m:l+^^0 + -+(»^l+^''""')■ 
Da sicli alle Periodeu von diir Form {m:a) iiuf üie beiden (m:l) und 
()«:(/) zurückfüliireii lassen, wozu mau noch den Auedruck («j:0), 
welcher nicht eigentlich eine Periode, dessen Wert vielmehr gleich m 
ist, hinzufügen mufs, so folgt daraus, dafs der Wert des Produktes 
pp sieh auf die Ponn bringen iäfst: 

pp = Am + A'p + Ä"p', 
iu welcher 

Ä -\- A' -\- A" ^ in 
ist, weil m die Anzahl der den Wert von pp bildenden Perioden 
{m:l +(?), (jk:1 +9% {ni:l-\-g^),... («cl +3*'"-^) ist. Da ferner 
in dieser Gleichung die Gröfsen p und p' mit einander vertauscht 
werden höiinen, so hat man A' = Ä", mithin: 

pp' = A m — Ä 
und 

A -\- 2A' = m. 
Wir müssen jetzt «wei Fälle unterscheiden, je nachdem m gerade 
oder ungerade ist. 

Es sei zuerst m ungerade. Da stets g'" = — t d. h. 
ij'" -|- 1 = SR (}i) ist, so mufs es in der Reihe 1 + i/i 1 + W^ 
1 -(-(/^,- -1 -|-y^"'— 1 notwendig ein Glied geben, weiches gleich Null 
ist, und zwar nur ein solches, wegen der besonderen Bedeutung der 
Zahl g. Man hat also in diesem Falle A = \ und J^ = -z-{m — 1), 
folglich: 

Ist zweitens m gerade, so hat man ebenfalls g"' = — 1, und 
daher giebt es in der Reihe 1 -]- g, 1 + j;^, 1 -\- g^,. . . kein Glied, 
welches gleich Null wäre. Es ist daher A =^ 0, A' ^ Y^^' ^^^^ 

PP = ~ l "*■ 
Hieraus ergieht sich, dafs die Gleichuug, welche^ und p' zu Wurzeln hat, 

falls »»ungerade oder n von der Form 4« + 3 ist, die folgende: 

?'+P+|('»+l)-0, 
und falls m gel- ade oder n von der Form 4*+ 1 ist, die folgende ist: 
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Mau erhält tlaliei': 

p^ -^±_ \-V^^i, falls n von der Form 4/ + B, 
und 

^j = __ — -|^ -- yn, falls n von der Form AI -\- \ ist. 
Tu diesem letzteren Falle ist liie Differenz der beiden Wertt; von p 
gleich y«, 

510. 
Ist 

■x'" — ax'"^'^ -\- hx'"-'^ — cx'"-^ -\ =^0 

die Gleichung, welche alle die Periode (»cl) bildenden Glioder zu 
Wurzeln hat, so ist der Koefficient « = (}»:l)=j). Was die andern 
Koefficienten h, c, d,... anlangt, so findet man ihre Werte nach der 
Methode des Artikel 504, und zwar werden dieselben von der B'orm 
]i -\- li'p 4- JB"p'. Daraus sieht man, dafs, wenn 

Z = x'" ■ — ax'"—'^ -f l/x"'~'^ — cx"'~^ + ■ ■ - 
geset/.t wird, das Polynom Z sich auf die Form 

Z ^ F -^ Qp -\- Ep 
bringen läist, in welcher P ein Polynom tn^"" Grades in x und Q, M 
Polynome von niedrigerem Grade sind. 

Betrachtet man iu gleicher Weise den Faktor: 

Z' = X'"- — a'ic'"-^ -j- t'ic'"~^ — c'x'"'—^ H , 

welcher, gleich Null gesetzt, iille in der Periode {m:ij) enthaltenen 
Wiirzeln giebt, so erhält man nach No, 504: 
iT = P + Öij' + Rp. 
Nunmehr hat mau die AVerte von p und p für die beiden bereits 
unterschiedeneu Fälle einzusetzen. 

1) Ist n von der Form 4« -\- 3, so ist; 

?' = — ^ + a"/ — '^ / = — a" -^V—'h 
somit; 

^- p- -2 (e + II) + 1 (« - 'i)V'~«. 

Z-I'- \ (ö + B) - ; {Q - ß) y~n. 
Da aber X = ZZ' ist, so erhält man in diesem Falle : 
4X - (2P - e - Rf + 1.(6 - Ef. 
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2) Ist n von der Form 4« + Ij S" ergeben sieli die Werte 
von p imd p aus denselben Formeln, wenn man darin einfach das 
Vorzeichen von n ändert. Man erhält daher in diesem Falle: 

4X = (2P - § —TCf — n{Q ~ Bf. 
Hieraus ergiebt sich der folgende bemerkenswerte Satz: 

Ist n eine beliebige Primzahl und X der Quotient, wel- 
cher sich bei der Division von x"—! durch x — 1 ergiebt, ao 
kann man stets zwei Polynome Y und Z finden, welche der 
Gleichung 4X=y^ + sj2'^ genügen, wo das obere Zeichen 
gilt, falls n von der Form 4i + 3, das untere, falls n von 
der Form ii -\- 1 ist. 

Im ersten Falle läfst sich das Polynom 4X in zwei imaginäre 
Faktoren (T-f Zy~n) (Y—Zy^^n), im zweiten dagegen in zwei " 
roeUe Faktoren (Y -|- ZYn )iY — ZYn ) zerlegen. 

Der Beweis dieses Satzes dürfte ohne die Hülfe der unbestimmten 
Analysis sehr schwierig sein. Man erkennt hieraus, daXs diese Art 
von Analysis nicht auf Untersuchungen über die Eigenschaften der 
Zahlen beschrankt ist, sondern dafa aie auch der Vervollkommnung 
der algebraischen Analysis förderiich sein kann. 

511. 

VVeils man a priori, dafs die Funktion 4 X auf die Form T^ + »if^ 
gebracht werden kann, ao ist es leicht, die Werte der Polynome 
Fund Z in den verschiedenen Fällen zu bestimmen. Zu 
diesem Zwecke sieht mau zunächst, dafs, wenn die Vielfachen von n 
weggelassen werden, Y^ = 4X wird. Um daher den Wert von Y 
zu erhalten, mufs man aus 4X die Quadratwurzel ziehen. Dies giebt 
die beiden ersten Glieder 2x'" + x'"—^. Die weitere Berechnung 
geschieht so, dafs man zu den ersten G-liederu der Reste passende 
Vielfache von n addiert, damit alle Glieder der Wurzel ganzzahlige 
und möglichst kleine Koeffieienten erhalten. Kennt man Y, so ergiebt 

sieh Z aus der Gleichung 2^= + , wobei die Rechnung 

ohne jede Vernachlässigung ausgeführt wird. Übrigens besteht ein 
Verfahren, um die soeben angegebene Operation bedeutend 
zu vereinfachen, in Folgendem, 

Wirft man die Vielfachen von u ah, so hat mau: 

Y= 2 l/X und X = --'^;::^^"-- = x''"(\ — ])~'(l — --^) ■ 
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Da man jedoch für den Wert von Y nur positive Potenzen von x, 
welche kleiner als x'" sind, nötig hat, so kann man offenbar den 
Faktor l — 3.— sm— i unterdrücken, weil derselbe erst hinter den Po- 
tenzen X-'" von Binüufs sein würde. Man erhält daher; 

r_2r-(i-Ap 

oder: 



r= 



' + T = 



-,-■• Werte 

beizulegen, weiche durch möglichst kleine, positive oder negative, 
ganze Zahlen ausgedrückt sind. Dies geschieht in jedem besonderen 
Falle sehr leicht, indem man zu den Zählern dieser Brüche diejenigen, 
positiven oder negativen. Vielfachen von n addiert, für welche die 
Division der Zähler durch die Nenner aufgeht. Überdies dient jeder 
auf diese Weise reducierte Koefficient zur Bildung des folgenden. 
Hat man z. B. für ' ' den Weit Hj Je gefunden, so ist der fol- 
gende Koefficient gleich + -j^r, und dieser ist auf eine ganze Zahl 
zu reducieren, indem man nötigenfalls ein Vielfaches von n zum 
Zähler addiert. Die Rechnung ist übrigens zu Ende, wenn man zu 
dem mittleren oder den beiden mittleren Gliedern des Polynoms l' 
gelangt ist, weil allgemein die gleichweit von den äufseren Xoefficienten 
abstehenden Koefficienten einander gleich sind; dieselben haben femer 
dasselbe Zeichen, wenn n von der Form 4« -{- 1, und verschiedene 
Zeichen, wenn ^^ von der Form 4* + 3 ist. 

512. 

Es gieht noch ein einfacheres Verfahren, um die Funktion 

Y unmittelbar zu bestimmen. In der Entwicklung der Potenz 

(x — 1)" sind nämlich die Koefficienteu sämtlicher Glieder, das erste 

und letzte ausgenommen, teilbar durch n. Man kann daher setzen: 

oder : 

x--\=(x~iy + nT, 
mithin : 

4X(x - 1) = (x - l)(r^ + nZ') = Mx - 1)" -h AuT. 
Läfst man in die^ci' Gleichung die Vielfachen von )* wei;, so wird: 
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(X- 1)1^ = 4(3^ — 1)", 
folglich : 

Mithin hat man allgemein; 

und in dieser Entwicklung hat mau nur noch die Koeffici eilten unter 
— n herahzudrücken, indem man die möglicherweise darin enthal- 
tenen Vielfachen von n weglafst. Hierdurch wird z. B, der Koef- 
ficient des zweiten Gliedes —2m auf + 1, der des dritten auf " "^ ' 
reduciert u. 3, w. 

Eine Bemerkung, welche der entwickelte Wert von Y liefert, 
besteht darin, dafs keiner der Koefficienten desselben gleich Null ist, 
da « unter den Faktoren des Produkts m{in — l)(w — 2) . .. nicht 
vorkommen kann. Demnach besitzt das Polynom Y vom Grade m 
stets m -\-\ Glieder. Dies ist nicht ebenso der Fall bei dem Poly- 
nome Z, weiches vom {m — 1)'°" Grade ist, und in welchem mehrere 
Glieder fehlen können. 

Eine Tafel, in welcher man die Werte der Polynome Y und Z 
für alle Primzahlen von 3 bis 29 findet, ist die folgende; 



,. 


Werte der Polynome Y und 2. 


3 


r=2i+i, z~i j r— 1 + 2, z — x 


•"> 


Z~ X 


7 


Y^2x' + x' ~x-2 
Z- x^ + x 


U 


Y~.2x> + x^- 2x' + ^x'-x~2 
Z- x^ + x 


13 


J—'ix' + x' + ixf^xf + ix' + x + i 


n 


r = 2x' + x' + äx' + Ix' + ixf + Ix' + 6x' + X + 2 
Z— i' + x' + x' + 2x' + x' + x' + X 
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Werte der Polynome Y und Z. 



19 


Y—2x' 


+ x!> - 4x' +3xf + lix' -öxf- 3i" + 41' - 1 — 




Z— X' 


— x^' -^ x-' -^ x^ — x^ -\- X 


23 


Y~2x' 


+ x" — i>x' — Sx'-^lx'~4x'+4,x'+li* + Sl 




Z= X 
Y=2x 


• + i" — i' — 2a;« — 2x'' — xf + x^ + x 


29 


' + «'■+ Sx" — 3«" + a!>" - 2x' + 3a;' + 9a:' 




+ 2 


+ 1 + Sa:' - Si" + a;' - 2a;' + 3a;" 




Z- i> 


' + i" — »" + a:» + a;' + a;« — a:« + a;' + a;. 



Ö13. 
i2weiter Fall, n = 3*« + 1, Ä = 3. 
In diesem Falle zerlegt sieh die Periode (3m: 1), welche alle 
Wurzeln der Gleichung X == enthalt, in drei andere (m:l), («*:</), 
{nt :(/'■'), deren entwickelte Werte sind: 

{.»: 1) - (1) + (,/) + (f) + ■■■ + ig"-') 

(m:g)-{s) + (}') + (,(/') + ■■■ + (g'—') 

(m-.g') - to') + {/) + (/) + ... + ((,"-■). 

Diese drei Gröfsen seien mit p, p', p" hezeiehnet. Da man weifs, 

dafs ihre Suranie 

p +,;+,,"-- 1 

ist, so kann man annehmen, dafs diese drei Grürsen die Wiu'zeln der 
Gleichnng 

seien j in welcher 

Q -= pp'f" 

Um die Werte dieser Koefffcienten zu finden, mufs man zunächst 
denjenigen des Produkts pp' kennen. Dem allgemeinen Satze zufolge 
ist nun dieses Produkt gleich der Summe der m Perioden (m:a), in 
denen a der Reihe nach die Wei-te 1 +(/, g^-\-g, ^+i', ■■■ besitzt. 
Von diesen Werten kann sieh keiner auf ein Vielfaches von n redu- 
cieren, da zufolge der Eigenschaft der primitiven Wurzel </ 
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g-^!' = — 1 oder o'" + 1 = 3JJ00 
ist, wo f = -ft- 'ff| ii^<' somit nicht gleichzeitig ß^'~^ = — 1 sein kaiiji. 
Ea enthält dahei' der Wert des Produkts jop nicLt die Perlode (li/ : 0). 
Derselbe inufs sich also auf die Form bringen lassen : 

pp' = Äp + Bp' + Cp", 
in welcher A, B, C positive ganze Zahlen von der ßeschaß'eiiheit 
sind, dafs ihre Summe 

Ä-\-B-'rC=m 
ist. Aus diesem Werte leitet man die Werte der beiden andern 
Produkte her, nämlich: 

p'p" = Ap' -\- Bp" + Gp 

p"p = Ap" + Bp -\- Cp', 

und da die Summe dieser drei Produkte gleich 

(^ + B+C)(p+i/+/')--» 
ist, so hat man: 

P- m. 

Um das Produkt jiid'|>" zu erhalten, bringen wir pp' auf die Form: 
pp = _ c + (^ _ C)p + (5 - C)p. 

Mnltipliciert man sodann auf beiden Seiten mit p" und setzt die 
AVerte von pp" und p'p" ein, so ergiebt sich: 

pp'p" = _ Gp" -\-(A — C} (Ap" + Bp + Op) 
+ (B - C)(Ap + Bp" + Cp). 
Da die linke Seite eine symmetrische Funktion von p^ p, p" ist, so 
mufs auch die rechte Seite eine solche sein; dieselbe mufs sich dem- 
nach auf die Form M{jp-\-p' -{-p") und im Weiteren auf — üf redu- 
cieren. Daraus folgt die Bedingung: 

A^ -^ B^ ^ C'' ^ AB — BC ~ OA^ C 
und diese giebt, mit der Gleichung A-\-B-^G^^m verbunden, das 
Resultat: 

4w = i^C—n - 1)^ + 21{A — Bf. 

514. 

Diese Gleichung bestimmt vollständig den Koefficienten C und 

ebenso A — B. Denn da n eine Primzahl von der Form 3m -|- 1 

ist, so kann man immer n='a^ -\- ^ß^ setzen. Ist nmi erstens /3 durch 

:'. teilbar, und «etat man ß = Zy, so erhÜlt man 4« = (2«)' -f 27(2/?)" 
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oder in = a^ -\- 27i^. Ist aber zweitens ß nicht durch 3 teilbar, so 
mafs, da k nie durch 3 teilbar sein kann, eine der beiden Zalilen 
a -\- ß, a — ß durch 3 teilbar sein. Bringt man nun 4n auf die 
Form {a-±Sßf-\-B(a^ßy, so kann man a + 3ß=^a, « + /3 = 3ö 
setaeu, wodurch man ebenfalls 4« = «^ -f- 27fi^ erhalt, und ferner 
sieht man, dafs 4» nur einmal von dieser Form sein kann. 
Hiernach hat man: 

und es wird: 

PPY= C-' — AB -= C' - -^(m - Cy + ^h', 
mithin ; 

und dieser Wert ist, obwohl er in gebrochener Form erscheint, stets 
eine ganze Zahl. Die gesuchte Gleichung ist also allgemein: 

j,3 _j_ y „jj, _|_ ,^j,^3 _ ,j(7J ^ Q_ 

515. 
Ist z. B. « = 991, so ist m = 330, 4m = Gl^ + 27 ■ 3^ und 

ff==Gl, C = -^--=117, J(«6' — m^) = 2349. 

In ähnlicher Weise findet man für die Prim/.iiiilcn unter 100 die 
iden Resultate: 



w = 7, 13, 19, 31, .37, 43, 6i, 07, 73, 97 

m = 2, 4, 6, 10, 12, 14, 20, 22, 24, 32 

Q=l, —1, 7, 8, — n, — 8, 9, — 5, 27, 79. 
Auf diese Weise bildet man also beliebig viele Gleichungen 
von der Form: 

p^ -^ p^ — mp — Q = 0, 

deren Eigenschaft darin besteht, dafs, wenn eine Wnrzel 
derselben bekanut ist mid mit p bezeichnet wird, die beiden 
andern j>', )>" durch die Formeln gegeben werden: 
,__ -C-\-{A^G)p 
-* p-fC-B 

..C+(B-C)p 
I i)-\-0 Ä 
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Man aieht hieraus, <Jafs, wenn die eine Wurzel durch einen Ketten- 
bruch dargestellt ist, derselbe zur unmittelbaren Bestimmung der 
beiden andern Wurzein dient, und dafs es somit unendlich viele 
Gleichungen dritten Grades giebt, welche diese Eigenschaft besitzen. 
Wir haben bereits in Artikel 105 für den Fall n ^ 7 ein Beispiel 
einer solchen Gleichung gegeben. 

51(i. 
Sind die drei Wurzeln p, p, p" gefunden, so läfst sich das Fo- 
Ijnom X in drei Faktoren 

P-\-Qp-\-np', F-^-Qp' ^Ep'\ P+Qp' + Iip 
zerlegen, in denen P, Q, R Polynome in X mit ganzzahligen Koeffi- 
cienten bezeichnen, und zwar das erstere vom Grade m, die beiden 
andern von niedrigerem Grade. Die Polynome werden nach der in 
No. 504 angegebeneil Methode bestimmt; sie müssen allgemein der 
Gleichung genügen: 

in welcher man die Brüche ebenso wie in No. 511 wegschafft. 
So erhält man z. B. für den Fall n = 19, 

P = 3:0 ^ 23^* — 2^3 _|_ 2^;« -)- 1 
Q ^ — x"- - 2a? - X 
li^ — x"- - x^ - xK 

517. 

Dritter Fall, n = Am + 1, 7c = 4. 

In diesem Falle handelt es sich darum, die Gleichung vierten 

Grades zu bilden, welche die Perioden (m : 1), (m:g), (m:g^), 

(m : ff^) zu Wurzeln hat. Wir bezeichnen dieselben respektive durch 

p, p, p", p'", und die entwickelten Werte derselben sind; 

i> -d) +(»') + (9') +--- + {9'—') 
P ■= (!) + V) + is") +■■■ + (f'-') 

p" - (»') + (s") + (g") + ■■■ + (»'•—) 
p'"- (if) + («') + (?") + • ■ ■ + (■/—'-)■ 

Wir müssen zwei Fälle unterscheiden, je nachdem m gerade 
oder ungerade ist. 

1) Ist m gerade, und setzt man m =^ 2fi oder n = 8_« + 1, 
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ao erhält miiii auf eiue einzige Weise n = a^ -j- IGb^. Dadurch er- 
giebt sich: 

und die gesuchte Gleichung wird: 

P*+P' — 3^p« + (4;^^ - nC)p + ~ft^ - m {- i^ - o)^ = 0. 

2) Ist m ungerade, und setzt man )»=2(i + l odern=8(t + 5, 
so kann man nur auf eine einzige Weise der Gleichung n^a^-\-4:V 
genügen. Dadurch ergiebt sich: 

und die gesuchte Gleichung wird: 

i5^+/ + f(^+i)ii>^ + K-«c> + (i + -Jf.)'-..(c-.;^f = 0. 

518. 

Da der zweite Fall kiiiim einer Anwendung fähig sein dürfte, 
weil die Gleichung vierten Grades in diesem Falle vier imaginäre 
Wurzeln besitzt, so beschränken wir uns darauf, die auf den ersten 
Fall bezügliche Gleichung zu beweisen, da diese Gleichung stets vier 
reelle Wurzeln hat. 

In diesem Falle genügt die primitive Wurzel g stets der Gleichung: 

und da 

iij)'=(m:l+i/)+(m:l+jr^) + (m:l+/) + --- + {w:l+<y*"'-3) 
ist, so ist ersichtlich, dafs keines der Glieder 1+^, l+/'i l+pV"- 
gleich Null sein kann, und dafa somit die Periode {in : 0), deren Wert, 
gleich m ist, nicht unter den m Perioden, Welche den Wert von pp 
bilden, onthalton ist. Demgemäfs setzen wir: 

pp'= Äp -\- Bp -\- Cp" + Dp'", 
wo A, B, C, T> positive ganze Zahlen bedeuten, deren Summe 

A-{-B + C+D==m 
ist. Diese Gleichung und die drei aus ihr entstehenden analogen 
Gleichungen geben die Produkte von je zwei aufeinanderfolgenden 
Gliedern der Reihe p, p, p", p'", nämlich: 

pp ^ Ap -\- Bp + Cp" -|- J5p'" 

pp' = Ap' + Bp" -j- Op" -\- Dp 

p"p"'= Äp" -f- Bp'" -\- Cp + Dp' 

p'"p = A]i" + Bp + Gp + Dp'. 
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Hieraus ergiebt sich für die Summe der Produkte zweier beuaeli- 
b arten Glieder: 

•s(j)j)-) - (^ + zi + e + n) (p + / + /■ + p") _ - «., 

Um in ähnlicher Weise die Summe der Produkte von zwei nicht 
benachbarten Gliedern zu erhalten, bemerke ich, dafs mau dem Satze 
in Artikel 500 zufolge hat; 

PP"=(m:l+f)-\-{m:l-{-g°)-\-{m:i-\-g^'')-\ [-(m:l+^"'-s), 

und da man in der Reihe 1 -\- y^, 1 -\- g'', ■ • ■ das Glied 1 + ff^"' 
oder 1 -\- g^'', welches sich auf Null reduciert, nicht antrifft, so folgt, 
dafs die Periode (m : 0) unter den m Perioden, welche den Wert von 
pp" bilden, ebenfalls nicht vorkommt. Man kann daher 

pp" ^ Fp -\- Gp' -\- Sp" -\- Jp'" 
setzen, wo F, G, H, J positive ganze Zahlen sind, deren Summe 

F+G+H+J-m 
ist. Hieraus folgt, wenn man die Buchstaben p um eine Stelle vor- 
rücken läfst, 

p'p"^ Fp'-\- Gp"-j- Hp"'-\- Jp. 

Läfst man auch in dieser t'ormel die Buchstaben p um eine 
Stelle vorrücken, so entsteht: 

p"p = Fp"-\- Gp"'-\- Hp + Jp. 
Durch Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem zuerst für ppi" an- 
genommenen erhält man 11= F, J = G. Mitliin werden die beiden 
Produkte pp", pp" folgen dermafsen ausgedrückt: 

pf = F{f +/') + G(jj' +/") 

pp" = F[j} + p'") + G {p" + p) 
und zu gleicher Zeit ist: 

F+a-lm-f,. 

Bezeichnen wir wie gewöhnlich durch S{pp") die Summe der 
vier Werte, welche pp" annimmt, wenn man jeden der Faktoren 
dieses Produkts den vollständigen Oyklus der Werte von p durch- 
laufen läfst, so wird diese Summe gleich — m, gleichwie S{pp'). 
Da aber die nämlichen Glieder zweimal darin vorkommen, so er- 
giebt sich: 

pp" + 'pp'" = \ S{pp") = — y m = — f(. 
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519. 
Stellen wir jetzt durch 

p'+lf + Fp'-Qp + R-O 
die Gleichung ekr, deren Wurzeln 2>, P, p", p" sind, so bat man 
offenbar: 

-P- SW) + -fipp") - - 1"' - - Sf- 

Um in ähnlieber Wei e den Koefbciei tci Q zi finden, bemerke 
ich, dafs dieser Koefficient welcher gleich 

n'p"-\-lIP +i>J'P+J IP 
ist, durch das eine Glied SljijJ^ } dargebttlit 1 1 Bringt inaii nun 
den Wert Ton pp' auf die Form: 

„• _ ~ C + (4 - C)p + (B - C)p +(D^ C)p-, 
und multipHciert sodann jede Seite mit p", so erhält man: 

p/j,- _ _ cy + (Ä- o)pp" + (B- 0)pY + (d - o-}py'. 

Diese Gleichung liefert noch drei andere ähnliche Gleichungen. Die 
Summe dieser vier Gleichungen giebt den Wert von S(pp'p") oder: 

Q^^as{in+(Ä-c)s(pp-)+(B~o)S(py)+(D-c)S{py'). 

Nun ist aber; 

s{p1 =s(p) = -i 

S(pp") = Sip'p") = S{p"p"') = — m, 
mithin : 

Ö = C— (^ + 7i + D — 3C) m = C - m (»« — 46') = nC— m\ 
Man konnte auch den Wert von pp' auf die Form bringen: 

pp'= j)-\-{A — D)p -\-iB — D)p' + (C - D)p", 

und multiplieiert man beiderseits mit p'", so erhielte man den Wert 
von S(pp'p"') oder Q = nj) — m^. Folglich ist; 

Einen dritten Wert des Koefficienten Q kann man aus dem Pro- 
dukte pp", welches sich auf die Form 

pp" = -a + (F-a)(p + p") 

bringen läfst, ableiteo. Multiplieiert mau beiderseits mit p', bildet 
sodann die drei andern analogen Produkte und addiert alle vier, so 
ergiebt sich ihre Summe Q = nG — m^. Folglich ist; 
G = G. 
Vermöge dieser Resultate gehen die Werte der Produkte pp', 



PP 



über in: 
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fip = Af + Bf + f^i"" + C^p'" 

^p"=_6'+(ft-2C)(^+y)- 

Aus der zweiten Gleichung leitet man den Wert von ^^" her; mul- 

tiplieiert man denselben mit dem Werte von jpj>", so ergiebt sich 

pp'j)"p"' oder: 

B^C^-^C{n— 20) + ((1 - 2C)^S(i3j)'), 
und da S(pp) = — m ist, so wird: 

ß = C^ + (ft - 2G) C — 2;(. {^ - 2C)ä 
oder: 

iü = ^ fl^ — M (C — { fi) • 
Die G-Ieieliung, welche die vier Werte von p zu Wurzeln hat, ist also: 
j;i_f_ j,3 _ 3jtp« + (4^2 _ ,jC')^ + X f**" "" '* ("^ ^ Y^*) ='^- 
Es ist daher nur noch die in den Koefficienten vorkommende 
GrÖfse C zu bestimmen. 

520. 
Muitiplicieren wir zu diesem Zwecke den Wert vun pp" mit p', 
und setzen wir die linearen Ausdrücke für pp und p'p" ein, so er- 
halten wir: 

ppY = - Cp' + 2 (ft - 2Cyp' — 2C(ii — 20) 

+ ((^ - 20) {A - C)p + {{^- 20) (B - C)p". 
Muitiplicieren wir ferner auf beiden Seiten mit p"', und reducieren 
wir sodann die rechte Seite auf lineare Glieder, so folgt: 

mff - [2(c - 2C)' - 0] [C(p + /■) + ((< - C) (j,- + /-)] 

+ (f-2C)(A-C) {Af +llf + Gp + Gf) 
+ (,. - 20) (B - 0) (Af + B,r + Gp + Cp) 
— 2C(f, ~ 20) f. 
Da dio linke Seite eine symmetriaclie Funktion von p, p, p", p" ist, 
so mufs sieli die reclite Seite auf die Form M(ji •{' p -\- p -^ p") 
oder — M bringen lassen. Dadurch ergeben sich drei Gleieliungen, 
welche zu der einen Bedingung 

{A — Gf + {ß — Gf = 2C 
führen. Und da ferner 

-1 + D + 2C— 2.« 
ist, so ergeben diese beiden (lleichungen eine dritte: 

11- (8C-4(r - 1)'+ J6(S + C- rt'. 
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Diese letztere Gleichung genügt zur BestimmQng von C und selbst 
von B\ deün da n eine Primzahl von der Form 8n + 1 ist, so hat 
man stets nur auf eine Weise; n = a^ + löö^. Es miifs daher 
8C-4ft— 1 = + « 

und somit 



= 






sein, ein Wert, welcher stets eine ganze Zahl ist, wenn man a mit 
dem passenden Vorzeichen nimmt. 

Ist demnach eine Primzahl n von der JPorm 8,«+ 1 gegeben, 
so kann man immer a priori die Gleichung vierten Grades bilden, 
welche die vier Perioden f, jp', p", p" zu Wurzein hat. Hierdurch 
ist man imstande, das Polynom X. vom Grade 4)» allgemein in vier 
Faktoren vom Grade m, welche diesen vier Perioden entsprechen, zu 
zerlegen. 

521. 
Man kann übrigens bemerken, dafs die Gleichung vierten Grades 
in p sich leicht in zwei Gleichungen vom zweiten Grade zerlegen 
läfst, von denen die eine p^ ■ — «^ -j- j3 ^ die Wurzeln p und jj", 
die andere p^ — y j) + ö = die Wurzeln p' und p" liefert. Man hat 
nämlich zur Bestimmung der Koefficionten «, (3, y, 6 die Gleichungen: 
a=p+p", ß^pp" =-0+(^-2C)« 
;, =p+p"', ä =py^-G-i-(ii - 2C)y. 
Die beiden Gleichungen zweiten Grades sind demnach: 
^3_C'— a(jö — /i + 2C) = 
^2 _ t? - 7 (i) — ft + 2C) = 0. 
Es sind also nur noch a und y zu bestimmen. Nun ist aber; 

« + y = 2J + / + i'" + i>"'= — 1 

ay ^ pp -{- p'p" -^ p"p"' -\- p"'p ^-11. 
Mithin sind a und y die beiden Wurzeln der Gleichung: 

aus welcher folgt; 

« = — ä + yl^*^' r== — y— y-V«- 

Man kann in der That mit Hülfe dieser Werte ieicht bestätigen, 
dafs das Produkt der beiden obigen Gleichungen, nämlich: 
(j,- _ C)> + (,> - C) (j, - ^ + 20) - 2p(p - ,« + 20)' _ 
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sich auf die schon gefundene Gleichung 



522. 

Kennt man eine Wurzel dieser Gleichung, welche p heifsen möge, 
so läfst sich eine jede der drei andern Wurzeln p, p", p'" ausdrücken 
durch eine Funktion von der l^rm cc -}- ßp -j- yjf + S^. Im gegen- 
wärtigen Falle aber erhält man einen noch einfacheren Ausdruck 
dieser Wurzeln mit Hülfe der folgenden Formeln, welche sich aus 
den bewiesenen Formeln ergeben; 

1^ 2J + C— ;j 

■^ ii+C— 1 

Was die in diesen Formeln vorkommenden Werte von A und J? be- 
triflt, so ergeben sich dieselben aus den Gleichungen: 

Nimmt man in diesen Werten von den doppelten Vorzeichen die 
oberen oder unteren, so bewirkt diese Veränderung der Vorzeichen 
nur, dafs sich A m "B und gleichzeitig p in p" verwandelt. Man 
kann also für jede Zahl » = 8;i -f- 1 eine Gleichung vierten Grades 
von der Beschaffenheit bilden, dafs die Kettenbruchentwicklung der 
einen Wurzel zugleich die Entwicklung der di-ei andern Wurzeln 
liefert. Eine Tafel dieser Gleichungen für alle Primzahlen von der 
Form 8« + 1, welche kleiner sind als 100, ist die i 



. 


Gleichung in j) 





Ä, B 


17 


— P* + ?' - 6/ — J + 1 


l 


2, 


41 


— / + p' - IBj" + 18jj - 4 


2 


4, 2 


73 


—/+!)■ - 27/ - af + Iß 


B 


6, 2 


89 


— li" + !'■ - SSy" + 39j) + 8 


5 


8, 4 


97 


— / + p» — 36i)' + 91p — 61 


5 


8, 6 
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273. 
Vierter I'alJ. n = bm +1, k = 5. 
Die Periode (5»i : 1), welche die Summe der Wurzeln der Glei- 
chung X = darstellt," zerfällt in fünf Perioden von m Gliedern, 
nämlich: (m : 1), {m :g), (m :g^), (m -.g^), (m :^*), die wir respektive 
mit p, p, p", p'", j>^^ bezeichnen, und deren entwickelte Werte sind: 

p -(1) +(/) + (?'") + •■■ + tf-^') 

p - (?) + (»•) + («») + • • • + isf—') 
t - (f) + (f) + W) + ■ ■ ■ + (s'— ) 

!>■" - (<»•) + (f) + fe") + • • • + if'-') 
If^= (9*) + m + (ä") + ■ ■ ■ + (9»—'). 
Um die Gleichung zu erhalten, weiche diese fünf Werte von p zu 
Wurzeln hat, betrachten wir zunächst die allgemeinen Werte der 
Produkte pp, pp", aus denen sich die Werte der in zwei Gruppen 
zerfallenden Produkte von je zweien der Wurzeln folgendermafsen 
ergeben: 

pp = Ap + lip + Cp" + Dp" + Ef'' 
pp" = Ap + Bp" -f Cp" + DiP + Ep 
p'p" = Ap' + ^1'" + Cp^'^'\- Dp -\- Ep' 
p"piv = ^p"' _j_ Bp"-\- Cp + Dp' -\- Ep" 
p^'fp = yljj"+ Bp + Cp + Dp" + Ep". 

pp" = A'p -(" ^P + Cp" -\~ D'p'" -j- E'p'-'' 
p'p'" = A'p' -\- ß'p" -j- Cp'" -\- Ufp"^^ -{- E'p 
p"]^ = A!p" -(- D'p"' + C'j^^ -\- D'p + E'p' 
p'p = Äp" + i;'^!'^ + Cp -f ZJ'j/ + E'p' 

In diesen Formeln bezeichnen die Koefficieuten A, A', B, B', . . . 
solche positive ganze Zahlen oder Nullen, dafa 

m = A-i-B~i-C-^-D-{-E=A'-^B'-^-C-\-D'-\-E' 
ist. Da man femer stets S(p) = — 1 hat, so wird die Gleichung 
in p von der Form: 

=ß' + jj'^ + ly — Qp' i- np—Q = 0. 
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524. 
Unsere Aufgabe besteht jetzt dariii, dafs man, um analoge Re- 
sultate wie in den vorhergehenden Fällen zu erhalten, die iCoefficieuteu 
P, Q, li, Q aus der blofsen Kenntnis der PrimKahl n ¥on der h'orm 
5m + 1 bestimmen solle. 
Man erhält zunächst: 
S(pp) -(Ä + Il + C+D + E)(.p + p+f'+iJ-'+p") - - .» 
und analog; 

S{pp") - - «■• 
Hieraus folgt; 

P = S{pp) + S(pp") = — 2™ 
und; 

S{p') = [S{p)f ~ 2P = 1 + 4m = » - m. 
Multipliciert man den Wert von pp mit p", so erhält man: 
pp'p"= App"-\- Bp'pi" "]- Cy^ + Dpi"'p"-i- Mp'^p". 
Läfst man nach und nach die Buchstaben p um eine Stelle vor- 
rücken, so ergeben sich vier andere analoge Gleichungen, Die Summe 
aller dieser Gleichungen wird: 

S(pp'p") = (Ä -\- B + D + E) {— m) + C(n — m) = nC — m\ 
Multipliciert man in ähidicher Weise den Wert von pp/ mit p^^, so 
folgt daraus ebenso: 

S(pp'p^^) = nE — m^ . 
Da aber S{pp'p^^) die Summe der nämlichen fünf Glieder ist, aus 
denen S{pp'p") besteht, so erhält man allgemein: 

Ein andrer Wert derselben Summe wird gefunden, wenn man 
pp" mit jj' multipliciert. Es ergiebt sich so 8{pp'p") =^ nB' — m', 
folglich: 

P'=C=£. 

Ebenso lassen sich drei Ausdrücke für die Summr S(pp'p"') linden. 
Der erste, welcher aus der Multiplikation \onpp' mit^'" entspringt, ist: 

S(pp'p"') = nj) — m^. 
Der zweite, welcher aus der Multiplikation von pp" mit p' ent- 
springt, ist: 

S{ppp") = nK - mK 
Der dritte, welcher aus der Multiplikation von p'p" mit p ent- 
springt, ist: 

S{pp'p"'') = nD' — m^. 
Mithin ergiebö sich: 

D'= E' = D. 
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Durch ein ähnliches Verfahren findet man; 

S{p''p') = nA — m^, S{p^p") = nÄ' — m^ 

S(pp^) = nB- m^ S{pp"^) = nC - m'. 

Hiernach gehen die allgemeinen Werte von pp' und 2'P" üher in: 

pp' ^Äp + Bp'-\- Cp + I)p"'+ Cp^" 

p?/'= Äp + Cp + C'p"+ I)p"'-\- Df/'', 

so dafs also nur noch sechs unhestimmte Eoefficienten Ä, B, 6' D, A', C 

übrig bleiben, zwischen denen überdies noch die beiden Gleichungen 

bestehen; 

A +iJ+2C+ ß^m 
A'+O'-j- C,+ 2D'^m. 
Da man S(pp'p") =^nC — m^ iind S(pp'p"') = nl> -- m^ gefunden 
hat, und die Summe dieser beiden Grofsen gerade die Summe der 
Produkte von je drei Wurzeln p darstellt, so hat man ferner die 
Gleichung: 

525. 
üni nun andere Beziehungen zwischen den noch zu bestimmen- 
den Koefficienten aufzufinden, bringe ich Buniiehst den Wert von pp 
auf die folgende Form: 

pp =-C+(_Ä~C)p + (B^C)p-+(D - C)p-'. 
Multiplieiert mau sodann beiderseits mit p", und ersetzt darauf die 
Vioiukts pp", p'p", p"'p" durch ilire linearen Werte, so erhält man: 
,,)/)/■_ — Cii"+ {A — 0) (Äp + Cp + Cp" + Dp'" + Dil") 
+ {JS-G) (Äp + Bp" + Cp- + Dp" + Cp) 
+ (I)-C)(Ap'+Bp'+C^^+Dp +Cp). 
Ebenso erhält man, wenn man den Wert von p'p" mit p multiplieiert ; 
Pllp'= - Cp + (A- C) (Ap + Bp'+ Op"+Ilp"'+ Cf) 
+ (B-C) (Ap + Cp' + Cp"+ Dp-+ Dp") 
+ (J}-C) (Ap"+ Bp + Cp + Dp" + Cp"). 
Vergleicht man diese beiden Werte, so findet man, dafs die Koeffi- 
cienten von p', p"', p'-^ identisch sind, und dafs die beiden andern 
zu derselben Bedingungsgleichung führen, nämlich: 
{Ä — B)A=.C'-C(A + 2B~B+1) + A' + BD — D\ 
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Sucht man endlieh zwei lineare Werte fUr das Produkt ppp" , indem 
man einmal jyp mit jy", das andere Mal jjjj"' mit p multiplieiert, 
so führt die Vergleichung der beiden Ausdrücke zu einer neuen Be- 
dingungsgleichung, nämlich: 

ÄG'^ — AB-\-{A-\-B-D'f + C^ ~ CD + B' — C- B. 
Ändere Versuche, die wir durch Vergleichung der Werte der Pro- 
dukte von vier Buchstaben angestellt haben, haben kein Resultat 
weiter ergeben. Demnach haben wir zur Bestimmung der sechs Un- 
bekannten A, B, 0, D, Ä, C, nur die beiden vorstehenden Glei- 
chungen und die beiden früher gefundenen, wodurch die Aufgabe 
ziemlich unbestimmt bleibt. Jedoch werden wir sehen, data man, 
wenn mau die beiden letzten Gleichungen auf eine geeignete Form 
bringt, aus ihnen entweder eine bestimmte Losung der Aufgabe oder 
zwei Lösungen ableiten kann, deren Unterschied nur auf der Menge 
der Werte, welche für die primitive Wurzel g genommen werden 
dürfen, beruht, aber keinen Einflufs übt auf die Koefücienten der 
Gleichung iu p. 

526. 
Wir haben noch die Ifoefficienten B, und Q dieser Gleichung zu 
bestimmen. Zu dem Zwecke nehmen wir den oben für pp'p" gefun- 
denen Wert wieder auf und bringen denselben auf die Form: 

pp'p"= ^^ + ^'P + ^"l>'-\- M"'p"< 
Dabei ist gesetzt; 

M = C + CD — B {_A + B) = C^ -f ZCB + i>^ — mD 
M' = ^' (5 - C) -i- (A - C) (A - B) -j- C — BC - G 
M" ={A — B){B-B)- (C~ Bf 
M"'= G' (B - C) -\- A(C - B) -i- B{B ~ B). 
Multiplieiert man den Wert von pp'p" mit p'", und wendet man das 
Zeichen S auf beide Seiten an, so findet man: 

S{pp'p"p"') oder 7f = _ Jlf + (Jlf -|- M" -f M'") (- »/). 
Die Gleichung 

ppp'= M -h M'p -\- M"p'^ M"'p" 
aber giebt: 

S{pp'p') = 5M— M'— M"— M'" = »C— m'; 
mithin : 

jVf _j_ M"-\- Jir"= 5M - nC + m\ 
folglich: 

B = mn{0 + B) — n(C^ -j- nCB -\- B^j— m^ 
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Um den Wert des letzten Koefficienteh Q ='])p'p"p"'p^^ zu er- 
halten, muItipHciere ich den Wert von pp'p" mit p"'p^'^ und wende 
auf beide Seiten das Zeichen S an; dadurch wird 8{pp'p"p"'^^) oder 
bÜ = MS{p'-'p^)-\-M'S{pp''y'')-\-M''8{p'p'y'^) + M.'''S{p"p''p^). 
Substituiert man nun die bekannten Werte: 
S{p"'if^) = — m 
S(j}p"'p") ^S(pp'p")^nC — m' 
8(p'p"'p^) = S(pp'p"') = nl>~m^ 
S(p"p"'p'-'^) ^ S^pp'p") = nC — m^, 
eo erhält man: 

5Q = — mJf+ (J-r + M"') (nC—m^) + M"{nD - m^), 
und hieraus ergit'bt sich: 

wenn 

W= - 6'= + m6'{2t'+7J) ^ 2C^ + (A -\- Bf (2C -{- D) 

+ (AB + 2CB) (B — C) 
gesetzt wird. Man braucht daher nur die vier Koefficienten A, B, 
0, I) zu kennen oder nur drei von ihnen, da A'^-B'\-2C-\-D=m 
ist; alsdann wird die Gleichung fünften Grades in p voJlständig be- 
stimmt sein. 

527, 
Um jetzt zur Bestimmung dieser Koefficienten überzugehen, be- 
merke ichj dafs die Gleichungen in No, 525 auf die folgende Form 
gebracht werden können; 

16k = 60{A'— Cy + 50{^ — Bf + 125(C — Df 

+ (25C+25D— 2w — 2)^ 
{A - Bf ~ 2{A - B) {A'^ C) = 46' + 5 (C — i))^ — (5 C -- mf. 
Setzt man: 

C-\-I)^a, C—B^h, A~B^y, A' - C = z, 
so findet man zunächst mittelst der ersten Gleichung, dafs die Grenzen 
für a die folgenden sind: 

a> i(»+ 1 - 2/7.), »<-,|-(» + 1 + 2/T.). 
Man hat demnach für a der Reihe nach alle ganzen, zwischen diesen 
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beidea Greüzeii liegenden Zahlen versuchsweise ku setzen. Macht 
man dann: 

8a — (öa — 2m'f = F, 

so erhält man die Gleichung: 

f + ü'-^^F-bt'). 
Man mufs daher für jeden Wert von a die Zahl h von derselben 
Art nehmen wie a und kleiner als l/"5"-f; ferner darf die Zahl 
Y (jF — 5&^), da sie den Wert von y^ + e^ darstellt, als Faktor keine 
ungerade Potenz einer Primzahl von der Form 4i~—l enthalten. 
Sind diese ersten Bedingungen erfüllt, so kann man die Werte von 
y und auf eine oder mehrere Arten bestimmen und hat dann nur 
noch der Gleichung 

Q=.if — '2ys 

Genüge zu leisten, in welcher 

G = AC + ^l^ — (pC~mf und C^\-{a-\-h) 
gesetzt ist. 

528. 
Erstes Beispiel. 
Ist « = 41, m = 8, so sind die Grenzen von a: ra > 2,3 und 
a < 4,4. Es sind daher die versuchsweise für a zu setzenden Werte 
tt = 3 und a = 4 

Ist zuerst (1 = 4, so wird i*'^ 32 ^ 4^ = 16, ferner b gerade 
und < y -s-, mithin h ^0 und y^ -{- s^ =^ 8. Dieser Gleichung ge- 
nügt man, wenn man y ^2, 2 = + 2 setzt (man braucht nämlich 
nicht ^ = — 2 zu nehmen, da sich bierfür kein anderes Kesultat 
crgiebt, wie für y = 2\ Mittelst der Werte a ^ 4 = -\- D, 
h ^ ü = Ü — D erhält man dann: 

0=_D = 2 und a = 4C -j- ob" - (ÖC ~ mf = 4. 
Alsdann aber ist die Gleichung G = y^ — ^y^> welche in 4 = 4 + 8 
übergeht, nicht erfüllt. Es kann somit der Wert ß = 4 nicht statt- 
finden. 

Wir haben also noch den Wert a ^ 3 zu versucheu; derselbe 

ergiebt^=23, b ungerade und < 1/-.--, somit b^l und )/--j-s^ = 9. 
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Hierdurcli erhält man die beiden Losungen */ = 3, 2 = und «/ = 0, 
^: = + 3. Die zweite genügt nicht der Gleichung G = tf — 2ys, 
in welcher G = 9 ist. Mithin muls die erste stattfinden. Tn der 
Tliat geben die Gleichungen 6'+ü = 3, C— D = l die Werte 

C==2, D = l, G = 8 + 5 — 4 = 9, 
und dii »/ = 3, 2 = ist, so ist auch die Gleichung 

1/^ — 2i/s = 9 = G 
erfüllt. 

Man erhält daher ds einzige Losung die Werte; 
C=2, i)=l, ^ + £ = m — 2C— J) = 3, ^ — 3 = »/ = 3, 
somit A = 3, B = 0. Berechnet man mit Hülfe dieser Werte die 
Koefficienten Q, E, Q der Gleichung in p, so wird diese Gleichung 
für den Fall n = 41 : 

p^-^p* - 16^^ + 5jj' + 21i) — 9 = 0. 



Zweites Beispiel. 

Ist n = 041 , ffl = 128, HO sind die Grenzen von a: 

^(642 + 2^641). 

Man bat daher der Reihe nach a = 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55 
zu setzen und für jeden Wert von a den Wert von h gleichartig mit 

a und kleiner als IZ-^-jP anzunehmen. Man sieht sodann nach, ob 
sieh -g-(i^— 56^), welches der Wert von ?/^ -|- «^ ist, in zwei Qua- 
drate zerlegen läfet, was erfordert, dafs diese Zahl keine ungerade 
Potenz einer Primzahl von der i'orm 4i -— 1 als Faktor besitze. Ist 
diese Bedingung erfüllt, so bleibt noch zu untersuchen, ob die Be- 
dingung G = y^ — 2!/2 erfüllt ist. 

Li der folgenden Tafel sind die Einzelheiten aller dieser Itech- 
nungen zusammengefafst: 
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7, 28, 21 




13 
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9, 30, 21 




1 
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62 
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+ 2 
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63 
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64 
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7. 
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13 
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109 
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— 48 
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49 
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49 


54 
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66 
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79 
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1. 
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— 27 
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17 


4, 


+ 1 


— 128 


16 + 18. 
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Man sieht aus dieser Tafel, dafs nur in einem einzigen Falle die 
Gleichung G = y^ — 2j/^ befriedigt ist. In diesem Falle ist: 
C=28, Ü = 24, ^ + if = )«- 2C— I> = 48, ^ — J^ = 12, 

^ = 30, B= 18. 
Berechnet mau mittelst dieser Werte die Koefficienten Q, R, Q, so 
erhält man für den Fall « ^ 641 die gesuchte Gleichung: 
i'" + # — 256^3^ - 564/ + 5328i) - 5120 = 0. 
Wir bemerken noch im Allgemeinen, dafs mehrere Lösungen zu 
einem und demselben Resultate fuhren können, weil die diu-eh A, B, 
C, D bezeichneten Koefficienten von der zu ihrer Bildung gewählten 
primitiven Wurzel (f abhängen. Indessen beschränken sich alle Ver- 
änderungen darauf, dafs eine Vertauschung zwischen C und D statt- 
findet, wodurch sich zu gleicher Zeit Ä und B resp. in Ä' und C 
verwandeln, so dals A — B m A' — 0' übergeht. Die Werte der 
Koefficienten Q und B andern sich durch die Vertauschung zwischen 
C und 1) nicht. Was den Koefficienten Q betrifft, so kann man in 
dem Ausdruck desi^elben gleichzeitig C in D, D in (7, ^ + B in 
jl'-f- C' oder m — 21) — (' und AB in A'C umändern. Denn setzt 
man die beiden Ausdrücke einander gleich, so erhält man die Be- 
dingungsgleichung: 

AB + ^'(7'= m'' — (im + 1) (C + -D) + öC + 7GB + 5B', 
die wir schon oben (No. 52ü) gefunden haben. 

§ B. 
Anwendung der Theorie auf numerische Beispiele. 
530. 
Erstes Beispiel. M = 7. 
Da die kleinste Zahl, welche der Gleichung g^ -^ 1 ^ SÖi(7) ge- 
nügt, ff = 3 ist, so mufs man die Reihe der Potenzen von 3 bilden, 
indem man die Vielfachen von 7 weglafst. Diese Reihe ist: 

1, 3, 2, 6, 4, 5. 
Mithin müssen die Potenzen von r, welche die sechs Wurzeln der 
Gleichung X=0 oder der Gleichung 

x" -{- x^ -^ x^ -{- x^ -\- x^ -{- X -\- 1=0 
bilden, in folgender Anordnung genommen werden: 
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Ihre Summe bildet die Periode von sechs Gliedern, welche durch 
(6 : 1) oder duicli (1, 3, 2, 6, 4, 5) bezeichnet wurde. 

Diese Periode zerfällt in drei andere von zwei Gliedern (2 : 1), 
(2 : 3), (2 : 2), welche wir einfacher durch p, p', p" bezeichnen, und 
deren Werte sind: 

p^r' + r« 

p =r^ + r^ 

Hieraus erhält man unmittelbar, wenn man beachtet, daTs r'= 1 ist: 

j)/ = r* + r' + r^ + r^ =/ +i>" 

P'p"= *■■' + »■' + »■ + r^ =/'+ /) 

p"p ^ r^ -\- r -|- r'' + ^* = i* + .P- 

Dies gieht zunächst; 

S(tw)-2(p+p- + irj--2. 
Miiltiphciert man sodann den Wert von p>p' mit p>", so folgt; 
pp'p" = P'p" -\- p"^ ==/' + jj + r* -|- 2 + r^ = 2 +j:) +i>' + i>"= 1- 
Mithin ist die Gleichung dritten Grades, deren Wurzeln ^, j)', p" sind: 
j,.+j,._2j,_l_0. (A) 

Ist diese Gleichung, deren drei Wurzeln reell sind, nach den 
gewöhnlichen Eegeln aufgelöst, so kennt man die Gröfsen; 

jj = r -{- r" = ^ cos — " 



Hierin ist h eine beliebige, durch 7 nicht teilbare Zahl. Setzt man 
/,; = 1, so sind die Wurzeln: 

p ^= 2 cos —=-, 

p = 2 cos -=- = — 2 cos Y , 
p" = 2 cos -i- = — 2 cos ^Y~ ! 

von denen die erste positiv, die beiden andern negativ sind. 

Es stellt demnach die positive Wurzel der Gleichung (Ä) den 
Wert von 2 cos -=- dar; daraus folgt unmittelbar die Wurzel: 
r = cos -= — [- y — 1 sin -=- ■ 
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Sodann bestimmen sich die fünf andern Wurzeln der Gleicliung 
X ^ durch die aufeinanderfolgenden Potenzen r*, r^, )■*, r'^, r'^. 

Kennt man eine Wurzel der Gleichung (A), und bezeichnet man 
dieselbe durch p, so erhält man die andern mittelst einer rationalen 
li'ormel, wie folgt; 

P' = l— P -/= — 1 - -■ 

Dies stimmt mit den trigonometrischen Werten dieser Wurzeln überein, 
"Übrigens ist diese Lösung für den Fall w = 7 vollständig der- 
jenigen analog, die man mittelst der gewöhnlichen Methoden erhalten 
würde. Da nämlich die G-leichung X=0 zu denen gehört, welche 
man reciproke nennt, oder in denen man — für x setzen kann, so 
läfst sich dieselbe durch die Substitution x^ -\- l = 0x auf den dritten 
Grad zurückführen, und zwar wird sie: 

s^ + 3=— 2s~- 1 =0. 
Dies ist dieselbe Gleichung wie (A). Von derselben haben mr oben 
in No. 105 die numerische Auflösung mittelst der Kottenbrüche ge- 
geben. 

531. 

Zweites Beispiel, n^ 11. 

Wir nehmen in diesem Falle die primitive Wurzel g = 2, welche 

der Gleichung (/'' ^ — 1 genügt, und bilden mittelst der Potenzen 

von 2 die Reihe der zehn Wurzeln der Gleichung X'=0, wodurch 

wir die Periode 

(10 : 1) oder (1, 2, 4, 8, 5, 10, 9, 7, 3, 6) 
erhalten. Diese Periode zerfällt in fünf andere von zwei Glieclern, 
nämlich: 

p' = r^ -|- r^ 
p" =r^-\-r'' 
p" ^1^ ■\- 1^ 

und diese Werte geben unmittelbar die Gleichungen: 

y? = 2 -\- p , pp = 'p -\- p" , fp' = p"' -f- p^^ ■ 
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Hieraus leitet man alle diejenigen ab, welche die Produkte von zwei 
1 dureli lineare Werte ausdrücken, nämlicli: 



p =" 2 -{- p , pp = JJ + 1* , PP =p -\- p^" 

p'^ =2+y, p'p" =y +/'^, pp" =^''-\-p 

^"ä c== 2 + p" , p'p" = p" -\- p , p"p^^= p 4. p 

p"'^ =^ 2 -i- p'^ , p"p^^ ^ p" -{- p' , p"'p ^p' -\- p" 

j,iv3__ 2 -\- p , ^p = jl/^+ ?'" , j^^p' = p" -\- p" . 

Aus diesen Formeln ergeben sicli die Werte von vier Wurzeln aus- 
gedrückt als Funfetionen der fünften, nämlieh: 
P =/ — 2 

p" = p^ — %p 
pi-^^^p^ — 5^3 _j_ 5^_ 
Substituiert man diese Werte in die GleicliuEg 

0-l+P+p' + Ii" + p"' + lf, 
so erhält man die Gleichung fünften Grades: 

p^ _j_ j)l -^ 4p^ _. SpS _j_ ;3j, + 1=0, (Ä) 

deren Wurzeln gleich 

2cos— T-, 2 cos -, — 2cos-— , — 2cos— — , — 2cos^ 
sein müssen. Die gröfste der beiden positiven Wurzeln dieser Gloi- 
chuug stellt daher den Wert von 2 cos -rr- dar. Aus diesem ergiebt 
sieh die Wurzel: 

)- = cos -,-j- + y ^ 1 sm -— — , 

und hieraus erhalt man wieder die neun andern Wurzeln der Glei- 
chung X = 0. 

Wir haben, um zu vorstehendem Resultat zu gelangen, die all- 
gemeine Methode angewendet; man würde aber einfacher dazu gelangt 
sein, wenn man in der Gleichung X = die Substitution a;^+ 1 =px 
gemacht hätte. 

Bisher ist es nicht recht ersichtlich geworden, worin der Vorteil 
der neuen Methode bei der Auflösung der Gleichung x" — 1^0 
besteht. Dieser Vorteil wird sich aber bei den folgenden Beispielen 
deutlicher zeigen. 
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532. 
Drittes Beispiel, n = 13. 

Mittelst der primitiven Wurzel ^=2, welche der Gleichung (/'^^ — 1 
oder g^ -^ i ^ S0i(13) genügt, bildet man die Reihe der Exponenten 
von r in der Anordnung 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, 5, 10, 7, welche 
zugleich diejenige der den Wurzeln der Gleichung X = gleichen 
Potenzen ist. Diese Wurzeln, in Zwischenräumen von je dreien ge- 
nommen, bilden drei Perioden von vier Gliedern, die wir, indem wir 
uns darauf beschränken, die Exponenten der in ihnen auftretenden 
fotenzen von r anzugeben, folgend er mafsen bezeichnen: 

ß = (4 : 1) = (1, 8, 12, 5) 

/==(4:2) = (2, 3, 11, 10) 

j,"=(4:4) = (4, 6, 9, 7). 
Hieraus folgt nach dem Satze des Ai-tikel 500: 

pp == p + 2j)' -{■ /'= — l+i>' 
^'i = 4, ^ p' -\- 2p"= 3 — p -{- p"- 
Jede dieser Gleichungen liefert zwei andere; indessen braucht man 
dieselben nur mit der gewöhnlichen Gleichung = 1 -|- i' + i'' + p" 
zu verbinden, um die Gleichung zu erhalten: 

p^ -^ p^ — ip -\- 1 =0. {Ä) 

Diese Gleichung dient zur Bestimmung der drei Wurzeln p, p', p". 
Xennt man eine dieser Wurzeln, welche mit p bezeichnet werden 
möge, so findet man die beiden andern unmittelbar aus den Formeln: 

P ^ T^ = 2 — 2j) —p^ 

P"= 1 -p- = 1 — ;^- =;>' +i^ — 3- 
Jetzt müssen wir wieder jede Periode von vier Gliedern in zwei 
andere von zwei Gliedern zerlegen, nämlich*): 

) B d B hnuü de Ind. n 5 w 1 ma di llj P htiifolc;e 

Lern 1. n d man an w ndet haben wi 1. w na m n n ie U Wurzeln 
nthalt a i F i ^1 1) d (12 4 8 7) d e Gl 1 Zwiaoheu- 

n i tn nnmnhtt wl hd Khl PoIphtod 

BW Cl 1 j= 21 i = ( ) tst 1 w Fl (,t daher 

1 n Wllk n 1 B !i A d ^ if 
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. ,„ (5 =(1 

P —'J +1 , .,, ,„ 

[q =(8 

• ' ^ IT )«' = (2 

„ ... , W'-Ct 
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: 12) _ r' + r" 
: 5) -,■■ + ,■» 
: 11) =^ ^^ + »-^^ 
; 10) —r' + >•'» 
: 9)_.-> + f' 
: ?)_,• + ,'. 
Mail findet ferner die Produkte: 

Daiier sind 

2 imd q" die Wurzeln der Gleichung: q" — ))q -|-j>"=0 

2' und gi^ ,, „ „ „ 9' — /ö +i> = 

g" und g^ „ „ „ „ c^ — p"q-\- 1> = 0. 

Ferner sieht man leicht, data, wenn man i'iirj)" die negative Wurzel 

der Gleichung (^) aimmt, die <illeichung g^~j)3+j)"=0 die heideii 

Wurzeln q = 2 C03 ^rr-, 2'"= — 2cos -— besitzt. Aus der positiven 
Wurzel q dieser Gleichung bildet man dann eine Wurzel der Gleichung 
X =' 0, nämlich: 

und diese ergiebt sodann alle andern durch ihre aufeinanderfolgenden 
Potenzen r, i^, 7^, . . . r'^. 

Handelt es sich nur um die Teilung des Kreises in 13 gleiche 
Teile, so braucht man nur die Wurzel ^ = 2 cos ^— zu kennen, die 

man, in Übereinstimmung mit der allgemeinen Theorie, aus der Auf- 
l'öaung der Gleichung (A) vom dritten Grade und derjenigen der 
Gleichung zweiten Grades q^ ■ — ^j-'2+i>"=0 erhält. 

533. 
Viertes Beispiel, n = 17. 

Der primitiven Wurzel ^ = 3 gemal^s, welche der Gleichung 

(f + i-SRCn) 

genügt, müssen die Potenzen von r, weiche die Wurzeln der Gleichung 
X=0 sind, nach der Reihenfolge der Exponenten 

1, 3, 0, 10, 13, 5, 15, 11; 16, 14, 8, 7, 4, 12, 2, 6 
geordnet werden. Diese Wurzeln zerMlen in zwei Perioden (8 : 1) 
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und (S : 3), deren Werte, wemi die Potenzen von *■ nur dui'eli ihre 
Exponenten angedeutet werden, die folgenden sind: 

p=(8:l) = (l, 9,13,15,16,8, 4,2) 
/=(8:3) = (3, 10, 5, 11, 14, 7, 12, 6). 
Diese Werte geben; 

»■ = (8; 4) + (8:ll) + (8: 6) + (8 : 12) 
+ (8: 16) + (8: 8) + (8 : 13) + (8 : 7) 
= 4^ + 4|)' = — ■ 4. 
Mitbin sind die beiden Gröfseu p und p die Wurzeln der Gleicbuiig: 
p^ -\- p — 4 = 0. 
Sodann mufs man die Periode p oder (8 : 1) in zwei andei'e von 
vier Gliedern (4 : 1) und (4 : 9), die wir mit q und q" be?:eiclinen, 
imd ebenso die Periode p' oder (8 : 3) in zwei andere (4 : 3) und 
(4 : 10), welche mit q' uniJ q" bezeicbnet sein mögen, folgender- 
mafson zerlegen: 

. „ |s - ( 1, 13, le, 4) 

*-" + «' l5"-(9, 15, 8, 3) 

, , . ,„ I« ~(3, 5, 14, 12) 
P-'l + l, jj.-.do, 11, 7. 6). 
Hieraus folgt: 

qq" = (4 : 10) + (4 : 16) + (4 : 9) + (4 : 3) 
= 5'"+ 9 + 2"+ a' = / + F = - 1 
und analog q'q"^= — 1. Mitbin sind 

q und q" die Wurzeln der Gleichung: q' — pq —-1 = 
q' und q'" „ „ „ „ q^ — p'q — 1 =^ . 

Endlieh zerrällfc jede Periode von vier Gliedern in zwei Perioden 
von zwei Gliedern, die wir folgendem! als en bezeichnen: 






if^ = q" , i- — g't + r/" =- 



f = {' + {", {J„_'.„l]., }, ff'-q", (' ^ s"i + ,/■_ (I 
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5^4. 
Bei der Auflösung dieser Gleichungen sind drei Zweideutigkeiten 
unvermeidlich*}, näniKcli: 

eine in dem aus der Oleicliung jJ^ + i> — 4 = abgeleiteten 

Werte von p, 
eine in dem a.u3 der Oleicliuug ^^ — pq — 1 =0 abgeleiteten 

Werte von q, 
eine in dem aus der Gleichung t'^ — qt -{- 3'= abgeleiteten 

Werte von t. 
Hieraus ergeben sich acht verschiedene Werte von t, was im Ein- 
klang steht mit dem gegenwärtigen Stand der Sache. Denn da man 
allgemein 



■ +l/-lsin^ 



hat, so kann man h nach Belieben die Werte 1, 2, 3, 4, 5, ü, 7, 8 
beilegen, wodurch sich für t die acht Werte ergeben: 

2 COS -y- , 2cos^^ , 2cos— ^ , iJcos-r- , 

2 COS —ri^, 2 COS '- , 2eüs - , 2 cos —yj-- 

Eine gröi*sere Anzahl giebt es nicht, da 17 — h und allgemein lli + Ic 
zu demselben Resultate führt wie }s. 

Um die Resultate in Zahlen auszudrücken, kann man zunächst 

i = 2 cos ra setzen, wo a den Bogen bedeutet. Dies giebt: 

t =2cosw, if ==2cos3ö, t" =2cosdco, r'=2cos7(D 

^^■^=2cosl3ö, f^ = 2cos5ra, i;^'= 2eos 15o3, i™=2cosllo. 

Substituiert man diese Werte in die Werte von q, so erhält man: 

q = 2 cos ra -|- 2 cos 13(a = 4 cos 6ü) cos 7oj 

2' = 2 cos 'da -\- 2 cos 5ra = 4 coa ra cos 4ra 

q" => 2 cos 9ro + 2 cos 15o = 4 cos So cos 12ra 

q'"^ 2 cos 7o + 2 cos Ucj = 4 cos 2i» co'i Oco 

*) Eine weitere Zweideutiglteit ist nicbt zu befdrchten Denn ist p be 
stimmt, so folgt daraus p'^ — 1 — JJ; ist g Lokaunt, bo erhält man die diei 
andern q, g", g"', indem sich dieselben als Funktionen \on g diistellcn lassen, 
ist ebenso f bekannt, so ergeben sich daraus f, t , Anm d ^ eif 
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Endlich folgt aus diesen: 

j? = 4 cos 6m coe Im -\- A cos 3e» coa ISo 
■p'=;4co3 « cos 4g) -j" 4 cos 2w cos Dto, 

535. 
Dieae Formeln gelteu, ohne dafs k ein besonderer Wert beigelegt 
würde. Setzt man h = 1, so wiid a = -, j-, und man erkennt un- 
mittelbar und ohne Rechnung, dafs q und g' positiv, g" und i/" 
dagegen negativ sind. Zugleich hat man: 

j) = 4 cos -^ cos ~ 4 cos ~ cos ~ 

jp = 4 cos ^^ cos ^^- 4cos^^ cos -^^, 

und diese Formeln zeigen, dafs p positiv imd p negativ ist. Diese 
Andeutungen reichen aus, um die Lösung so einzurichten, dal's jede 
Zweideutigkeit vermieden wird. 

Da nämlich p und p die Wurzeln der Gleichung p^-j-p^A^^O 
sind, so erhält man: 



Dil ferner die Gleichung cf — 2'S — 1^0 die Gröfseii (j und (// 
au Wurzeln hat, so folgt: 

Setzt man zur Abkürzung: 

it — VlT, /! — y?«" — 2i, 



gt, welches positiv sein mufs, si 
liung q^ — p'q — 1^0 ableiten, ^ 



Was 2' anlangt, welches positiv sein mufs, so kann man dasselbe 
aus der Gleichung q^ — p'q — 1^0 ableiten, welche giebt: 
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Keunt man diu Wette von q und q, so liefert die Uleichung 

f — q_t-\-q = 0, 
welche die GrÖfsen i = 2 cos ^ , i^"" = 2 cos ■ = 2 sin —- 
Wurzeln hat, die Werte: 



™ 1= 1 S-iV'?"^^9'-T,-(«-l+«- 8l/(« + 3)("-i» 
Somit erhält man mittelst der Äuaziehung von drei Quadratwurzeln 
den Wert von 2 sin -^, welcher die Seite des regulären Polygons 
von 34 Seiten, und den Wert von 2(1 — cos -^), welcher das Qua- 
drat der Seite des regulären Polygons von 17 Seiten darstellt. Zu 
gleicher Zeit ergiebt sich aus der Formel a;= cos -Ti-4- k ■^l sin-ry 
eine Wurzel der Gleichung X ^^^ 0, welche dann zur Bestimmung 
aller andern dient. 

536. 

Handelte es sich darum, die Gleichung ic^^' —1 = aufzulösen 
oder den Kreisumfang in 257 gleiche Teile zu teilen, so wurde diese 
Aufgabe kaum schwieriger sein, wie die soeben gelöste; man würde 
nur vier Gleichungen zweiten Grades mehr aufzulösen haben, so dafs 
sich ein reguläres Polygon von 257 Seiten einem Kreise in elementar- 
geometrischer Weise ebenso gut einschreiben läfst, wie ein solches 
von 17 Seiten. Ebenso verhält es sich mit dem regulären Polygon 
von 2^^ + 1 oder 65537 Seiten, das sich ebenfalls auf elementare 
Weise konstruieren läfst. Dasselbe gilt von den Polygonen von 2'" 
und von 2^*^ — 1 Seiten, da 

2^^ — 1 = (2'— 1)(2^+ 1) =255-257== 15 -17 -257 
ist^ 

Wenn man nämlich auf einem gegebenen Kreise G den Bogen, 
welcher gleich — C, und den Bogen, welcher gleich -,--C ist, kon- 
struieren kann, so ist ihre Differenz gleich -^ r- C, xmd die Hälfte 
dieser Differenz giebt den Bogen, welcher -^77- G ist. Kennt man 



y Google 



218 Fünfter Hauptteil. 

f'enior diesen Bogen und den Bogen, welcher gleich ^ 6' ist, so kennt 
man auch den Bogen, welcher gleich i-^ri — 'öif} ^ oder _ C 
ist, und dessen Hälfte die Seite des regulären Polygons yon 65535 
Seiten zur Sehne hat. 

587. 
Fünftes Beispiel. n = 41. 
Wir bringen die Zahl n ^ 1 auf die Form 8 ■ 5 und bilden zu- 
nächst die Gleichung fünften Grades, welche die Perioden 

p-iß-A), p'-(S:gj, p"-(,S:g'), f - (8 : g'), p"-(S:!/-) 
ZU Wurzeln hat. Die einfachen, in diesen Perioden enthaltenen Wur- 
zeln bestimmen sich mit Hülfe der primitiven Wurzel g =^ 13*), 
welche der Gleichung r}^" + 1 ^ 3)i(41) oder einfach ß"*'= — 1 genügt, 
ohne dafs ^= — 1 wäre, folgendermafsen ; 

j) = ( 1, 38, 9, 14, 40, 3, 32, 27) 

p' = (13, 2, 35, 18, 28, 39, 6, 23) 

p" = ( 5, 26, 4, 29, 36, 15, 37, 12) 

/" = (24, 10, 11, 8, 17, 31, 30, 33) 

^,iv= (25, 7, 20, 22, 16, 34, 21, 19). 

Hieraus erhält man mittelst des Satzes in Artikel 500 die linearen 

Werte von pp', pp", p^ und aller derjenigen GrÖfsen, die aus diesen 

sich ergeben, nämlich: 

pp' =3p +2jj" +p"' +2p^^, pp" =2p -\-2p' -\-2p" -\-p"' ■j-p^'' 
lh>" =3/ +2/"+yv+2j. ,p'p"'=2p ^2p" +2p"' +p^-\-p 
p"p"' =3p" -^^p^+p -\-2p' , p"p"=2p" -\-2p"''\-2p^^'^p -\-p' 
p"yy=3p"+2p -i-p 4-2ß",j/> =2/"+2pi^+2p -\-p -\-p" 
piVp =3j)i'^+2/ +y +2|)"' , j)i>' =2f^-\-2p +2p' -i-p" +p", 
pä ^ 8 ^ 3y ^ 2p" + 2p'" 
p'^ = 8 + np" + 2p'" + 2;j" 
p"^ = 8 + Sp" + 2i)i^ + 2p 
2)""^ = 8 -f 3/^^ 4- 2i> + 2p' 
p^y^= 8 + 3jJ -\-2p' -j- 2p". 

*) Von den 16 Werten, welche in diesem Falle die primitive Wurzel haben 
kann, halDeu wir den Wert 13 gewählt. Diese IG Werte sind 

± (ü, 7, II, 12, 13, lü, 17, 19). 

Anm. d. Verl 
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Mittelst dieser Gleichnngen lasaeji sich die Werte von p, p", p'", p^^ 
leicht durch p ausdrücken, wodurch man ziemlich schnell zu der ge- 
suchten Gleichung fünften Grades gelangt. 

Verbindet man nümlich den Wert von p^ mit der Gieiehung: 
= 1 + i) + j/ + i/' + p" + i-"", 
BO orgiebt sich zunächst: 

P^ -(- 2j) ^ Ü = p' — 2p^^. 
Multipliciert man jede Seite mit p und substituiert dann auf der 
rechten Seite die linearen Werte von pp' und pp^'^, so folgt: 

j,3 _|_ 2p2 — 13p — 4 = 4p" -{- p". 
MuJtipliciert man diese wiederum mit p und führt die analogen Ver- 
einfachungen aus, 90 erhält man; 

p* + 2_?j^ _ iSßS _ gp _j_ G _ 3^' ^ 3^/'_ 
AVird auch diese noch mit p multipliciert, so entsteht; 

p5 -f. 2p* — Vdp^ ~ 8p^ — 3jj + 6 = 6p" + 3^)1^. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sieh zwei Werte für 9jj"'. Setzt 
man dieselben einander gleich, so ergiebt sieh die gesuchte Gleichung: 
pi -l- pi — I6j/ -I- Öi»" -f 21i) — 9 = 0. (Ä) 

Dieselbe würde man direkt aus den Formeln des Artikel 503 
gefunden haben. Diese nämlichen Gleichungen ergeben die Werte 
von p', p' , pl", p^^, ausgedrückt als Punktionen von j:j, wie folgt: 



V 


— 2y'+2j)'-29j>> + 10iJ+12 


V 


_ j,» + 4j>'-10j,>-34j|,+ 6 


9j" 


— — 4p' - 7))' + bip' + 19ji - 60 


9j,n 


_ /+ y_19j)"- 4i, + 33 


oder einfacher: 




V 


- !>" - 10 + 1 



op" = — p^ — 2f + 1 32' + 8 — -- 
3piv pi~'dp+ 4 +|-. 

Um eine Vorstellung von diesen Werten zu geben, setzen wir die 
Näherungswerte dieser Wurzeln her, wobei wir mit p die gröfste der 
positiven Wurzeln bezeichnen: 
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p — 3,0626390796 
,,• = 0,4461014296 
i)" — 1,2162875038 
l"'—— 1,1968668406 
1)"— ~ 4,6290611724. 

538. 
Nunmehr müssen wir jede der fünf Perioden von 8 Gliedern, 
welche wir miii j>, ß', . . . j)^^ bezeichnet hatten, in zwei andere mit 
dem Buchstaben 5 bezeichnete zerlegen, wie folgt: 

— ( 1, 9, 40, 32) 

— (38, 14, 3, 27) 
= (13, 35, 28, 6) 

— ( 2, 18, 39, 23) 

— ( 6, 4, 36, 37) 

■ — (26, 29, 16, 12) 

\ii" — (24, 11, 17, 30) 

V =9 + '/ .{ 

'(««"=(10, 8, 31, 33) 

„ \f — (26, 20, 16, 21) 
^' -« +ä > 1,- -(7,22,34,19). 
Das Produkt 55^ ist die Summe der vier Perioden (4:39), (4:15), 
(4 : 4), (4 ; 28). Diese Perioden sind g^^, 3'"^, <[' , ([, and ihre Summe 
ist gleich j)' -j- j)". Mithin ist die Gleichung zweiten (Jlrades, deren 
Wurzeln g und q^ sind, die folgende: 

Aus dieser ergeben sich dann alle andern, wie folgt: 

Wurzeln: q und q' Gleichung: (^ — pq -\- 1> •\- f' =0 

q^ ~p"q -\-p"' +y^ = 
1* —f<l +?'^'^' +J|J =0 
2' — 1)1^5+« +/ =0. 



= fi + ^, 



= i' + <i''^ 



und q^'^ 

und <^'^ 

' und g^^ 

^ und g^^ 



539. 



Endlich ist noch jede der mit q bezeichneten Perioden von vier 
Gliedern in zwei andere von zwei Gliedern zu zerlegen. Wir be- 
zeichnen diese Perioden durch den Buchataben t. Die Werte von t 
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nnd die Gleichungen, durch welche je zwei von ihnen bestimmt \ 
den, sind folgende: 



= ( 



+ P 



? 



= (' 



+ 1" 



_(XII 



+ '"'" , 



_ f» + .■ 



t- — qt 



= 



+ 5»^ _0 



_ ,IV _|_ (XIV 



— f + (" 



= f^ 



+ (""■ 



+ ("•" 



11+ , 






- 5 ( +5 



- q"l + q 



t' — q"t + i' 



— 



— 



(■ — if't + i" 



"t +'/ 



— 



- 5™l + s^' 



. 



,1'" 

>|,xm 

>|,I1V 

.r 

'((xvni^^s _|_^33J' 

'j(Six =^22^,-19)' 

Die Gleichung zweiten Grades, welche q miA q^' zu Wurzeln hat, 
bestimmt nicht, welche Yon diesen beiden Wuizeln für q genommen 
werden mufs. Ebenso verhxlt es sich mit dei fileichung, welche g 
und q^ au Wurzeln hat, und ebenso mit den dre: andern analogen 
Um in dieser Hinsicht jede XTnbe'^tlmmthelt, diejenige au=!genommen, 
welche zwischen q und q^ besteht, und die nicht zu umgehen ist, zu 
beseitigen, mufs man in Übereinstimmung mit der vorstehenden 
Theorie die Werte der Potenzen q , (f q^ q"" der Wurzel q hneai 
ausdmcken durch g, 3', q', if^ Die'iO W eite biingt man dann auf 
eine Form, in welcher sie nur die Unbekannten q, q", q" , (f^ ent- 
halten; dies geht, da man für die andern Wurzeln die Ausdrucke 



= f^i" + f^^ 



= iix _j_ (XIX 



(^_QVin;^,^vi _o 



M +</" 



r =JP — 2j S''=P ■ 



-a, 2" 



= p 



t =yv_^v 
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substituieren kann. Auf diese Weise erhält man vier Gleichungen, 
mittelst deren man 5', g", 5'", q^^ durch die Potenzen von q ohne 
jede Zweideutigkeit ausdrücken kann. Dadurch werden zugleich die 
andern Wurzein q^, q^^, . . . q^^ mitbestimmt. 

540. 
Ist daher ?;wischen den beiden Wurzeln der G-Ieicliung 
s' — i^e + P + 1>" = 
die Bestimmung, welches der Wert von q aem solle, getroffen, so 
werden alle andern Gröfsen q', q", . . . bekannt und eindeutig gegeben 
sein. Geht man sodann von den Perioden q mit vier Gliedern zu 
den zweigliedrigen Perioden ( über, welche durch zehn Gleichungen 
vom zweiten Grade bestimmt ■ werden, so tiitt eine eiste Zweideutig- 
keit, die sich nicht umgehen lUfst, hei dem Werte von t auf, da man 
für diese die eine der beiden Wurzeln der Gleichung 

f — qt-\- 3^^" = 0, 
und zwai gleichgültig welche, nehmen kann. Sodann aber läfst sieh 
jede Zweideutigkeit bei der Bestimmung der 19 andern Wurzeln 
t', t",... t^^^ vermeiden, wenn man sich desselben Verfahrens bedient, 
welches wir bei den Wurzeln g', q', . . . ^^ angegeben haben. Indessen 
sind die hierin erforderlichen Rechnungen von einer abschreckenden 
Länge, und es liegt allerdings darin ein Mangel der soeben entwickelten 
Methode, dafs sie kein einfaches, aus demselben Gebiet der Analyais 
herröhrendes Hülfsmittel an die Hand giebt, um jede Zweideutigkeit 
bei der Bestimmung der Perioden, welche aus den Perioden höherer 
Ordnung abgeleitet sind, zu beseitigen. Gauaa, der Begründer dieser 
Methode, hat selbst diesen Übelstand gefühlt und, um demselben ab- 
zuhelfen, vorgeschlagen, dafs man sich der, aus einer Tafel der natüi-- 
liehen Sinns zu entnehmenden, Näherungswerte der verschiedenen Glieder, 
welche man sucht, bedienen solle. So hat mau in unserin Beispiele 

r = cos ^j- + )/— 1 sm ^j- , 
also allgemein: 

y„ _l_ .;-»-"„ 2 cos ^^ ■ 

Setzt mau der Kürze wegen h=\, so ergiebt sich: 

r" -j- r'"~" = 2 cos ■ ■■ ■■ ■ 

Mit Hülfe dieser Formel lassen sich die GrÖfsen q, <(,.■■ auf eine 
sehr einfache und bestimmte Weise folgendermafsen iiusdi^Uckeu: 
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g = 2 cos -■■- — |- 2 cos - 
(/' ^ 2 cos ■■ + 2 cos -j— 
2 =2 cos ;,- + 2cos--- 



Geht man sodann von den aus vier Gliedern bestehenden Perioden 
g zn den Perioden von zwei Gliedern, die wir mit t bozoiehnet haben, 
über, so erhält man für die letzteren die sehr einfachen Werte: 



i' = 2 cos l^-, t^^ = 2 cos ;f 

r = 2cos^, i^"^2cos4f 

u. s. w. 

Nimmt man nun für diese Gröfsen die angenäherten Werte, mit 

den ihnen zukommenden Vorzeichen versehen, so ist bei der Aiillösung 

der quadratischen Gleichungen, welche die verschiedenen Werte von 

q und t geben, keine Zweideutigkeit mehr zu befürchten. 

541. 

Man erkennt Übrigens a priori den Grund, warum die allgemeine 
Lösung so vielen Zweideutigkeiten unterliegt, selbst wenn man sich 
aller Hülfsmittel bedient, welche die Methode, um aus einer gegebenen 
Periode alle andern von derselben Gliederzahl abzuleiten, an die Hand 
giebt. Derselbe besteht darin, dafs die allgemeine Losung gilt, wel- 
ches auch der Wert der ganzen Zahl k sein möge; und da diese 
Zahl alle Werte von I bis w — 1 annehmen kann, so ist klar, dafs 
jede Veränderung des Wertes von k die Reihenfolge der aus einer 
und derselben Anzahl von Gliedern bestehenden Perioden verän- 
dern mufs. 

So kann man bei dem Beispiel n — 1 = 40, mit dem wir uns 
beschäftigen, für k vierzig verschiedene Werte nehmen; unter diesen 
giebt es je zwei, welche dieselben Werte von t hervorbringen, 
da der Wert f = 2 cos — - — sich nicht ändert, wenn man n — h iur 
k setzt. Man mufs daher für eine und dieselbe Wurzel t", in welcher 
a konstant ist, 20 verschiedene Werte finden, und diese 20 Werte, die 
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iillc unter einander verschieden sind, stellen die Yollstäiidige Ifeüie 
t, f, f, . . . i^ix dar. 

Die Zahl 20, welche aus den drei Faktoren 5- 2-2 zusammen- 
gesetzt ist, erklärt sich in natürlicher Weise durch die fünf Werte 
von p, weiche aus der Gleichung (A) sieb ergeben, durch die zwei 
Werte von q, die man aus der Gleichung q^ — 1*5 4" ?' ~l~ P" ^= 
erhält, und durch die zwei Werte von (, die aus der Gleichung 
t^ — qt -\- (j^^^ = entspringen. 

542. 

Will man nur das scbliefsliche Resultat haben, sei es, um sämt- 
liche Wurzeln der Gleichung X^ zu erhalten, oder sei es, um die 
Peripherie des Kreises in n gleiche Teile zu teilen, so kann man die 
soeben angeführten Schwierigkeiten gröfstenteils vermeiden, und man 
bedarf nur einen kleinen Anzahl von Versuchen, um zu einer oder 
mehreren Lösungen in der einfachsten Form, deren sie fähig sind, 
zu gelangen. Wir wollen dies an dem Falle w ^ 41 erläutern. 

Zunächst mßfs man den angenäherten Wert einer Wurzel der 
Gleichung suchen und sodann aus dieser Wurzel, welche mit p be- 
zeichnet sei, die vier andern, welche wir p, p", p", p^ genannt 
haben, bestimmen. Das Resultat dieser Rechnung, für welche wir 
oben die erforderlichen Formeln angegeben haben, ist folgendes: 



Aageiiäliecto Werte der WiiiEoln. 


Logariülmen deraelbeii. 


p — 3,0625390796 


0,48608163926 


p = 0,4461014296 


9,6494332160 


])" — 1,2162876038 


0,08503624496 


p" 1,1958668406 


0,0776828238 


p" 4,5290611724 


0,0560081866 



Mittelst <]ieser Wurzeln berechnet man die Werte von 
eljenso die von 5" und t;™ nämlich: 
q und g^'nacb der Formel; 



1— l'P +y\t>' —P 



-p — 



■ 2,3573430668 



l 0,7051960138, 
und 1^^'^ nach der Formel: 

3,0769019087 
- 1,8606144049. 



z]/\f' 
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"Wir bemerken ferner, dafs sich unter den Gleichungen, welch« 
je zwei der zwanzig Werte von ( bestimmen, die Gleichung 

t'-l"t + c,-0 
findet, aus der man die folgenden beiden Werte erhält: 



'-i3"±l/(|ä")" 



!Nfa,ch dem vorstehenden Resultate inufs aber q eine der beiden Zahlen 
2,3.57 . . . ., 0,705 .... und q" eine der beiden Zahlen 3,0769 . . . ., 
— 1,8606 .... seiu. Somit kann man mir folgende vier AuDahmen 
luaclien : 

(g =2,3573430658 jt (^ = 2,3573430658 

\q" = 3,0769019087 \q" = - 1,8600144049 

iq =0,7051960138 jq = 0,7051960138 

\q" = 3,0769019087 \q" = — 1,8606144049. 

Die zweite Annahme kann nicht stattfinden, weil die daraus sich 
ergebenden Werte von t imaginär sein würden. Die dritte Annahme 
kann ebenfalls nicht gelten, weil sicli daraus ein Wert von t ergäbe, 
fler grörsei- als 2 wäre, und der somit nicht, wio es sein mufs, durch 
2 cos ro dargestellt werden könnte. Man hat daher nur die Werte 
von t zu berechnen, welche sich aus der ersten und vierten Annahme 
ergeben. Diese Werte sind: 

1 1 = 1,6358587205 = 2 cos (35" T 19", 0244) 
ßi'i der I. Annahme i ,.„...., 

[ t = 1,4410431882 = 2 cos (43« 54' 8 , 7804) 

(; = _ 0,52996300385=2cos(105''21'57",07311) 
Bei der II. Annahme! „ , 

li=_l,330G5140105=2cos(13P42 26", 341.57). 

Nun hat man aber: 

-^^ = 35" 7'19",0ä439, '1^-= ^3"^*' 8",78049 
~ = 105''21'5r',07317 , ^l^- = 131''42'26", 3414G. 

Mithin kami man hieraus schüefsen, dafa die vier bei unaern 

beiden Annahmen gefundenen Werte von ( genau gleich 2 cos — - , 

„ lOre -, 2in „ 30)1 . ,. , . , 

2 coa — ■ -, 2cos— — , ^cos— rj~ sein würden, wenn man m den 

Formeln die genauen Wei-te der Wurzeln p, p, p" , p", p^^ substituiert 
hätte. Daraus ergeben sich die folgenden vier Lösungen: 
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1. Lösung: / ^ 

2 cos -^ = y 5" H- y Vö^'^^'^g 'i = "2 i» + a >^j? ~ 4p' — If' 

2. Lösung; I „ 1 „ l-,/-i7:. -r-^, — r^i^ 

io„ 1 „ 1 -„^ <i = 2?' -V^VP -— 4j7 — ,V^ 

8. Lösung: ( 



2cos ^^*" = ^2"4--ii/5"^ — 45 <l ^\p — IVp^ —4p —4p" 
4. Lösung: | „ 1 „ i^ ,/-^. -;-fr, r-f^ 



Eine einzige von diesen Lösungen genügt, um idlo Wurzeln der 
Gleichung X = zu erhalten. Denn setzt man z. B. 



,._c„,if + 1/-Ji 



so orhiilt man ans dieser Wurzel alle andern durch die aufeinander- 
folgenilen Potenzen r^, r^, . . . »■"'. 



Wir wollen jetzt zuaelicu, welchen Vorteil diese Unter- 
suchung gewährt, wenn es gilt, die Funktion X vom «— 1'*" 
Orade in Faktoren zu zerlegen, deren Grade Teiler von 
jj — 1 sind. 

Will Uliin die Funktion X nur in x.wei Faktoren vom Grade 
)H=— ()?, — !) zerlegen, so braucht man 4X nur auf die Form 
y^ + nZ^ zu bringen, iiäuilich auf die Form y^ -\- nZ^, wenn n 
von der Form 4« — 1, und auf die Form Y^ — nZ'^, wenn n von 
der Fonn 4« + 1 ist. Nur in diesem letzteren Falle sind die Fak- 
toren m*^" Orades reell, da 4X = {Y -{- Zy'n) [Y - ZV^) ist. 

Allgemein kann man, weim n ^ 1 = mk gesetzt wird, das Polynom 
X vom Grade W(/^ in h Polynome vom Grade m zerlegen. Dies gieht 
so viel mögliehe Zerlegungen, als es Arten giebt, die Zahl n ^ 1 als 
J^rodukt zweier Faktoren darzustellen. 

In dem Beispiele, mit dem wir uns beschäftigen und in welchem 
w— 1=40=2=. 5 ist, kann man das Polynom X vom 40'™ Cirade 
auf fünf verscliiedene Arten zerlegen, nihnlieh: 
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in 2 Faktoren vom Grude 20 
in 4 Faktoren vom Grade 10 
in 5 Paktoren vom Grade 8 
in 10 Faktoren vom Grade 4 
in 20 Faktoren vom Grado 2. 

Wir wollen diese vei'schiedenen Fälle entwickeln. 

Nach den vorhergehenden Reehnnngen sind die zwanz 
toren zweiten Grades: 

T =x^ — tx +1 

r =x'^t'x +1 

T' ^x^~t"x +1 



2'xix_^2_;xixa;_|_i. 



Uurch Multiplikation der beiden Faktoren T und 2*^ bildet man den 
Faktor ^ vom vierten Grade; ebenso erhält man durch Multiplikation 
der beiden Faktoren T' und T^ den Faktor Q' u, s. w. bis zum 
Faktor Q^\ so dafs die zehn Faktoren Q, Q', Q",.-.Q^^ folgender- 
niafsen ausgedrückt werden; 

Q -{x' + 1)> - x(x' + 1)5 + q'-'V 
'/ - (x' + ly - Xi^x- + ly/ +5« X' 
q' - {?? + 1)> - x(x' + I)?" + «55' 



e"= (a:' + 1)' - x(^x' + 1)3"'+ 5™ i'. 
Die Faktoren achten Grades werden gebildet durcli Multiplikation 
zweier Faktoren vierten Grades von der Art wie 
P—QQ^.P'—Q'Q'", P"—Q"Q'"', P"'=Q'""Q"', ]>"-—Q"Q". 
IVIan erhält auf diese Weise: 

-- x\x^ 4- 1)(23"' + q^q™^) + :K*2"'a™i 
Werden in diesem Ausdrucke zunächst die Koefß nte a f d e 
lineare Form gebracht und sodann durch die Wur 1 } aus-r l uekt 
so erhält mau, da sieh aus dem Werte des Fakt Pol 11 
vier andern ergeben, das System dieser Faktoren f 1 ml l u 
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P =ix'+lY-x(x' + l)'p + x?(^ +lf(ji' +p' +p") 

+ a:>(^' + 1)(1 +P) + «* !> + ?") 
P' - (s- + 1)' - x{x' + 1)¥ + x\x'+l)'(j," +f +,,"■) 

+ »'(ä:' + l)a+rt + «'Cl)'+l>) 
P" - C^' + I )' - «(«' + 1)¥' + x'{x' + ifif + p" +,,) 

+ ar'{a? +!)(!+/') + «'()>"+/) 
P™ _ (i= + 1)' - i(ai' + l)y" + !'(«» + 1)W + J. +!>') 

+ !■(»!> + 1)(1 +y") 4- !«(,"■ +/■) 

P1V_ (j. + 1). _ 3;(j;> + l)yv ^ j.,(^! ^ l)I(j, _|_j,^ ^j,") 

+ x'(j? + 1)(1 +y") + x\i>"+f). 

644. 
Die zwei Falitoren vom zwanzigsten Grade, welche in dem 
Polynom X aufgellen, haben wir bereits gebildet; wir suchen dalier 
jetzt die vier Faktoren zehnten Grades. Zu diesem Zwecke 
müssen wir zunächst die Werte der vier Perioden 

(,-(10:1), (.' = (10.!,), p" = (10.-J>), j'"_(10:y') 
haben, deren Entwicklung, wenn stets ;/ = 13 genommen wird, fol- 
gendormafsen lautet : 

(, = ( 1, 2B, 10, 4, 18; 40, 16, 31, 37, 23) 
p' — (13, 38, 7, 11, 29; 28, 3, 34, 30, 12) 
p" — ( B, 2, 9, 20, 8; 36, 39, 32, 21, 33) 
S"' = (24, 26, 36, 14, 22; 17, 16, 6, 27, 19). 
Ilieraus ergiebt sich dem Satze des Artikel 500 zufolge: 
(,. _8-2(> +(."+2?"', SS —2 + 2?', es"-.-2 + (. + s" 
(,■> -8-2p' +(.'"+2? , P'j" --2 + 2?"> sT— ä+s'+c'"- 
(,"'-8-2p" + j +2(,', (."(.'"--2 + 2S.-', 
9""-8-2(,"'+p' +29", (i"'s --2 + 2s. 

[Jm die Gleichung vierten Grades, durch welche 9 bestimmt wird, 
zu erhalten, bilden wir der Reihe nach die Gleichungen: 
9' + 2(1 - 8 = p" + 2p'" 
S' + 2p' — 13p + 6 — p" 
p' + 2p' - 13p» + 5s + 2 - p" 
und erhalten aus den beiden letzteren die gesuchte Gleichung: 
p' + p' — 16 p" + 18p — 4 = 0. 
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Dieses llesultat hatte mau auch direkt mittelut dei Formel iiiNo. 517 
erlialteu kömien; man findet das&elbe m dei Tafel der No. 522, 

Kennt man eine Wurzel p dieser yieichmig, so Pili.ilt man die 
drei andern in der einfaelistea Weise durch die Formein: 

P =T , p =14-3 , p =J— -. 

übrigens läfst sich die in Kede stehende Gleichung in awei 
Gleichungen aweiten Grades zerlegenj und awar sind dieselben, wenn 
man a = ^41 setzt, 

(,.__.! p(„_i) + ±(„_5)_0 

und liieiiiiis eigiebt sieb: 



-T(«+1)+il/2«' + l<>«. 



Die aiigciiiilicrten nuraerischon Werte sind: 
B — 6,40312423809 



l/2n="10n-. 4,23895713816 

y-ia'-TWi'— 12,08433872337 

(> — 0,29104177498 

?' — 1,17030362132 

q"— 2,410620344065 

f . 4,871866820365. 

Mit Hülfe der Kettenbrüclie würde man die folgenden Werte, die 
sieb aiis einander ableiten und nabczu ebenso angenäliert sind, wie 
die vorstebenden , finden: 

5066 , 34806 ,- _ 29741 -„ '24676 

'' ^ r74Ö3 ' P " 29741 ' ^ ~ 12338 ' ^ "~ TO^GiT ' 
Es ist bemerkenswert, dafs man die Wurzeln p, p', p", p'" ans 
den oben für (, t', t", . . . gefundenen Werten eilialten liauu. Mau 

hat uämlieb : 

p _( + (IT + (vm^. (XII _|_ jxvi 

p _ (■ + (T -I- (IX + jXIII_|, (XTII 
(/"—t/'+f'+P + (XlT-(- (XVIII 
p-_ ("■ + (VI1+ (XI _|. (XT ^ ,XII, 
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Mithin dröcken sich die Werte von p, welche durch einfache 
Quadratwurzeln dargestellt werden, auch durch die Grüfsen t aus, 
von denen jede von einer Gleichung fünften Grades und zwei Glei- 
chungen zweiten Grades abhängt. Diese Identität dürfte man bei 
Anwendung der später angegebenen Werte von p nicht leicht nach- 
trä glich beweisen können, 

545. 
Will man jetzt den Paktor zehnten Grades haben, welcher alle 
Wurzeln der Periode q enthält, so hat man nur das Produkt zu 
bilden : 

^(V - ¥<J - t"){s - '™)(!/ " <"')f!/ - *"'), 
worin ij = ^^^ — ist, Stellen wir die Entwicliluiig dieses Produkts 

diuxli 

x''(y^ ~ m/ + ßtf — yy^ + d)/ — t) 
dar, so hiibeu wir zimäelist: 

Ferner erhalten wir aus den Werten: 

i = f + l", t'' — r" + r", t"'" - r" + r« , ("' — r' + r", 

(XVI _ ,is ,|, ,.1 

die folgenden Gleichungen: 

ß ~ S(ll") + »(«'"■) _ - 1 _ p + I,- 

r = SQf't'"") + syi"!"") — — 2 — (> + 5 
J = Sitfe^P") .= — 3 — q" — Sf 

B_ HiViTni(in(Xi.i — 1 ^ ?. 

Mithin ist dus gesuchte Polynom aeiintun Grades : 

(a;^ + If _ p^(^^ + ly .- (l + p - &'")xHx' + 1)^ 

+ (2 + e-pV(^^+i)^-(3 + 9" + 3r)*^(3^'+i)-(i-p)^- 

Diese Funktion giebt im Verein mit den vier andern, die daraus 
entstehen, wenn man joden Buchstaben g um eine Stelle vorriieken 
iäfst, die vier Faktoren, deren Produkt gleich X ist. Auf diese 
Weise ist also die Gleichung vierzigsten Grades X = unmittelbar 
in vier andere vom zehnten Grade zerlegt, deren Eoefficicnten nur 
von den durch einfache Äusziehung von Quadratwurzeln bestimmten 
Gröfsen p abhängen. 
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ßediiktionsmetliode zur Vervollständigung der vorstehenden Theorie. 
546. 
Es dürfte nicht iinnützlich sein, die soeben von uus ent- 
wickelte Theorie in wenige Worte zusammenznfassen. 

Ist die Gleichung a:" — 1 = 0, in welcher der Exponent n eine 
Primzahl ist, gegeben, und sieht man von dem Faktor :c — 1 iib, so 
reduciert sieh alles auf die Bestimmung der imaginären Wurzeln der 
(jlcichung X = 0, und da jede Wurzel von der Form 

cos )- y ^ 1 sm 

ist, Bü braucht man nur einen der reellen Werte von x ■{- ■■- , 

welcher stets durch 2 cos dargestellt wird, zu haben. Hierzu 

gelangt man durch die Auflösung einer Reihe von Gleicliungen, deren 
Grade, mit einander raultipliciert, das Produkt - (n~l) ergeben, und 
deren Wurzeln samtlich reell sind. 

Ist /.; die gröfste Primzahl, welche in « — 1 aufgeht, und ist 
)i — 1 = mJc, so bildet man zuerst die Gleichung vom Grade ]c, welche 
die Perioden von m Gliedern, nämlich 0«:!), (»i'-ff), (s»:;?"),--- (wi:^*-'i), 
worin g eine der primitiven Wurzeln von n ist, zu Wurzeln hat. Diese 
Gleichung, welche von der Form ß*+j;*~^ + a'i)*~^ -\- ß^p'^~'^ •\ — = 
ist, und deren Koefficienten stets ganze Zahlen sind, besitzt die fol- 
genden zwei bemerkenswerten Eigenschaften: 

1) Wenn die Wurzeln p, p, p", ... die Werte der Perioden von 
m Gliedern in der Reihenfolge (m:l), (jn:g), {nr.r/^),... oder allge- 
mein in der Reihenfolge {tn:a), (m:aj/), {m:ag^),... sind, und wenn 
eine dieser Wurzeln bekannt ist und mit _p bezeichnet wird, so ergeben 
sich alle folgenden p', p", . . ._pl*~'* aus p und den aufeinanderfolgen- 
den Potenzen p^, p'^, . . . p'^~^ durch einen Ausdruck von der Form 
A + Dp -\- Cp^ + ■ ■ ■ + ij>*-~S in welchem die Koefficienten 
A, B, . . . rationale Zahlen sind. 

2) Ist eine rationale ganze Funktion rp der Wurzeln p, p , p" ,.. 
oder nur einiger von ihnen gegeben, und läfst man die Buchstaben 
p um eine Stelle vorrücken, um nach und nach von der Funktion fp 
zur Funktion tp, darauf von der Funktion <p' zur Funktion (p" u, s. w. 
überzugehen, bis man zur Funktion 95'*—^' gelangt, so ist die mit jS(q)) 
bezeichnete Summe dieser 7; Funktionen gleich einer ganzen Zahl. 
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Bei diesen torilaiifctidtiii Verändei'uiigeu der Fmddion tp iiiimiit jede 
in ilir Yorkommeiide Wurzel p<"* iiacli und üaeh alle Werte p'-'", p'-''+''>, 
jjln+ü)^ , . , yt"-^' an, welche in der Reihe p, p, p", ■ . ■ j)l*-i' eut- 
halteii sind. In dieser Reihe, welche in sieb selbst zurüeklfehrt, kann 
jedes beliebige Glied als ersttfs Glied genommen werden. 

547. 

Ist die Gleichung in p gelöst, und nennen wir li' die gröfste 
Primzahl, welche in in aufgeht (wo /t' auch gleich 7e sein kann), so 
dafs m = mh' ist, so raufs man die Periode p = (m:a) in // l'erioden 
von wj' Gliedern, n'ämlich in {m':a), (m'-.ah), {m':a¥),...{ni:ah'-''-^), 
wo h = g'-' ist, zerlegen. Diese Perioden, welche durch g, g*'', 
^■(^^1, . . . §(*'*-*! bezeichnet sein mögen, sind die Wurzeln einer Glei- 
chung in q vom Grade h', deren Koefflcienten sich sämtlich in linearer 
Weise durch die bekannten Wurzeln y, ^', ^", ., . ausdrücken lassen. 

Die andern Perioden von m Gliedern, nämlich: {m:ag), (m:(x(f),... 
zerfallen ebenfalls in k' Perioden von m Gliedern mittelst einer 
Reihe von Gleichungen in q, welche aus der ersten gefundenen Glei- 
chung entstellen, wenn man nach und nach die Buchstaben jj um 
eine Stelle vorrücken läfst. Man braucht jedoch nur die erste von 
diesen Gleichungen aufzulösen; denn aus einer gegebenen Wurzel q 
dieser Gleichung kann mau die Werte aller andern Perioden von m 
Gliedern mittelst rationaler Ausdrücke, in denen keine Unbestimmt- 
heit übrig bleibt, ableiten. Ebenso findet man, dafs, wenn irgend 
eine ganze rationale Funktion der Wurzel q oder nur einiger von 
ihnen nach und nach hJc' Werte erhält, indem man jede Wurzel g'"' 
den ganzen Cyklus von Werten, welche sie überhaupt annehmen kann, 
durchlaufen läfst, die mit S((p) bezeichnete Summe alier dieser Funk- 
tionen in linearer Weise durch die bekannten Wurzeln p, p', p" . . . 
ausgedrückt werden kann. 

Setzt man diese Zerlegungen so lange fort, bis das letzte Glied 
der Reihe m, m', in!', . . . gleich 2 ist, so erhält man schliefslich die 
Gleichungen, welche die allgemein durch x''-{-x~'' dargestellten 
Perioden von zwei Gliedern zu Wurzeln haben, und die somit die 
vollständige Lösung des Problems geben. 

Ö48. 
Die Theorie, deren hauptsächlichste Ergebnisse wir soeben an- 
gegeben haben, läfst die Auilösiiug der Gleichungen iu 'P,<i,.-. übrig, 
welche in Bezug auf die Anzahl der Glieder vollständig sind und in 
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manclier Hinsielit gröfsere Schwierigkeiten darbieten Jiöiiueu, ais die 
Gleichung «" — 1=0, welche den Hanptgegen stand unsrer Unter- 
suchungen bildet. Um diesem Übelstande abzuhelfen, hat Gauss 
eine besondeie Methode angegeben, mittelst welcher sich die Auf- 
lösung der m Rede stehenden Hulfsgleichungeii in jedem Falle auf 
die Auflosung einer zweighediigen Gleichung von demselben Grade, 
in welchei das bekannte (rlied die Form a-\-h Y — 1 besitzt, zurück- 
fahren lafst, &o difs alsdann eine vollständige Gleichung Ä'™ Grades 
aufgelost werden kinn durch die Teilung eines Winkels, dessen 
Cosinus und Sinus bekannt oder wenigstens bestimmt sind, wenn die 
Teilung des tieises in / gleiche Teile als bekannt vorausgesetzt wird. 

Diese Reduktion smethode ist um so bemerkenswerter, als sie zu 
der Zeit, wo sie ihi Eründer veröffentlichte, von den Matbematiliern 
als dd'. eiste emigeimafaen ^lll)ememe Beispiel der Auflösung von 
den vieiteu Grad Ü bei steigenden Gleichungen, welches bis dahin be- 
kannt geworden war, betiachtet werden durfte. 

Wir werden hier diese Methode unter einem neuen Ge- 
sichtspunkte entwickeln, weicher die Anwendungen bedeutend 
erleichtem und die Weitläufigkeit, welche bis dahin bei dieser Art 
von Rechnungen unvermeidlich schien, vollständig beseitigen wird. 

Um den Geist der Methode und das Gesetz der Resultate leichter 
begreiflich zu machen, weiden wii nicht blofs einen speciellen Fall 
betrachten, sondern allgemem die Gleichung fünften Grades auflusen, 
welche die fünf Perioden von w Gliedern, die bei dex Annahme 
)( = 5m + 1 auftreten, zu Wuizeln hat Rodanii weiden vmi zeigen, 
wie man die Gleichung siebenten Grades, welchi m dem Falle 
n = 7m -[- 1 stattfindet, auflösen kcmne 

540, 
Über die Hülfsgleichung fünften Grades, welche in dem Falle 
M == ÖJM + 1 aufzulösen ist. 
Diese oben durch 

=/ -f-/ + -Pf' - Qp^ + -^^i' — ^ 
dargestellte Gleichung hat zu Wurzeln die fünf Perioden von m Glie- 
dern, in welche die alle Wurzein der Gleichung X = enthaltende 
Periode (5)»;1) zerfällt. 

Sind p, p', p", p" , p^^ die fünf Wurzeln der in Rede stehenden 
Gleichung, so setzen wir: 
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wo li eine Jer imagiüäreu Wurzeln der Gleicliiiiig li^ ^ 1 = ist. 
Erhebt man den Wprt von T ins Quadrat, und bringt man das 
Resultat auf die Form: 

r^ = « -j- bll' + cR* + f^i?'^ -\- eli^, 
so sieht inuiL leicht, dafs ß, i, c, d, e die folgenden Werte haben: 
a^ p' + S^i'j}^^ + ''^P'p" 

d = p'"^ -\- 2p^'^p" + '2pp' 

Ii ] dtiu besonduien lalle muft man diese koeihciuiten, jt uiUi 
dini Weite, weltbeii nnn tui die priiuiti\e AVur^el genommen hat, 
dtii die IiULViL tüim bringen, und mm st.lt \on \jiiili.i m difs 
wenn sich dei Koefhcient a duicli 

darstellen lafbt, der Koeificient h duich die'jelbe ioiuiel ma^fedi uokt 
wild wenn man dann nur die Bu(.hbtaben p um eine Stelle voi 
nicken lafst und p^ als gleichbedeutend mit p ansieht Ebenso vtr 
iahit man, um den Ausdruck der iolgenden Koefiiuenten c, d, e 
zu crhiltpu Auf diese Weise wird der Wtrt von T lolgcndei 
malaen dargestellt: 

T' = ap -f ßp + n>" + -h'"' + ip'"" 

+ E^ap + ß}}" + yp" + ö'p"'-^ sp) 
+ li^{ap" + ßp" -\- H'"M- <>!' + si>) 
+ n^iap" + ßp^-\- yp + dp -\- tp) 
+ ii*(c:/'^+ iip + yp + Sp" + f ;/■'). 

ÖÖÜ. 
Wir bemerken jet^t, dal's dieser selbe Wert, wenn man ilin nach 
den Wur/.eln p, p', p", p" , y^^ ordnet, die folgende Form anuimint; 
p^ p {a-\- EM'+dli'^yR^ + ßli') 
-\-p (ß + aJi' + bU' + äli-^ + ylt») 
+ }/■ (y + ßE^ + alt' + ^If^ + Ö\R«} 
+ j/- (ö + yE' 4- ^7^^ + aE" + bR') 
+ pi^(£ + ÖE^ + )/ß' + ßE^ + c Jt^). 
Nennen wir ^'1 die Funktion von R, mit %velcher p multipllciert ist, 
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SO ist leicht zu sehen, dafa AU^, AE\ AB% Alt^ in analoger Weise 
tue Funktionen von R darstellen, mit denen /, p", p", p^ multi- 
pliciert sind. Setzt man also: 

^ = K + aü^ + ÖR' + yir + ^K^ 
so erhält man: 

T^ = A{p'j'pn'+p"E''}'p"'B'+p^''}i'). 
In dieser Formel ist die rechte Seite das Produkt aus A, welches 
eine Funktion von Ji allein ist, und dem Polynom 

p -\-pli^-{'p"Ii^-{-p"'li'+p'-'^R', 
welches nichts anderes ist als das Polynom T, wenn mau darin IV 
an die Stelle von H setzt. In ähnlicher Weise könnte man U^ und 
E* an die Stelle von Ji setzen und so die vier Polynome bilden: 

T =^p-\-p'R + p" E^ -\- p" B^ +j)'^ii* 

,jj r = p + p-E' + p'E* + p'-B-^ + p^W 

!■" =p+ p'E' + p'E" + p"'E' + y^JJ'^ 

T'" = p^pB'-\-i)"B^-i-p"E''' +i>ivii'l 

Es iht auch gut, die vier Polynome zu betrachten, die in ähnlicher 

Weise aus dem ersten A gebildet sind, nämlich: 

A ■-^a + 6E'-\-dE-^ -\-yB' -\- ßB^ 
A- =a + BE-' + dE' ■^yB^' + ßE^'^ 
^" = « 4- iB^ + dü'^ + yB'^ + ßE'' 
A"'=a + tB^ + d-Ri« + yB'^ + ßE'\ 
Diese beiden Arten von Funktionen werden uns ebenso 
allgemeine wie interessante Sätze liefern. 

551. 
Der erste von diesen Sätzen ist derjenige, welchen das in 
der bereits gefundenen Gleichung 

enthaltene Resultat darstellt. Derselbe gilt, welches auch die zu der 
aufzulösenden Gleichung gehörige Primzahl n von der Form 5)»-j-l 
sein möge. Untersuchen wir jetzt die Folgerungen, die man aus 
diesem ersten Uesultate ziehen kann. 

Die Gleichung T^ = AI", in welcher man der Reihe nach E^, 
B'^, E^ an die Stelle von B setzen kann, liefert drei andere, so dafs 
man die vier Gioichinigen erhält: 
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(3) T'^^AT'; r^=ÄT"'; T"''=Ä"T; T'"' == Ä"' T" , 

uikI multipliciert niaii diese mit einander, so folgt: 

Trr'r"^AÄ'Ä"A'". 

Miin siebt ferner, dafs sich die drei Polyiiüiue ?", T", T'" in 
folgender Weise riktiüual mit Hülfe von T ausdrückeu iLissen; 



A''A- ' A*A'^A"- ' 

und setzt mau diese Werte in ihe GWiehan^ Tl'T" T"'^= AA'A"A"' 
oder in die Gleichung T"^ ^ A" T ein, so ergiebt sich in beiden 
Fällen das ItesuUat: 

(4) T'- = A^A'^A"'^A". 

Auf diese Weise haben wir bereits ein Mittel zur Bestimmung des 
Polynoms T iils Funktion der OrÖfsen A, welche sämtlich bekajint 
sind; denn wenn die Zahl n gegeben ist, kann man leicht die Koef- 
ficienteu «, ß, y, d, s, welche in dem linearen Werte von 

a =p^-\- 2p" p" 4- 2p' p^^ 
vorkommen, und welche sämtlich ganze Zahlen sind, ermitteln. Setzt 
mau z. B. n = 41 und nimmt man als primitive Wurzel die Zahl 
(j = 13, so findet man nach Artikel 537: 

« = ~- 2j? + 3jj' + 2p" — ip"', 
und dies giebt in unserm Falle: 

«=-2, ^ = 3, Y = 2, Ö=-4, £ = 0. 
Kennt man T, so leitet man daraus mit Hülfe der vorstehenden 
Formeln die Werte von 7", T", T'" her. Addiert man sodann die 
vier Gleichungen (1) und verbindet damit die Gleichung: 

— ^ = P ^ p' + p" + P'" + P", 
so erhält man zm- Bestimmung von ^ die Gleichung; 

(5) 5j, == _ 1 + r + 2" + r' + r". 

Man erkennt daher unmittelbar die Möglichkeit, die Wurzel p mittelst 
der Grijfaen A, welche Funktionen von B sind, zu bestimmen. Indessen 
würde diese Auflösung zu kompliciert sein, da bei ihr T durch 
die Gleichung (4) d.h. durch Ausziehung einer 15'™ Wurzel bestimmt 
wörde, während es, wie wir jetzt zeigen wollen, leicht ist, sie blofs 
mit Hülfe einer fünften Wurzel zu bestimmen. 

552. 
Multipliciert man die beiden Polynome 2' und 2"", welche ähnliche 
Funktionen von li und TJ* sind, mit einander, so wird das Produkt: 
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TT"' = Tf + BJ.pp' + P^tpp" -h E^Zpp" + iJ^IiJj)!^. 
Setat man aber stets h = 5»J+ 1, so ist, wie wir oben {Artikel 524) 
gefunden haben: 

Ijpä = )i — JJJ; Ij-,^/ ^ Z^j>" = Ij)j/" = I^^)'^ = — m, 

TT" = M — m{l -\-Ji-\- n^ + Ji-' + R') 
oder einfadi: 

da die Gleichung 

K' -1 = 0, 

deren linke Seite = {li — 1)(1 + Ii + J.C--\- 1:!^ + R') ist, *lie Glüichiuig 

= 1 + j; + ii^ -j- li^ + /;■' 

nach sich zieht, weil nicht fi — 1 = gesetzt werden darf. 

In analoger Weise würde man 2" 2"'=« finden; jedoch ist leicht 
zu sehen, dafs diese Gleichung nur eine Folge der vorhergehenden ist. 
Wird nämlich T durch ^(ß) bezeichnet, so ist: 

r = *(fi^}, T" = t!)(2^=), T" = a)(Ji'), 
und die Gieichutig TT'" = )» geht über in: 

Setzen wir in dieser Gleichung R? an die Stelle von li, so erhalten 
wir, da sieh alsdann J^^ auf R^ reduciert: 

<»{B^)-^{ß?) = n oder TT" =n. 

553. 
Die Eigenschaften, die wir soeben für die Funktionen 
T bewiesen haben, gelten in gleicher Weise für die Funk- 
tionen A. Denn werden die zweite und die dritte der Gleichungen 
(3) mit einander multipli eiert, so giebt das Produkt: 
{T T"J = Ä A' TT" , 



oder: 
mithin; 


n' = ■nAlA', 
A'A" = n. 


Multipliciert man eben 
erhält man: 


.80 die erste und vierte jener Gleichun' 


{TT"f = 
mithin: 


-.AA"'TT" oder n' = nÄA'", 
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Mail hai daher die boidoii Systeme von Gleichungen: 
n = TT'" = T' T" 
n = AA'" = A'A". 
Da man iillgemeiü 

R = cos — — - + y — 1 sin— ^ 

setzen kann, wo h eine der Zahlen 1, ä, 3, 4 ist, so ist. ersichtlich, 
dafs die Gröfse A als ganze rationale Funktion von 11 durch die 
Formel sieh ausdrücken läfst: 

A = )-(cos » + Y^^ sin »). 
und da AA" == n ist, so folgt hieraus: 

A"' = -" (cos — y^^ sin ») . 
Andrerseits erliiilt man den Wert: 

A + Ä" _ 2» + j (W + ^) + s{ll' + -ij) 

woraus folgt, dafs A + A'" eine reelle Grörse ist, welche sieh 
folgend evmalseu darstellt: 

^+X'=2« + 2Eeos^ + 2dcns^';''-+2yeos'"'^ +2,3co.s ■-^■-- ■ 

Demnach iniils 

sein, niid es ist souiit allgemein: 

A = n^ (cos & + "|/^I sin o), 

d. h, der reelle Modul der imaginären GriifRe A ist stets gleich n'^. 
In analoger Weise findet man : 

A' = H^ (cos 9' + j/— t sin .&') , 
und aus diesen beiden Formeln folgt: 

A" = 71^ (cos St' - |/- 1 sin iV) 

A'" = )!^ {cos » — y^^l sin ») . 
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Wir müssen jetzt a priori zeigen, clal's die Form der Werte von 

T dieselbe iafc, wie die der Gröfseu A, und dafs n^ ebenfalls der 
Modul jener GröCsen ist. 

In der Tliat haben wir gefunden TT'" = n, und die Sumuie der 
Gi'üfsen T, T" läfst sich auf die Form bringen: 

I + T- _ 2), + ),■ {ll +—)+ p" (iP + -^) 

+ ir{n'+ir)+p"{B'+^). 

iUan sieht hieraus, dafs die Summe gleich der reellen Gröfse ist: 
T + r- = 2p + 2{p + y) cos i|^ + 2(p" + in CO. '4"- . 
Setzt man also wiederum: 

T = Q (cos {p -\- "|/~ 1 sin <p) , 
so wird: 

T'" = (cos qi — ]/ — i sin 9), 

und da r+ T" eine reelle Gröfse ist, so mufs 

p __ _ . =0 oder p = m ^ 

fipiu. Mithin müssen die beiden Grölseii T und T'" die Form liabeii: 

T = n^ (cos 9) -f- ]/— 1 sin <p) 

T'" = w ^~ (cos fp — ]/— 1 sin tp)- 
Dasselbe beweist man von den GrÖfsen T und T", für welclie die 
Gleiclinngeii bestehen : 

T" = !? * (cos rp' — y — 1 sin ip) ■ 
Jedoch leitet uum diese Eigenschaft unmittelbarer aus denjenigen 
Werten von T, T', T", T'" her, welche mit Hiilfe der Gröfsen 
A, A', A", Ä" n.usgedrüclit sind. 



Die beiden Gleicliungen T' ^ AT' , T"^ —= AT'" ergeben nämlich: 
T^ ^A'T-^ = A?-AT"', 
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T'- = nA-Ä. 
Substituiert mau liieriü die Wertß: 

J. = ,i"^{cos & + j/^isiuO), Ä' = w^"((ios*' + y^Tsm^), 
so erliiilt man; 

T-- = n' (cos (2* + %■') + ]/— 1 sin (2^ + ö')) 

und dii.lierr 

n, 4/ 2fl- + «-' , T- — ^ . 2&4-&'\ 
T=n^ Uqs— S^ hy — 1 än^ 1 )i 

üin Änsdriiek, aus dem mau erkennt, dafs in der Tliat der Faktor 



n^ der reelle Modul der imaginären Gr'öfse T ist. 

Der Wert von T, den wir soeben gefunden haben, schliefst 
implicite fönf verschiedene Werte ein. Denn die GrÖfse, durch welche 
y^ ausgedrückt wird, kann auch in der Form geschrieben werden: 

T^ = iz^ (cos (2* + »■ + '2m) + ]/^l" si» {2& + ■9-' + 2iro)), 
wo i eine beliebige der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 ist. Hieraus ergeben sich, 
wenn man oj = v- setzt, die folgenden fünf Lösungen: 

T = n^ (cos ü -|- y — 1 sin w) 

^■=„-;(o„>,{«+^;-) + )/^--T.i„(„+^--)) 

r _ « > (cos («, + -■*;) + )/~ i sin (o, + -*;"-)) 

r = )i "■'"(cos (w + -^) + "|/— 1 sin (o) + - "-) j ■ 

556. 

Hat man für T nach Belieben einen von diesen fünf Werten 
gewählt, so werden die drei andern Gröfseu T', T", T'" vollständig 
bestimmt sein. 

Demi nimmt mau 2'-= »^(cosw +|/— ~l sin w), ""d substituiert 
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man diesen Wert sowie den von Ä = n^ (üob & -\- Y— 1 sin ö-) in 
die Gleichung J"= ~-, sü erhJilt man: 

2"= w~2" (cos (2w — *) + "|/— "i sin (2(0 —i*^)). 
Sodann ergiebt sich aus den Gleichungen TT"'=^n, T'T"^n: 

T" = w^ (cos (2(0 — %■) — y"^^ sin (2(0 — -&}) 

2""= w^ (cos (0 — ]/— 1 sin »), 

Um nun die Wurzeln p, p, p", p" , jF^ zn bestimmen, haben wir 
nur noch die Werte von T, T, T", T" in die Gleichung (5) ein- 
zusetzen, wodurch wir erhalten: 

j, - - I + -'^ [coa 0, + ». (2» - »)]. 

Diese Formel, welche den Wert der Wurzel p liefert, giebt in gleicher 
Weise den Wert der vier andern Wurzeln j)', p" , p" , j)^", sei es in 
der durch die primitive Wurzel g bestimmten Ordnung, sei es in der 
umgeiiehrten Ordnung, vorausgesetzt, dafs an Stelle von oj der Reihe 
nach (0 -| — r— , u -\ — r-, »o -\ — ^, (a -^ — ^ gesetzt wird. 

Man erhält also auf diese Weise die allgemeine Auf- 
lösung der gegebenen Gleichung, Dieselbe hängt nur von der 
Fiinfteilung eines Winkels ra ■= 2i^ + 9'' ab, den man geometrisch 
konstruieren kann. 

557. 
Wir kehreD zu den Formeln, welche die Werte der Winkel % 
und %' ergeben, zurück. Setzt man --,— = ji, so erhält man: 
-B = cos ft -)- y — 1 sin (t 
j;2 = cos 2f( -|- ]/ — i sin ft 
K= = cos 2fi — "[/— 1 sin 2p 
J"^ = cos fi ~ y — 1 sin /t , 
und die Gleichmig = 1 + iJ + if^ + E'^ + 7^ gebt über in : 

= 1 + 2 cos ,(t + 2 cos 2fi. 
Diese Gleichung, welche mau auf die Form 

= 4 coa^ fi + 2 co,s fi — 1 
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briugen kanu, giebt allgemein: 

eosft = ■ "T"- , 

so dafs cos (i stets einen von diesen beiden Werten besitzt, welches 

auch die Zahl k sein möge, wofern dieselbe nur nicht durch 5 teilbar 

ist. Setzt man ?.. B. Ä: = 1, oder (i = —- = 72**, so wird; 

-1 + 1/5 Q -1-1/5" 

cosfi= , cos 2(1,^ 

Substituiert man, nachdem dies vorausgeschickt ist, den Wert von 
B in die Gleichung: 

A = a -{- iR^ + dS^ -\- yE^ -{- ßB^, 
und setzt man zu gleicher Zeit för A seinen Wert: 

M*(cos ^ + y — 1 sin Ö'), 
so erhält man zur Bestimmung von ^ die beiden Gleichungen*): 

n^ cos d- = a -\- (y -^ S) cos ji, -j- (« -|- /5) coa 2^ 

«^ sin S- = (y — #) sin ;( + (f — ß) sin 2;i. 

Sodann braucht man nur 2ft für ji zu setzen, um den Wert von A', 

welcher durch «^ (cos 9-'+ "[/ — 1 sin 9'') dargestellt wird, zu erhalten, 
so dafs sich ergiebt: 

«2 cos Ö'' = « + (y + d) cos •2(1. 4- (e + ß) cos f( 

)j^sni ©■ = (y — d) 'im 2^ — (£ — Z?"] Mn jt 

*) Man erhilb hiei zwei (jleichuugen aui Bpstimmuiig des fl mkels odei 
Bogptia & Dei Urnnd hiervon lat der, daft der Endpunkt des Bogens & ein 
Pnnkt des Ereisumfingea ist, welcher nur durch aeiae beiden Kooidinafcen coa •fr 
und hin & volhtändig liestimmt sem kann, und /wai myjsen die Werte der 
letzteien auch hinsichtlich ihrer Voi aeichen bekannt sein Wenn nur eine diober 
Koordinaten bekannt wäre ■wurde dieselbe zwei Punkten des Umtanges gemein 
sam sein, und ps n"ire ungewifa, durch welchen von diesen beiden Punkten dei 
Bogen ö heatimmt werdtn mülatp Was den Paktor n", mit welchem cosi»' und 
«m & behaftet sind angeht, so lat deiselbe weil er den Modul einer imaginären 
Grolae darstellt stets positiv au nehmen Denn m der Formel 

((ooa^ + V^Tainq,), 
welche eine beliebige imaginäie Grofae darstellt, darf dor Modul 1 stets positiv 
T0ran''ge8et/t werden, da man la dadurch, dafs man w -|- q> fui <p setat, daa 
Voizenhpn dieser Grdfse na,i,h Belieben au undirn imstande ist 

4nm d Veif 
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In den besonderen Fällen folgen aus dem gegebenen Werte der 
Primzahl n = 5m -\- 1 und dem Werte der Zahl g, welche eine pri- 
mitive Wurzel von n ist, die Werte der Koefficienten ß, ß, y, S, e, 
wie wir dies bei dem Falle w = 41, i/ '= 13 (Artikel 551) gesehen 
haben, wo wir « = — 2, (3 = 3, y = 2, ä = -~ 4, e = fanden. 
Man mufs demnach die Winkel & und &', aus denen sich (o = — ^ — 
ergiebt, durch die vorstehenden Formeln als vollkommen bestimmt 
ansehen, so dafs in dem Ausdrucke der Wurzel p, welcher implioite 
den der andern Wurzeln p, p", p" , ^ einschliefst, nichts Un- 
bekanntes mehr übrig bleibt. Jedoch wollen wir die Gleichungen 
für %• und -9'' benutzen, um daraus einige allgemeine Beziehungen 
zwischen den lioefficienten «, ß, y, 3, e abzuleiten. 

558. 
Wir bemerken zunächst, dafs allgemein die Gleichung gilt: 

a-\-ß-^y-\-d + B^- 1. 
Mau setze nämlich wie oben: 

« =i>^ + 2p"p"'-\- 2py, 
und stelle ebendiese Grofso, nachdem man sie auf lineare Glieder 
reduciert hat, durch die Formel 

« = « j> + ßp'-\- yp" -\-^p'" -{- ^P^^ 

dar. Betrachtet man dann die andern vier Koeffieienten h, c, d, e, 
Vielehe aus dem Koeffieienten a entstehen, indem man nach und nach 
jeden der Buchstaben p, p , p", p'", ^^ um eine Stelle vorrücken läfat 
und dabei p für p^ setzt, so • wird man für die Summe der so ge- 
bildeten fünf Werte zwei verschiedene Ausdrücke erhalten. Der erste 
derselben ist: 

2« = Iji^ + 2Zp"x'" -\- 2Zß'j)"'. 
Es ist aber: 

J_p^ =n — in; 'Lp'p'" ^ ^PP' = — '"i ^p'j»^^' = Tpp>" =^ ~ m, 
mithin: 

Ta^n — 5w* = l. 

Der zweite Ausdruck ist: 

xo-(« + (i + r + ä + j)ij), 

und da Zj) = — 1 , so giebt die Gleichsetzung der beiden Werte 
von Zrt: 

I« oder ct + lS+r + 'S + f — -1- 
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Erliübt mau jetzt die beiden Gleichungen, welche die Werte von 

n^ cos & und w* sin d- ergeben, ins Quadrat und üddiert sie sodann, 
so findet man: 

n = a"^^ß' + y' + Ö'' + ,'' + 2a{y + d)cosfi + 2«(e + ,5)cos2^ 
-\-2{ys -\-ßd) COB ft + 2(ßy + de) cos 2/( 
+ 2/3* cos ^ +2ydcos2ft. 

Setzt man: 

p_„ä +^ä +/ +<i^ +£ä _5;„. 

g = «y + |3d + 3.. + 5c. + ./3 = 1«;. 

/; = aß -^ ßy + yÖ +(>£+£«= Taß, 
so wird: 

re = /* -f" ä (^ ^'"^ fi + 2 fl cos 2^. 
Wird 2ft für fi gesetzt, so erhält man das Resultat, welches in ana- 
loger Weise die beiden, den Winkel 9' bestimmenden Gleichungen 
ergeben würden, nämlich: 

n = P-\- 2Q cos 2fi + 2R cos ft. 
Setzt man diese beiden Werte einander gleich, so fidgt daraus zii- 
nächat : 

und öodann: 

w = P+2(?(cof=2^ + co3^) = P— Q. 
P+ 2y + 2B ist aber offenbiir das Quadrat der Summe 

und da diese Summe gleich — 1 ist, so hat man P-|-4(>=1, 
mithin n ^ 1 — bQ und Q = — m. Hieraus sieht man, dafs die 
Koefficienten a, ß, y, d, s den folgenden Gleichungen genügen; 
1 + 4«> = «^ + ^^ + y= + Ä^ + £« = I«^ 

— ,n = aß-j- ßy-\- yä + (U -^ scc = laß 

— m = ay -j- ßd -\- ys -\- da + e/5 = Xay, 
von denen eine die Folge der Gleichung 

~l-a+ß+r+ä+s 
ist. Die erste zeigt allgemein, dafs die gröfste der Gröfsen «, ß, y, 
d, 8, abgesehen vom Vorzeichen, kleiner als Yl + 4»» und gröfaer 
als [/ — — sein niufs. 
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559. 
Da wir nur drei Gleichungen zur Bestimmung der fünf Gröfsen 
ß, ß, y, ä, £ gefunden haben, so sieht man, daTs die Aufgabe, sie 
von vornherein blofs aus der Primzahl n = bin ~\- 1 abzuleiten, sehr 
nnbestimmt ist. 

Wir haben oben (No. 524) die Formeln gefunden: 
pp = Ap -\- Bp'-j- Cp" + Dp" -\- Op'^' 
pp"= A'p+Cp'+ C'p"-\- Dp"+ Dp^'^. 
llieiin treten sechs Koefficienten A, B, A\ 0', C, D auf, Kwiseheri 
denen die zwei einfachen Gleichungen: 

J +i.' = )(!- 2a- D 
A'+C = m-~C — 2B 
und zwei andere verwickeitere bestehen, nämhch: 
ÄC + AB --= (A -i- B - Df -^ C' - CD -\' B'' - C - B 
A'{A - B) = C' — C(Ä + 2B - ö + I) + A^ + BB — B\ 
Man erkennt hieraus, dafs man noch über zwei von den sechs Un- 
bestimmten zu verfügen hätte, gleichwie wir soeben gefunden haben, 
dafs noch zwei von den fünf Unbestimmten a, ß, y, S, e zu be- 
stimmen bleiben. 

Diese Resultat« bringt man leicht in Übereinstimmung mit ein- 
ander, wenn man den Wert von a, welcher gleich 
p^ + 2p"p"' -f 2pp^ 
■ ist, auf die lineare Form ap + ßp + yp" -\- dp" + ep^^ bringt. 
Dies giebt: 

„^-1 -2m + o(C+B) 
ß ^ 2C' — B ~ B 
y = 2A- (f — C 
d = 2 B — Ä — (; 
fi = 2A'^A ~B. 
Denn substituiert man diese Werte in die Gleichung: 

„■' + ß' + f- + d' + ,' - 4m + 1, 
so erhäjt man als Resultat die Bediogungsgleichung; 

AB + A'C— m' - (im + 1) (C + D) + 50' + TCT) + D'. 
Dieselbe läfst sich, wenn man 

a — C+D, }> = C—T>, t — A~B, u — Ä - C 
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setzt, auf die Form bringen: 

= 4m' — iaiöm -\- 2) -\- 25a' + 51' + 2i' + 2u'. 
Eine aweite Bedingungagleichung ergiebt sich aus der Gleichung; 

= 5:a(!{- Tay, 
welclie man auch folgendermafsen sehreiben kann: 

(3 __ 4tu — u^ = (4 + 10m) b — 25o&. 

Man findet aber leicht, dafa diese beiden Bedingungsgleiehungen 
mit den beiden übereinstimmen, welche wir im vorigen Ai-tikel an- 
geführt haben, und die oben auf einem sehr verschiedenen Wege 
gefunden worden sind; und es seheint nicht, als ob noch eine dritte 
existierte, vermittelst deren die Unbestimmtheit, welche hinsichtlich 
der Koefficienten A, B, A', C, C, D übrig bleibt, vermindert werden 
könnte. Übrigens liegt diese Unbestimmtheit in der Natur der Sache, 
da die in Rede stehenden Koefficienten von der Wahl der zu ihrer 
Bestimmung dienenden primitiven Wurzel abhängen; andrerseits aber 
mufs man beachten, dafs keiner dieser Koefficienten negativ sein 
darf, und man kann aus den bereits gefundenen Resultaten schliefsen, 
dafs die Unbestimmtheit, welche noch in Bezug auf dieselben besteht, 
sich darauf reduciert, dafs, wenn G mit D vertauscht wird, gleich- 
zeitig J — B in C— A' übergeht. 

Dies bestätigen auch die vier in Artikel 557 zui Bestimmung 
von &■ und &■' gegebenen Gleichungen. Denn da dic^e Winkel die- 
selben bleiben müssen, welchen Wert man auch fui die primitive 
Wurzel genommen haben möge, und sich nur höchstens gegenseitig 
vertauschen koimen, so kann die Änderung dei piimitiven Wurzel 
keine andere Wirkur^ hinsichtlich der Koefficienten ß, y, Ö, s her- 
vorbringen, als dafs y und S durch ß und s und ebenso ß und £ 
durch y und $ ersetzt werden; in Jedem Falle aber bleibt a dasselbe. 

560. 
Wenden wir jetzt die vorstehenden Formeln anf den 
Fall n = 41 oder m ^^ 8 an, so erhalten wir aus Artikel 528 die 
Werte: 

A = 3, 5 = 0, 6' = 2, -0=1, ^l'=2, C'=2, 
und hieraus: 

« = — 2, ß^3, y=^-2, tf = - 4, £ = 0. 
Die Winkel & und &' ergeben sieh sodann aus den folgenden Glei- 
chungen, in denen ji = —r~ gesetzt ist: 
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«^ cos » = — 2 — 2 co!^ ,it + ;i cos 2{i 

n^ sin & — 6 siu fi — 'd sin 2 fi 

■n^ cos &'== — 2 — 2 cos 2ft -|- ^ cos ft 

n^ sin 3''= 6 sin 2)1 -j- S sin ,«. 

Ist /.■ = 1, so wird, wie in Artikel 557: 

cos |U = 4 I ""^ 2 ;t = - -^— ■ 

Substituiert miiii diese Werte in die von cos & uud cos &', so er- 
giebt sich: 

^./^~ CM &' = - ^ + j_V-'' 
aV4i ' 
oder einfacher für die trigonometrische Berechnung: 



,i„ » _ t/"|'-- cos 72» , sin »■ - l/l^ cos 36" . 

Dies giebt mit Rücksicht auf den negativen Wert von cos i^ : 
» — 141" 69' 26", 21430 
»'= 86» 6' 59'; 81876 
a# + »'_S69» 6' 62", 24736 
B, _ 73" 49' 10", 44947. 
Mit Hülfe iliesor Werte von &, &' und to werden die fünf Werte 
der Wurzel p, genau und näliernngsweise, folgendermal'sen ausge- 
drückt: 

ji _ - i + -| (41)"" [cos m + cos (2» — »)] 

— 3,0626390840 

p = ^ + (41)^ [cos fra + ff) + cos (2ia + 2ft — &)] 

— — 4,5290611770 

* - - s + I (*1'^ ["" (» + 2rt + c™ (2» + 4^ - »)] 

= — 1,1958668420 

17 = — |- + |-(4IV[cos(o) + 3p) + co8(2o + 6(1 — »)] 

— 1,2162875060 
j, - - i + I (41)'loos(<o + 4ri + cos (2o + 8.» - O)] 

— 0,4461014295. 
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Was' die Reihenfolge dieser fünf Wurzeln anlangt, so ist sie die um- 
gekehrte Yon der, welche die Formeln des Artikel 537 ergeben. Man 
erhält daher, wenn man p = 3,0625390840 setzt, dieselben Werte 
von p, p", p'", p^^ , welche wir oben gefunden haben, abgesehen von 
den kleinen Fehlern, welche den trigonometrischen Tafein für zehn 
Deeimalstellen zugesehrieben werden dürfen. 

Mittelst dieser Werte von p, p, ... erhält man, wie in No. 542, 
eine der Grofaen cof -jj-, cos .. ■ , •••, welche entweder zur voll- 
ständigen Auflosung dei Grleichung 40*™ Grades X = oder zur 
Teilung des Kreisumfanges in 41 gleiche Teile dienen, und da die 
Gröfsen p, deten angenaheite Werte wir gegebeu habeu, sich genau 
durch fünfte Wurzeln aus Gröfaen von der Form M -{- NY— 1 
ausdriicken lassen, so kann man offenbar auch alle Wurzein der 
Gleichung 3^* — 1 = durch solche Wurzeln in Verbindung mit 
Wurzeln zweiten Grades ausdrücken, 

Ö61. 
Wendete man dieselbe lleduktionsniethode auf die HUlfsgleicKung 
-Ö& +^4 - 4^)^ — V + ^i* + 1 = ^ 
an, welche sich auf die Gleichung a;'^ — 1 ^ bezieht, so wurde 
man zu denselben Resultaten gelangen, welche sich in den Abhand- 
lungen der Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1771 Seite -116 
finden. Es scheint daher, als ob man Vandermomie die erste 
Idee dieser Art von Untersuchungen zu verdanken habe, 
vermittelst deren man imstande ist, alle W"ui"zeln einer Gleichung 
fünften Grades, von welcher die Gleichung x^^ — 1 = abhängt, in 
expliciter Weise auszudrücken. Man mufs sogar hinzufügen, dafs 
dieser Autor von seiner Methode behauptet, dafs sie auf 
die Auflösung einer jeden zweigliedrigen Gleichung an- 
wendbar sei. Indessen hat er für dieselbe nicht die zur Recht- 
fertigung seiner Behauptung erforderliehen Entwicklungen angegeben. 

562. 

Von der Hulfsgleiehung siebenten Grades, welche unter der 

Annahme w= 7ws -|- 1 die Perioden von in Gliedern zu Wurzeln hat. 

Wir stellen durch p, p, p", p" , p'^, p^, p^^ die Wurzeln der 

Gleichung dar, welche aufgelost werden soll, und weiche stets die 

Form besitzt: 

p'+p' + lV^ «-»■ 
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Bezeiclineii wir sodann durch 11 eine der imaginlireii Wurzeln 
der Gleichung If — 1 = 0, d. li, bedeutet R den Ausdruck: 

li = cos — 1- y— 1 sin - , 

wo /,■ eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 ist, so setzen wir; 

T^p +/-ß -\-p"^ + j/"ß^ +i>^^-K" +P^Ji' +P^li''- 
Erhebt man sodann diese Gröfse ins Quadrat und setzt man: 
r^ = « + öii^ + ci;* + dE" + eR" + /■ß'o + gR'\ 
so erhält man, wie leicht zu sehen: 

h^p- +2/JJ ■^2pY^ + 2p^'^p^ 
c=^p'- + 2/ Y +2i>i^> +2p^p^ 
d=p'-' + 2i>i^j>" + 2i)V + SiJ^'^i) 
e = :f^^ + 2i)V" + 2p"i)" + 2pp' 
/■ = j,v2 _)_2^vi^v_j_2j>j,'" 4-2//' 
(, = ^jvia _[_ 2pp^ -\- •2p' p^ + 2/j/". 

Ferner hat man diese Koefficienten auf die lineare Form zu redu- 
cieren, so dafs sich ergiebt: 

a= ap + ßp'-\- TP + &p" + ii}^ + tji"^ + m>^^ . 
Wie man sieht, kann man aus dem Ausdrucke von a denjenigen der 
folgenden Koefficienten b, c, d, ... ableiten; denn um von einem 
tiliede zum folgenden Überzugehen, braucht man nur alle Buchstaben 
P> P'i f'i ■ ■ ■ 1"*! ^^^^ Stelle vorrücken zu lassen, während die Koef- 
ticienten k, ß, 'y, ■ ■ ■ dieselben bleiben. Man erhält daher folgenden 
Auedruck von T': 

T^ = ßjJ + ßp + 7P" + ^y + e/"^ + tP^ + VP''^ 

+ R^ (k/ + ßp" + yp" + ^y + £i)^ + ip"^ +VP) 
+ R^ («/' + ßp'" + yp^" + Öp^ + Ei)^i + gp + ^/) 

+ iJ" («/" + ßf'' + ri»" + . «i»"' + Ei> +ip' -\- VP") 

+ «>* («jjIV ^ ^^Y _{_ j,j,VI + öj) + sp' + gp" + Jj/") 

+ R'^'iap^ + /iji^i + yp + tf// + f/' + tp" + ^F^'') 
+ E^^{ap^^-\- ßp 4- n'' + äp" + t^)'" + £l/^+ VP'^)- 

503. 
Ordnet man eben diese Gröfse in Bezug auf die Wurzeln p, p, 
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T«_ p (« + ,«■+ SJä'+ bK» + «ff + 71(1« + ,5S'>) 
+ p (ß + «ff + ,R' + 5ff + eff + *iä'» + rff') 
+ Ji" (, + (iff + «ff + ,B' + Sff + sB'» + ait") 
+ j/" (* + fff + /;B' + «fl* + riß' + 52?" + «H») 

+ ,," (j + äff + yff + ßif + „ff + ,i!» + yi») 

+ p' (5 + sff + äff + ,H' + /Jff + off" + ,ff') 
+ J!" (? + SW + «ff + äff' + 7«' + ßB" + «B"). 

Nenut man jetzt A den Koeffieienten von J3, so sieht niim leicht, 
dals die Koefficienten von j)', p", p", . . . bezüglich aindr Jff, .Iff, 
^ff, . . ., so dafs man erhält: 

T=A(j> + p'R' + j/'ff + /"ff + pi'ff + p'ii» + p-nR"). 
Die rechte Seite reduciert sich auf AT', wenn man mit T' dasjenige 
bezeichnet, was aus T wird, wenn man ff an die Stelle von B setzt. 
In analoger Weise bezeichnen wir mit T" dasjenige, was ans T wird, 
wenn man ff au die Stelle von R setzt; und, indem wir so fort- 
fahren, bilden wir die sechs Polynome; 

T —p + p'R +p"E' +ji"'ff +j)"ff +p''E' +])"ff 
'" —t'+pR'+li"R' +li"R'' +])"ff +])TiJ'" +_!)"" J!» 
J" —p+p'R'+iy'B' +j)'"ff' +i)"ff'+pTff"+ji)'>B» 
r'" — Ji + p'ff + /'ff + jy'ff " + /Tff < + jVffo _|_ j,viff4 
T"' = j) + /ff + /'ff" + /"B» + p"ffü _|_ j,v jji« _|_ ^jvijj» 
'" = J' + /)'B" + p"R" + /"B'> + J)"ff' + /'ff" + Ji'iff '. 

Der siebente analog gebildete und durch T^ zu bezeichnende Aus- 
druck würde sich auf p + / + /' + p'" + /^ + P^ + ii^^ reducieren, 
also auf eine Gröfse, welche gleich — 1 ist. 

Wir müssen noch das System der Werte für A angeben, welches 
sich folgenderraafsen darstellt; 

A _ a + ,ff + IR" + tff + Sie + yR" + ßR" 
Ä — « + iff + Sff + tu" + äff' + i'ff" + |3ff' 
X' — « + ,ff + gff' + sff" + äiä" + rB" + ^B" 
^"' — « + ^ff + iE" + sff* + «S» + yff" + |3ff" 
,4" — « + ,ff" + ?ff" + sff" + äS" + 7ff'" + /JH» 
A-i -„ + ,B" + t/;" + s7i" + äff' + 7S"« + |3K». 
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664. 
Naelideui dieses yorausgescliickt ist, liefert tlie Gleichang 

T' = Ar, 

wenn man in ihr der Reihe nach W, ij^, Ji', li^, 11^ an die Stelle 
von It setzt, die sechs Gleichungen: 

T' —Ar , r' = AT" , T" — Ä'T' , 

r"' — X"T, T"' — A"r', !•••• — jfyiT 

Mrdtiplieiert man sodann die Werte von T und r^, so erhält man: 

TT"— Zj)" + .RTpii+ n'Tpp"+ ir-Tpif"+ li'Tiip" + li'lpp" 

+ «•!»'■. 
Es ist aber allgemein: 
Ij,ä = „ _ „,, 

Tpp'^ Tpp"= Zpf'= 5:jm/"^'= lpp'''= Z[)2>^'= -- m- 
mithin: 

TT"^ = u- m[]. + ß + It' + fi" + W + li' + U') = H. 
In älinliclier Weise iiiidet inau: 

rP'^ = n, T"r"=n. 
Übrigens kann niaji diese beiden Gleichungen leicht aus der ersten 
TT^'^n ableiten, wenn man sie auf die Form (if) ■ * (-j, t = w 
bringt. Jlaii braucht dazu in dieser Form nur W und R* für It zu 
setzen. 

Endheh kann man, wie in Artikel 554, beweisen, dafs die Gröfsen 
T, T\ T", . . . alle von der Form 

n ^ (cos (p -j- y — 1 sin tfij 

sind, so daTs der reelle Modul dieser Gröfsen beständig gleich n'^ ist. 
Ebenso verhält es sieh mit den Gröfsen Ä, Ä, ..., was sich 
direkt beweisen läfst. Jedoch können diese Eigenschaften auch aus 
denen der Polynome T abgeleitet werden. Denn multipliciert man 
die beiden Gleichungen T^ = AT und yvs^^vyjv ^^^ einander, 
so wird: 

{TT^f = ÄA^TT''^, 
oder: 

«^ = nAA^, mithin: n = AÄ^ . 
Ebenso tindet man: A'J."= n und A"Ä"= n. Endlieh folgt daraus, 
dafs wir 
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T = r*"^"(cos <p + y-~\ «in ip), T = n^ (eos y' + "[/- 1 siii <p") 
sefczuii koncen, die (JleichLing: 

-jji- Oller Ä = «^fcoH (2(p — ip') + ]/— 1 »in f^?* — 9'))' 

HB1.1 somit ist der reelle Modul der Gröise Ä ebenfalls gleich n'^, 
und dies gilt in gleicliei- Weifte von den andern aoalogeii Grörsen 
Ä\ A", . . '. 

565. 
Wir wollen jetzt zusehen, wie man den Wert von T als FunttioQ 
der GrÖfseu Ä ausdrücken könne. Wir haben zunächst; 

T*=^A-'-T'-' = Ä^A'T"', 
folglich: 

r« = A'Ä^T'"^ = a'a''j:"t, 

oder: 

T' = A:'A'W". 

Demnach läfst sich das Polynom T mittelst der (xröfsen A, welche 
Funktionen allein von li sind, ausdrücken. 

Setzt man — -■ = jt, wo k eine beliehige. der Zahlen 1, ^, o, 4, 
Ö, 6 ist, so erhält man: 

/.' = co.s a + ]/-- i" sin ,« 
K^ = cos 2,(t + ]/— 1 sin 2fi 
E^ = cos 3fi 4" V~- 1 sin Üjt 
ff = cos 3ji — l/— 1 sin Sji 
R^ = cos 2;t — ]/— 1 sin 2ft 
ü« = cos /i. — ]/— 1 sin ,(t, 
und da die Gleichung B' — 1=0, nachdem sie v(m dem Faktor 
R ~ 1 befreit ist, nichts andres ist als 

= 1 + ü + 7i^^ -f ß» 4- ß" + Ji-' + R'', 
.■io genügt der Winkel ji der Gleichung: 

= l -J- 2 cos (i -\- 2 cos 2jt + 2 cos 3ft, 
oder, wenn man 2 cos ;* == a; setzt, der Gleichung: 

= x^ -\- x^ — 2x — l. 
lUe drei Wurzeln dieser Gleichung sind 2 cos ji, 2 cos 2,(t, 2 co:j S^it; 
von diesen ist eine positiv und zwei negativ. 
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Setzt iBaii 2. B. ^ ^ 1, so erhalt man näherungsweise : 
2 cos ^ = ^JgJ = 1,2469796037 

2 cos 2(1 ^^^^^-^ = — 0,4450418678 

2 cos 3ft = - ^^^^^^ = — 1,8019377362. 
Substituiert man clie Werte von R und seiuer Potenzen in die Formel: 

^ = ß -j- ^ J?^ -(- ^fii _) = «^(cus 4- /— 1 sin ^}, 

so ergeben sich aur Bestimmung des Winkels die Gleichungen: 

n^ cos & = <x -{- (tj -f- j^) cos 2 jU. + {£ + 7)cos3,u + (£ + i5)cosfi 
m"^siii'9'= ()j — (3)sin2fi + (]' — e)sin Sfi + (tf — e)sin(i. 
Setzt man in analoger Weise; 

A' = n^{cos ■&■ + ]/— 1 sin &') 

A" = «"^(cos ^"+ l/^ i sin »") 

A'" = n^ (cos &" — V-^l sin &") , 

so erhält man zur Bestimmung von &' und &" Gleichungen, welche 

man aus den vorstehenden dadurch ableitet, dafs man nach einander 

2fi mid 3ji an die Stelle von ft setzt. Es ergiebt sich so: 

w ^ coa *' = ß + (t; + (3) cos 3 ft + (£ + I') cos ji -|- (e -|- d) cos 2 jt 
«B siQö-'== — (ij — j5)sin3ft — (y — i;)sinjt+ (Ä — £)sin2;t. 
«^ cos3-"=a + (ti + jS)cos(i +{S + 7) cos2(( + (e + (J)cos3/t 
«^9inö'"= — (t; — ;i)siu(t -\- {y — i;) siü 2 (i -{- {ß — f)sin3fi. 
Sind auf diese Weise die drei Winkel zwischen 0" und 360** ge- 
funden, so ergiebt die Einsetzmig der Werte von A in die Gleichung 

I" = j;«"[co8(4^ + 2»'- 9") + V'^^ sin {4* + 2*'- *")]. 

Setzt man daher: 

_ i& -\- 2&' — &'' 

so erhält iuan: 
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wobei HU bemerken ist, dal's man in diesem Werte, welcher deren 

■ 1 • 1 1- ,• i 3 Tj •! I 2« 4n Gn: 8n: lOii 

sieben einsenhelst, der üeihe nach (o um -=— , -=-, -^-, ---, „ , 
—3 - vermehren kann. 



Mittelst des Wertes von T sind mm die Werte von T, T", T'", 
T^, T^ ohne Zweideutigkeit zu bestimmen. Dazu haben wir die 
Gleichungen : 

r'=— 7""=-^'"- '/"'=-"- 7'iv=_"_ ■rv^.t,. 

Aus diesen folgt; 

r =«^[cos(2k. — *) 4-l/^Tsin(2K.— *)] 

T" = n'i [cos(4(a - - 2* — %■') + y'-'l sin(4« — 2^ — 0')] 

r' = n^ [cos (4ra — 20 - ^0 — ]/— T sin (4o) — 20 — -&')] 

rrv^ „¥ j-Qog (2 0, - O) — 1/^1 sin (2 ra — 0)] 

yv _ „T [cog ^ __ -^-_n sin cj]. 

Addiert man aber alle Werte von T, T ... bis T'^, welches gleich 
~ 1 ist, so erhält mau: 

— 1 4- r+ T+ r'+ r"+ 7^^'+ T'^^ip. 

Mithin: 

jö = — Y + -^[cosra + cos (2(0 — 0) + cos(4ra — 20 — O';]. 

Mittelst dieser Formel findet man zu gleicher Zeit die sechs andern 

Werte von j); man hat dazu nur an Stelle von ro der Reihe nach 

,271 1 4je , 12ji , 

o + -^, to + -y-, ...ü>H ^~ zu setzen. 

Bei den Anwendungen auf besondere Werte von n mufs man 
die Koeffieienten a, ß, y, . . . itj auf dem gewöhnlichen Wege be- 
stimmen. Dies geschieht mit Hülfe eines Wertes der primitiven 
Wurzel g, den man beliebig wählen kann. 
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Wir bemerken noch, ilafs die gefnndenen Gleielmngen aufser der 
bekannten Gleichung 

- 1 - « + |5 + r + * + » + 5 + >i 

noch dreiBedingnngsgleichuHgen zwischen den Koefficienten K,ß,y,...rj 

liefern. Erhebt man nämlich die für n^ cos S-, n^ sin 'S gefundenen 
Werte ins Quadrat, und addiert man sodann diese beiden Quadrate, 
so findet man die Eedingungsgleichung : 

K = i-|-2Mpos^ + 2JSfeos2.a + 2Pcos3jt, 
in welcher 

/, = «^ + ^2 ^ ^2 + ^s + ,s + ^ + ^^ = Ta' 
Jf = ^ä + ßs -{- yl -^ dTi + ,a -^ Iß -^ »ly = IßÖ 
N= aß~l-ßY + yd + d8-^s^ + in + »i« = Taß 
P= ßj. + ,3(J + y* + tf£ + fJJ + Sk + i?/3 = Tay 
ist. Ferner ist zu beachten, daTa L + 2M + 2 JV + 2P das Quadrat 
der Gröfse ö + ^ + j' + d + e+g + i;, welche den Wert — l be- 
sitzt, ist und dafs somit die Gleichung besteht: 
l = L + 2J(f +2JV+2P. 
Sodann kann man in unsrer Gleichung ft in 2(t verwandeln; dies 
ergiebt dasselbe Eesultat, welches man aus den Werten von w^coad'', 

M* sin 'S-' erhalten würde. Ebenso kann man jt in Sjt verwandeln, 
wodurch man dasjenige Resultat erhält, welches aus der Elimination 
von &" entstehen würde. Mithin erhält man die beiden andern 
Gleichungen; 

ra = L + 2ili"coa 2^ + 2if cos Sit + 2P cos ;t 

w = i-f-2Jlfcos3ft + 2iS'cosjt +2Pcos2ji. 

Setzt man jetzt für 2eoa3(t seinen Wert — 1 — cosft — 2cos2^, so wird: 

w = P — P+2(Jlf- P)cos^ + 2(JV— P)cos2^. 
Da nun die Gröfsen cos ft und cos 2f( auf einander nicht reducierbare 
irrationale Gröfseii sind, so mufs, damit diese Gleichung bestehe, 

M=P, A^=P 
sein. Mithin ergiebt sich; 
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Fünfter Haupttcil. 


Ferner liaboii , 


wir gefundeu: 




) —L + 2M+2N+3P, 


folglich ; 






l — L + <iM, 


oder: 






L — 1 — 6 «. 



V- 



M— N-.r~ - m, i — 1 + 6m. 
Mao erliält dalrer die vier Bediogungsgleiehougen : 

1 + 6.» _ o' + ß' +f +S' +i' +(' +ri' - Zo- 

- ». _ «/i + /Jy + yä + «. + (S + 5, + ,o = Z„/i 

- <» _ «r + C« + r» + «S + «•( + S« + 1/S = z«c 

- ra _ oä + ;je + yj + «, + s« + S/J + ,, = I«d. 
Durch diese Gleichungen wird bereits die Gleichung 

« + /i +)- + « + e + S + 1 - ~ 1 
ausgedrückt; letztere liefert also keine neue Bedinguugsgleichung. 

Aus der ersten Gleichung erkenut man noch, dafs die gtöfste 
der Gröfsen a, (J, ^, . , . ^ kleiner als yi -{- &m aber gröfser als 

+ ^^,st. 

568. 

Nachdem wir die neue Reduktion smeÜiode für die all gern ei neu 
Fälle n = 5m -|- 1 und n = 7ms + 1 hinreichend auseinandergesetzt 
haben, glauben wir nicht nötig zu haben, noch ■weitere Anwendungen 
davon zu geben. Wie man sieht, gelangt man immer auf möglichst 
einfache Weise zur Auflösung der Hülfsgleicbung, welche die Perioden 
von m Gliedern, in welche die, alle Wurzeln der gegebenen Gleichung 
X = enthaltende, Periode (k — 1 : 1) zerfällt, zu Wurzeln hat. 

Da die Hülfsgleicbung dritten Grades, welche im Falle 
n = 3jK -(- 1 stattfindet, und deren allgemeinen Typus wir in No. 514 
angegeben haben, mittelst der gewöhnlichen Methoden sich leicht 
behandeln läfst, so haben wir uns bisher mit derselben nicht be- 
schäftigen zu müssen geglaubt. Um jedoch diese Theorie mit mög- 
lichster Gleichmäfsigkeit darzulegen, wird es nicht unnützlich sein, 
wenn wir unsere allgemeine Reduktionsmethode auch auf diese Glei- 
chung anwenden. 
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569. 
Die im Falle n = 3m + 1 aufzulösende Gleichung lautet: 

Um C zu bestimmen, mufs man 4n auf die Form 4« ^ a^ + 27&^ 
bringen, was immer möglieh ist. Alsdann erhält man (7= ---;-~ , 
wobei von dem doppelten Vorzeichen dasjenige zu nehmen ist, für 
welches — =F— eine ganze Zahl ist. 

Sodann bezeichne man mit p, p', p" die Wurzeln der vorstehenden 
Gleichung und wetze der allgemeinen Methode geniafs: 
T=p-\-pn -i-p'n^ 

wo E eine imaginäre Wurzel der Gleichung B'' — 1^0 ist. Nimmt 
man dann 

an, so wird: 

« ^ ji^ + '2}>))", b =^p'^ + 2p"p, e = p"^ + 2pp'. 
Wie gewijhnlicli hat man sodann a auf die hneare Form 

a = «P + ßp'+ yp" 
zu bringen; aus diesem Werte von « ergeben sich die der beiden 
andern Koefflcienteu i und c, indem man nach und nach die Gröfsen jj 
um eine Stelle vorrücken iäfst und dabei p'" als gleichbedeutend mit 
p ansieht. 

Ordnet mau darauf den Wert von T^ in Bezug auf die p, und 
setzt man: 

A'=a + yR' -\- ßli", 
so ergiebt sich: 

T'-^AT und r^ = 7lT. 

Endlich findet man auf dem schon angegebeneu Wege: 

und dies beweist, dafs man zu gleicher Zeit 

2':=«^"(cüs« + l/~."Tsinüj) 
r=,/^(cüs<o-j/-l.iu«) 



yGoosle 



258 Fünftel- Haupttei). 

setzen kann. Aus den beiden Gleichungen T^ = Ay" imd T"^=A'T 
erhält man aber {TT'f == AÄTT, und somit: 

AÄ^TT ^n. 
Man kann daher gleichzeitig setzen: 

A = nJ (cos a- + Y-'l sin ») 

A'= n^' (cos » — y'— T sin d). 
Aus den beiden Gleichungen T^ =^ AT' und T"^ = AT erhält man 
aber ferner: T* = A^'f"' = A'A'T oder: 
T^^nA. 
Sobald daher der Wert Ton A bekannt ist, ergicbt sich umuitteibar 
der Wert von T. 

Bezeichnet man nun den Winkel — , wo k gleich 1 oder 2 
ist, mit ftj so ist; 

li = cos ft + "[/— 1 sin (i 
W = cos (i ~ Y~ 1 ^''^ f^- 
Die Gleichung = l + R + jR'^ giebt daher: 

= 1 + 2 cos ft, 
oder: 

C08 f(. = — y , 

und in gleicher Weise wird cos 2/i = — -■ 

Substituiert miin die Werte von Ji und von S^ in die Gleichung: 

A = ci -\- 'ylf -^ ßir = n~' (cos a- + V— i sin »), 
so erhält man zur Bestimmung von & die beiden Gleichungen: 

n' cos * ^ « + (y + /3) cos (. = ß - J (y + ^ 

n^ siu ^ = (/5 — f) sin ^; 

und da stets a -^ ß -{- y =^ — 1 ist, so giebt die erste Gleichung: 

w^ cos ö' ^ y(1 + '^^)- 
Mittelst der linearen Werte von p^ und pp' findet man aber allgemein: 

a = 36'— m- 1, 
mithin : 

n^'cos » = l (96' — M — 1) = + -f a. 



yGoosle 



g 4. Reduttioosiiieiliode zivt VervoUstäiidigiing der voistebendöü Theorie. 259 

oder 

cos ö' = + 7- - 

In diesem Werte von cos & ist das Vorzeichen nicht willkürlich; 
dasselbe bestimmt sich vielmehr durch die Bedingung, dafs « + 1 + a 
durch 9 teilbar sein mufs. Mithin hat man nur zwischen den beiden 
Werten & und — &■ oder zwischen & und 2% — ^ zu wählen; in- 
dessen zeigt der Wert von w^ sin fl- = (^ — j') sin ft, welcher das 
Vorzeichen von sin '9' bestimmt, an, welcher von diesen beiden Werten 
^u nehmen ist. 

570. 
Ist der Winkel ■& auf diese Weise mittelst der beiden Werte 
von cos & und sin & bestimmt, so giebt die Gleichung 

y« = M^ = w^(eos » + "|/~1 sin »), 
verbunden mit der Gleichung TT'^n, die beiden Werte: 



r=n"^(cos| + >^^=äsin^) 
T ^ n* (cos z y—i sin — J- 



Addiert man abor die drei Gleichungen: 

— 1 =p+j)' +i)" 
T = p-\-p'E +p"-R^ 

so erhält man —1 + 1'+ 2"= Sp, mithin: 

1 , 2«^ & 

p = — -\- —^ cos — , 

und da man an die Stelle von * der Reihe nach %'-\-2n und •9' + 4jr 
setzen kann, so lassen sich die drei Wurzeln der aufzulösenden Glei- 
chung folgender mafsen ausdrücken: 



-T + - 
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571. 
Wir haben behauptet, dafs dieselbe Lösung sehnellsr mit- 
telst der gewöhnlichen Methode gefunden werden könnte. In 
der That, setzt man in der gegebenen Gleichung p= -- — , so er- 
hält man die transformierte Gleichung: 

x" — 3»a; + wa ^ 0, 
und ans dieser folgt nach der Cartlanisehcn Formel: 



Ist daher: 



+ -- = k'^ cos %■, 
so ergiebt sich: 



hVb 



:c=KKä(cos* + 'l/- ■Isin,^) + 1/^2 (cos * — y-l sin*), 
oder: 

X = zn^ cos — , 

und dies stimmt mit dem vorhergehenden Resultate Uberein. 

Ist z. B. n == 991, so ist die aufzulösende Gleichung (Artikel 515): 
y + j)* — 330p — 2349 = 0. 
Ferner hat man 4w = 61^ -|- 27 ■ 3^, wodurch man a ^ 61, J ^ 31 
erhält, und da a mit dem Zeichen -{- genommen werden mufs, damit 
n -\- 1 -{- a, durch 9 teilbar sei, so mufs man 

cos ö- ^ - , . ■ 
2^991 

raeln der in Rede steheuden Gleichung sind alsdann: 




Diese Gleichung besitzt überdies die Eigenschaft, dafs, wenn eine 
Wurzel j) derselben gegeben ist, die beiden andern p und p" sich 
rational mittelst der Formeln ausdrücken lassen: 

, __ — in — i'2p „ — iij — ^?i 
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572. 

Wie wir gesehen haben, hat man, nachdem die Gleichung 
^'™ Grades in jj aufgelöst ist, nach einander die h Gleichungen 
j^'iea Grades in q, sodann die kk' Gleichungen ft"*™ Grades in r und 
so weiter aofanlöaen, bis man zu den Gleichungen gelangt, welche 
die ' ~ Perioden von zwei Gliedern zu Wurzeln haben. 

Bei diesen aufeinanderfolgenden Hülfsgieichungen vom Grade 
k', h" . . . lassen sich die Koefficienten stets in linearer Weise durch 
die Wurzeln der vorhergehenden Gleichung ausdrücken, und auf jede 
von ihnen läfst sieh die Reduktionsmefchode anwenden, die wir bei 
der Auflösung der Gleichung in p auseinandergesetzt haben. Jedoch 
sieht mau, dafs die Formeln sehr verwickelt werden, wenn es, 
je nach der Anzahl der Paktoren von n — 1, Httlfsgleichungen 
von verschiedenen Graden gäbe; dieselben würden auch Mehr- 
deutigkeiten enthalten, deren Anzahl von einer Hülfsgieichung ztir 
andern wachsen würde. Es würde daher sehr schwierig sein, auf 
diesem Wege zu dem Endresultat, welches den Wert einer jeden 
durch xf" -{- x^'' oder die reelle Gröfse 2cos— ^— dargestellten Periode 
von zwei Gliedern ergiebt, zu gelangen. 

Glücklicherweise kann man sich der Mühe überheben, 
die verschiedenen Htilfsgleichnngen der Beihe nach aufzu- 
lösen, da es ein viel einfacheres Mittel giebt, um direkt 
zum gewünschten Resultate zu gelangen. Es besteht darin, 
daCs man sogleich die Gleichung — ^ — ■*™ Grades in p betrachtet, 
welche die durch r'' -\- r~>' oder durch 2 cos — — dargestellten 
^^^ — Perioden von zwei Gliedern zu Wurzeln hat. Diese Gleichung, 
deren sämtliche Koefficienten bekannte ganze Zahlen sind, läfst sich 
mittelst derselben Beduktionsmethode lösen, die wir bei den Werten 
Z; = 5, 7, 3 in Anwendung gebracht haban, und die daraus sich er- 
gebenden allgemeinen Pormeln sind unendlich viel einfacher als die- 
jenigen, die man mittelst der Auflösung der aufeinanderfolgenden 
Hiilfsgleichungen erhalten würde. Dies wollen wir in dem folgenden 
Pai'agrapben näher darlegen. 
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573. 
Mittelst der Substitution 

läfst sich die Gleichung X=0, welche vom Grade n — l = 2fc ist, auf 
eine Gleichung vom Grade k nurück führen, nämlich auf die Gleichung: 



-(Ä"l)j''-^ + - 



-(t-2),/-» 


+ * 


1-2 


-fiy- 






_ It 


l-'l 


5)(S-61 
■3 


!)*- 


nämlich mit P, das 


Poljiio 


n 




(t-2)(t- «)„,_ 


(1 


-3)(^- 


4) (1-8) 





(4) _, 



Bezeichnet i 
/ - (t - l)jp'-' + "■— .'.';- ^y'- - >-^A:LrJ!£>i-=:^,^-. + . 

welches big auf " ^ oder — ^^ — Glieder fortzusetzen ist, je nach- 
dem h gerade oder ungerade ist, und bildet man in analoger Weise 
die Polynome Pi_i und Pj—a, indem man an Stelle von Je nach 
einander Je — l und ^ — 2 setzt, so erhält man, wie leicht zu sehen, 
allgemein: 

so dafs also die unendliche Reihe 

Po -i- Fi^ + P^^'' A f- P*^ H 

eine rekurrente Reihe ist, welche aus der Entwicklung eines Bruches 
mit dem Nenner 1 — pe -\- B^ entsteht. Da ferner p '= x -\- 3^^ ist, 
so ist dieser Nenner das Produkt der beiden Faktoren: 

{1 - X«) (1 - »r->»), 
und hieraus folgt, dafs sieh das allgemeine Glied Pt folgendermafsen 
ausdrücken läfst: 

P, = ax^- + (5a^^ 
wo a und ß Konstanten sind. 
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Setzt man aber nach einander fc = und Ä = 1, wodurch sich 
Pg = 1 uni^ P, = p = X -\- ar~^ ergiebt, so erhält mau zur ] 
muü'i von K und ß die Gleichungen: 

und aus diesen folgt: 



Man hat daher: 

Pt = ' 

P»-i - -' 
und endlich: 



Mithin wird die Gleichuuj^ Z = allgemeiu durch eine Gleichung 
in p vom Grade k dargestellt, weiche lautet Pi + Pt—i = 0- 

574. 
Nunmehr müssen wir auf die Gleichung (Ä), in welcher J: = — — 
ist, dieselbe Reduktionsmethode anwenden, von welcher wir schon 
im vorhergehenden Paragraphen verschiedene Beispiele gegeben haben. 
Diese Methode, die bereits einigen Modifikationen unterliegt, sobald 
h keine Primzahl ist, macht Kiemlicb beträchtliche Änderungen er- 
forderlieh, sobald k eine gerade Zahl ist, und besonders sobald diese 
Zahl mehrere Teiler hat. Deshalb wollen wir nach einander 
verschiedene Werte von «betrachten, die wir so wählen, dafs 
sich in den verschiedenen Beispielen, deren Lösung wir geben werden, 
so ziemlich alle Schwierigkeiten vereinigt finden, die sich bei jedem 
andern gegebenen Falle darbieten können. 

575. 
Erstes Beispiel, n = 31, h = 15. 
Alsdann ist die Gleichung, um deren Auflösung es sich handelt, 
die folgende: 

j pis _ i4pi= _|_ 78^1 - ^^Of + 330y' — 252p* + 84p' — Sp 
'^ = I _|_ ^" _ 13^3 „ QQ^i» _ 165^,8 ^ 210p'' — 126/ + 28/ — 1, 
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und man weifs von v 

der Form p ^2 cos 

Nimmt man als primitive Wurzel von 13 die Zahl (/^ 3, ao 
werden die verschiedenen Wurzeln unserer Gleicliung in der Reihen- 
folge, welche für sie durch die Werte j) = (2:l), p' = {2:g), 

It: 



p" 


=^(2:ff^),. .. angegeben wird, folgendermafsea dargestell 




p _r'+,-', i," _,■>+,->, p^ _,«+,• 




p =)-^ +>—■', p^^ ^ /'i^' 4- ,— '% p^^ =r'^ + /' 




j," _,' +,-», j,vu _,.i + ,.-u, yxn _,. +, 




p _r< +r~", j/iii_,-" + ,- ■■, j)>-in_,-' + <■ 




pa=r" + i-", ,,»_;■■+,-', jjOT-i-io + r 



Mit Hülfe dieser Werte mufs man den Koefficieoten 

_1_ 2^v^x _|_ 2j,vvs ^ 2^vn^jvni 

auf die lineare Form bringen. Nun findet man aber unmittelbar 
den entwickelten Wert der verschiedenen Glieder, aus denen die 
rechte Seite besteht, nämlich: 



.2+jj« 



pp-^' 
pp^" 



folglioli: 

o - 2 + 4j) + 2/ + 2p" + 2,)' 



ji" p 



J' 






oder, 



+ 2j,«+3^™+2p« 
+ 4])X + 4p" 
mau für 2 seinen Wert — 2p — 2p' — 2p" — 



- 2i)X"i, 



= 2p — 2i}' — 27A + pi^ + 2j/ + 2v>^i - 2^»^" — 2^^^ 



576. 
Es sei R eine imaginäre Wurzel der Gleichung ß^-'' — 1=0 und 
zwai' eine von denen, welche die Eigenschaft besitzen, dafs sie durch 
ihre aufeinanderfolgenden Potenzen Iff, I^, B*, . . . alle andern Wurzeln 
derselben Gleichung hervorbringen. JVtan kann etwa 



ü = 



- + ]/— 1 sin - 



yGoosle 



Ü 5. Vorfahren, um mir ;il)geiu Auflösung clor Gleichung X^O m gelangen. 265 
oder allgemein 

li = cos -rr- + V—^ '*'"~i^ 
nehmen, wo /.; eine der acht Zahlen ist, welche kleiner als 15 und 
prim zu 15 sind. Wie wir gesehen haben, kann man die Funktion 
A, welche in der Gleichung T^ ^ AT' vorkommt, aus dem soeben 
gefundenen linearen Werte des Koefiicienten a herleiten; man hat 
dazu nur jedes Glied p*"' in R^°~^i' zu verwandeln. Dies giebt: 
(I) .-i=2 — 2B^ — 2i?''' + 2ß'* + 2ff" + I^' — äß-"— 2^^". 
Setzt man also wie gewöhnlich: 

(ä) r-.j,+y7i+jj"B' + p-K' + ■-■ +t"--B", 

SO erhält man die Gleichung T^ '= A T' , aus der sich noch mehrere 
andere für die Losung unserer Aufgabe sehr brauchbare Gleichungen 
ergeben. Denn man mnfs sich erinnern, dafs wir mit T, T", T" ... 
diejenigen GrÖfsea bezeichnet haben, welche aus dem Polynom T 
entstehen, wenn man nach einander W', W, JJ*, . . . an die Stelle von 
B setzt. Ebenso bezeichnen Ä , A" , A"' , . . - diejenigen GrÖfsen, 
welche aus dem durch die Gleichung (1) bestimmten Polynom her- 
vorgehen, wenn man darin R^, ü^, E^, . . . für B substituiert. Hier- 
nach ergiebt die Gleichung T'^ ^ AT' und diejenigen, welche aus 
ihr entstehen, die folgende Reihe von Gleichungen: 

T' = AT' , T' = Ä"!"" , T'"' =Ä"T^ , 
y"^ = ^'"yvii j>i\'i _. ^ivyjK yvä ^ A^ T^-'- 
(3) yvi^ =^viyxm^ j-viv = _4Yiiy ^ jvm-> ^ ^vm j"' ^ 
yixü^^ixy'iv ^ 2'^2 ^^K7>vi^ jxi. _^4xiyviii^ 

Ferner iäXst sich, wie im vorigen Paragraphen, leicht zeigen, dafs 
die Funktionen T der Gleichung rfOycia— ») =. « genügen, und dajfe 
dasselbe von den Funktionen A gilt, so dafs man also folgende 
doppelte Reihe von Gleichungen erhält: 

n = JT^iit _^ f j'xu ;_ y j'xi _^ y" yx ^_ yiv jnx __ yv j'vni 
(4) = T^^T"^, 

» = jYl^"i = .r^^~="-- .4'Vl" = , 4"' J^ = . -11^.^1^= .'("^A"" 

Diese Gleichungen enthalten die Hauptelemente der aligemeinen 
Lösung, die wir entwickeln wollen. 
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Zunächst müssen wir die Bestimmung der Winkel &, &', &■"..., 
welche vermittelst der allgeineinen Formol 

J.("0 = w"^ (cos S-('"' + Y^i sin &<'">) 
die Werto der Grössen A, Ä, A", . . . ergeben, in Angriff nehmen. 
Nachdem wir hierzu bereits iJ = cosfi4"T^~ 1 sin(tundft==— ^- = 24* 
gesetzt haben, wissen wir, dafa A^'"' aus A entsteht, wenn man in 
dem Ausdruck von A:R"'+^ an die Stelle von iJ setzt. Man erhält 
daher aus der Gleichung (1) allgemein: 

Ai''') = 2 — 2R^"'+^ -2E^»'+^ -\-2Ii^"'+» + 2.ßi"'"+i'' 

und diese Formel rediiciert sich wegen B'^ ^ 1 auf die folgende: 

Hieraus ergeben sich zur Bestimmung des Winkels ^'"'1 zwei allge- 
meine Gleichaugen, nämlich: 

M'äcosS-H=2— 2cos{2m4-2jj(.— 2cos(5m+5)):t — 2cos(6«(+6)fi 

+2cos(8m+S)fi-f2eos(10m+10)ft— 2cos(nm+ll)^ 
+ cos(12m+12)ft. 

«^siriö-<"''= — 2sin(2»w+2)^ — ■2sm(bm-\-5)n — 2 äm(ßm-{-&) (i 

+2sin(8m+8)(t + 2sin(10»i + 10)ft— 2sin(llm+ll)|!t 
+ sin(12Hi+ 12}f(. 
Da jedoch lÖjt = 2jt ist, so hat man allgemein: 

cos (15(t + l))(t = cos b(i. und sin (15a + h)^ ^ + sin 6((, 
und hierdurch nehmen diese beiden Gleichungen die folgende Form an : 

ra"^cos^("'l=2— 2cos(2)» + 2);i+ cos(3»« + S),(t — 2cos(4m + 4}^ 
— 2cos(6«(-|-6)ft + 2cos(7w + 7)(i-, 

)*"^"sin^l"')= — 2sin(2m + 2);t— sin(3»* + 3)(:t + 2sin(4m+4)/( 
-4sin(5w + 5)ft — 2Bin(6w + 6)^ — 23in(7m+7)(i. 
Hieraus ergeben sich die besonderen Formeln: 
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cos'9' =2 — 2 COS 2fi -|- cos 3/1 — 2 eoa4jt — 2 uosißjit -|- 2 cos Vjt 

' sin-ö- = — 2 sin 2 ft — Kiii 3 ;* -{" ^'^i" "^^ -~ 4sm5/t— 2 siuG/i 

— 2sm7(t. 
cos 9-' =2 — 2 cos 4 fi -|- cos 6 ft — 2 cos 7 ja — 2 cos 3 ft -j- 2 cos [t 

' sin #' = — 2 sin 4 ft — sin 6 ft — -2 sin 7 jt + 4 sin 5 ^ + 2 sin 3 ft 

+ 2 sin ft, 
' cos &■" = 2 -i- cos ß (i — 4 cos 3 jt 

ä'md-" = — 4 sin 3 p — 3 sin oft. 

cos &'" = 2 — 2 cos ft -|- 2 cos 2 (i. — cos 6 ji — 2 cos 7 (( 

sm &'" = 2 sin ft + 2 sin 2 f* + sin 3 ft — 4 sin 5 ft + 2 sin 6 ft 

+ 2 siu 7 fi. 
cos ^i^" = 1 — 2 cos 5 ft = 2 
sin*i^= Ösin5.u = 3|/3. 
cos ■9'^ = 2 + cos 3 fi — 4 cos 6 ft 
"sin e-^ = 3 sin 3 ft — 4 sin 6 ft. 
cos*"^"=2 — 2cosfi — 2cos2ft — 2eos3ft + 2cos4fi + cos6ft 

n^ siuö''^"= — 2siuft+ 2sin2ft — 2sin3ft + 2sin4(t + 4sin5fi 

+ sin 6 (i. 
Diese Werte lassen sich mit Hülfe der bekannten Eigenschaften 
des Winkels ,« = -^ = 24" noch weiter vereinfachen. Nach diesen 
Eigenschaften hat man nämlich: 

cos 4 ft = - ■ + cos 3 ft — cos ft 

cos 5 fi ^ — Y 

eos 6 ft = — -T — cos 3 ft , sin 6 ft = sin 4 ft — sin ft 

cos 7 ft = — cos 2 ft — cos 3 ft , siu 7 fi = sin 3 ji — sin 2 ft. 
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208 l'ünfier Hau|)tteil. 

Hieraus erhält mau die folgenden genaueu und angenäherten Werte: 

ii^cos» = 2 +2coMft— 4eos2p--eos3(i = 0,841551495475 

3?"^cos&' =y + 4cos^ + 2cos2ft — aeosS^ = 4,565392060163 

H^cos &" = Y - 5 cos 3(t = — 0,045084971875 

n~^coä&'" =3 -2eüs;( + 4eos2(t + ocos3;i = 5,394516482025 

n^'cas &^' = 2 =2 

n^cos»'' =4+5cos3;t = 5,545084971875 

n'^cos d-^i= Y — 4 cos ft — 2 cos 2ft — cos 3;t = — 2,801460037663 

w^sin* =2sin/t — 3sin3ft— 4sin5fi = — 5,503797877871 

sinO-' =2siu2f( — 3sia6jt + 4siu5/( = 3,187035509215 

sin^" = — 4sin3ft — 3sin6fi = — 5,567581822057 

■i^sia 9'" = 3 sin3f(. + 2 sin 4ji — 4 s'mbfi = 1,378110724284 

n^'siiL O'i^ = 6 sin 5f(. = 5,196152422706 

ra"^sia ftT = 3 siQ 3^^ _ 48in 6ft = 0,502028539715 

n^sin^^'" = 2sin2;* — 2sin3fi + 3sin6(i 

+ 4 sin 5 f( = 4,811633990380. 

Aus diesen numerisciien Werten erkennt man, dafs von diesen sieben 
Winkeln zwei, nämlich ^ und #", negative Sinus Laben, d. h, 
Kwisehen 180" und 360" enthalten sind. Die fünf andern liegen 
zwischen und 180". Das Resultat der Berechnung dieser Winkel 
bis auf eine Genauigkeit von einem Milliontel einer Sekunde ist 
folgendes; 
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g 5. Verfahren, um aur allgem. Auflösung dei' Gleichung X=^0 zu gelangen. 269 

& = — Sl*» 18' 23",727116 

»' = 34" 55' I3",050634 

»" = — 90" 27' 50",247518 

»■" = 14" 19' 50",090193 

#iv = 68« 56' 53",792033 

*^ = 5" 10' 23",569784 

#vn_ I20n2' 32",728371. 
Wir keunen somit aämtliche Werte der Hülfsgröfsen A, Ä, A" bis 
^xin^ denn es ist allgemein: 

A'-"1 = jjä(cos a-1'"' + "|/--1 sin ^'"'l), 
und sein Komplement: 

j_fis-'»)^ „3(cos^W_ -[/^TisinOl"'!). 

578. 
Gehen wir jetzt zur Bestimmung der Gröfsen T, welche den 
Hauptzweck dieser Rechnungen bildet, über, so können wir zunächst 
aus den Gleichungen (3) die folgenden Werte ableiten: 

r ^- 

T- _ '"' _ '■'" 
' A' ^ A-'A' 

T = ^--^'- = ~- ^ - 

^vn A^A-*A-^A^^ 

Aus der letzteren folgt: 

T''' = A^A''Ä"^A'"^, 

oder, wenn man die Werte von A, A', A'", yl'^ einsetzt: 

yif, _ „-T- [cos (8 # + 4 *' + 2 *'" + *'") 

^ y^I sin (8.J + 4*' + 2&"' + 0™)] . 
Nimmt man also den Winkel o) so, dafs 

8» + 4-»' + 2&"' + »^^^ 
a, _ — 

ist, so wird der Wert von T: 

T = n'' cos w "i- y — 1 siu a) . 
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270 l'-(inftei- HLUipttöil. 

Ist T bekannt und setzt inau : 

r = n^icos m + ]/— "I sin ra') 

r" =w"^(coB w"'+ y—'l sinw'") 
und allgemein: 

SO ergeben die Gleichungen T' = ~, T'" = ~'l, 7™=^'!- uu- 
mittelbar: 

«,'" =4» — 2# — «■' 

ß,vii_, 8w — 4* — 2#' — *■". 
Auf diese Weise kennt man also bereits die vier Fuüktioneu 1\ 1", 
T", T™ und ihre Komplemente y™^ T^^"-, J"^, jvi_ „jjj djg 
Summe dieser acht Funktionen wird, wie man sieht, dargestellt durch 

2n^ [cosw + CDS (2ra — ^) + cos(4ö — 2& — #') 

+ 008(8« — 40 — 2*' — *'")] . 

579. 

Um die Funktionen T" und T'^ zu erhalten, bemerken wir, dafs 
sich aus den Gleichungen (3) ergiebt: 

~ '£' ' ~ A^ ~ Ä'^A^' 

Da ferner T" T^^ == n ist, so folgt: 

oder: 

T"" = n^ [cüs(2»" + S-') + ]/— i siii(2*" + ,^^)]. 
Setzt man also: 

„ 2ö" + &"^' 

so erhält man: 

T" = n^(coB ra" + ]/^ 1 sin m"). 
Aus diesem Werte ergiebt sieh sodann: 

y-f = ■^"' = «"s"(cos(2oj"-*")+ [/— 1 sin(2(3" -O). 
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S 5. Verfall reu, um zur allgem. Auflösung der Gleichung A' = r.u gelangen. 27] 

und aus diesen beiden Funktioneu folgen ihre Komplemeute oder die 
zu ihnen inversen Funktionen, nämlieli; 

yxi ^ n^(cos o" --"[/- 1 sin co") 

7'viii_ „s((,os {2m' - *■■) — l/^"sin(2<a" — *"))■ 
Es würde somit die Summe dieser vier Funktionen sein gleich 

2«^(eos w"+ cos(2ra" — &■")). 
Hier bietet sich jedoch eine Schwierigkeit dar. 

Wenn wir T" aus T'"' ableiten, so konnte der in dem Aus- 
druck von T"^ enthaltene Winkel 2*" + ■9-'^, anstatt einfach durch 
2»" + &^ bezeichnet zu werden, auch durch 2&" + fl-"^ + 2i% dar- 
gestellt werden, wobei * eine beliebige positive oder negative ganze 
Zahl ist. Mithin könnte der Wert von ej", den wir daraus ab- 
geleitet haben, allgemeiner durch 



ausgedrückt werden. Es giebt daher in Wirklichkeit fünf ver- 
schiedene Werte von T", welche sich ans den fünf Werten von m", 
nämlich aus 



ergeben, um ku erfahren, welcher von diesen fünf Werten zunehmen 
ist, müssen wir ein Mittel suchen, um T" direkt und ohne Mehr- 
deutigkeit aus T herzuleiten. 

580. 
Setzt man zu diesem Zweck —^„— = i(f, so behaupte ich, dafs 
M eine Funktion von It allein und unabhängig von den Wurzeln p 
iat. Läfst man nämlich die Gröfsen p um eine Stelle vorrücken, so 
gehen die Polynome T, T', T" über in -y, , -^ , -jjs, es bleibt so- 
mit „ ungeändert. Man hat daher nur mittelst der Gleichung 
TT' = MT" die Funktion M zu bestimmen. Aus dieser Gleichung 
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272 Fünfter Hauptteil. 

folgt aber, <lafe M die Form w^ (cos 6 + ]/^ — 1 sinG) bosifczeii mufs; 
deun da man hat: 

r = «^ (cos ra' + ]/ — 1 sin «') 

r--«^(co»<."+i/=T«i.o,-), 

so orgiebt sich als Wert von M: 

M^n^l cos (w + o' — ra" ) + 1/-- 1 sin (o + w' - ra") 1- 
Mithin mufs m -{- o' — ro" = sein, und ist. bekannt, so orhält 
man aus dieser Gleichung den Wert von ra". 

Um den Wert von M zu erhalten, mufs man das Produkt der 
' beiden Polynome 

T ^p+pB + p'-E' + p'-Ii' + ■ ■ ■ +p^^''n'' 

entwickeln imd die verschiedenen Giieder auf die in p, p, p'\ . . . 
lineare Form bringen. Bei dieser Entwicklung kann man sich allein 
auf die Glieder, welche p enthalten, beschrUnken. Denn da 

TT' ^ MT" ^ M{p -\- p R' + p" E'' -{ ) 

sein soll, so ist offenbar M gleich der Summe der Glieder, mit denen 
p multipliciert ist. 

Ich bemerke zunüchst, dafs in dem Ausdrucke der Quadrate 
^^ = 2 + y^^, j?'^ = 2 + p^, p"^ = 2 + p^\ . . . 
das konstante Glied 2 vorkommt, und dafs 2 durch seinen Wert 
— 2j> — 2p' — 2p" — ■■■ ~- 2p^^^ ersetzt werden kann. Mithin ent- 
hält das Produkt TT' einen ersten mit p multiplicierten Teil; 

-- 2^(1 + R'-\- R''-\ h -B*') 

und zwar geht dieser aus den Gliedern p^ -}- p'^R^ -\- p""R^ -\- . . . 
hervor. 

Es ist aber leicht zu sehen, dafs sich dieser Teil auf Null reducierü, 
denn derselbe ist gleich 

Nach Voraussetzung sollte jedoch für R ein imaginärer Wert ge- 
nommen werden, iiSr welchen R^-' -= 1, aber nicht ff = 1 ist. Mit- 
hin ergeben die Glieder des Produkts TT', welche mit den Quadraten 
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gelangen. 273 



j3^, y^, ... behaftet sind, kein lineares Glied, welches mit jp multi- 
pliciort wäre. Nur das eine Glied p^^^R'^, welches sich auf 
(2+i')J^'® reduciert, giebt in dem Werte von M einen ersten Teil 
R^^ oder B\ 

Werden jetzt die Wurzeln p, welche allgemein durch r" -\- r—' 
ausgedrückt sind, nach der natürlichen Keiheiifolge der Exponenten 
cc geordnet, so erhält man: 

p =r'-|-r-', p^ =r« + r-», ^vm^ ^ii _]_ ,— ;! 

j)is__ j.a _j_ j.— 2^ pxni__ J.7 __j_ j.— j^ ^iv __ j.iä _j_ ^ — u 

p = r^ -j- )-~^, j)'*^^' = )■* 4" ' — ^ 1*^^ = '''^ + r^'^ 



Bei dieser Anordnung erkennt man unmittelbar, dafs das mit p 
multipli eierte lineare Glied in dem Produkte TT' nur aus dem Pro- 
dukt von zwei aufeinanderfolgenden Gliedern der vorstehenden Reihe, 
nämlich aus den Gliedern: 

pp^^, p^^p' , p'p'" , p"p^! ■ • ■ p^^p^^ 
entstehen kann. Und da jedes dieser Produkte zu zwei Gliedern 
p('>')ptti)J{>"+s»^ p{m)p{niji2m+a Jpg Produkts TT' gehört, so ergeben 
sich hieraus zwei Glieder 2ä»'+än _|_ j^am+ü jjj ^^j^ Werte von M. 
Addiert man also alle so gebildeten Gröfsen, und redueiert man, 
wenn es angeht, die Exponenten mit Hülfe der Gleichung i?^^= 1, 
so erhält man, wenn man zu dieser Summe noch den bereits gefun- 
denen Teil li^ hinzufügt, die gesuchte Gröfse: 

M= 2 + 2 + 2ß + 4B^ + 3J?* + ilt^ + 2-R« + 2 JJ' 

-f iJ« + i;» + 2i?^'' + 4S" + i?i^ + i?i''. 

Nun bestehen aber zwischen den Potenzen von E allgemeine !le- 
lationen. Zunächst hat man jäie Gleichung: 

= 1 +« -{-B^ + B^-l h fi'*- 

Da femer der Wert von B derart gewählt ist, daCa weder 1 — 7i^ = 0, 
noch 1 — J?'' = ist, so kann man aus der Gleichung 1 — Ji'^^0 
die beiden folgenden herleiten: 

^ 1 -\- B' + B" -\- B" -\- B'' 

= 1 + K'^ + B'". 
Mittelst dieser Gleichungen läfst sich der Wert von M folgüuder- 
mafsen ausdrücken: 

Jl/ = — 27; + 3 R'' + 2ff -j- 2B- - 27^" + 27^1 
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274 Fünfer Haupttcil. 

Substituiert mau die Werte: 

Jl/ = M^(coa0 +l/"""-"lsin 6), fl = cos jt + "[/^ sin fi, 
so erhält man die Gleichungen: 

n'^cos == 1 — 4 cos(t — 2cos 2(i — öeos 3ft = — 2,44735807 1413 

mVain0= — 2siii2fi + Ösin3jt + 2siii5fi= 5,001043738090, 
und aud diesen folgt: 

= 11O''4'32",571O39. 

581. 
Die gefundenen Wertu von ■&, #', ■8'"', #"^^^ geben näheruagsweise: 

löfi) 361".54' 32", 705635. 

Unter der Voraussetzung, dals l5oj = 80 + 4^' + 2Ö-'" + ft™ + 2jr 
sei, kann man einfach 

15ö,= - 1" 54' 32", 705635 
nehmen und erhält so: 

(0 =— 0" 7' 38", 180376 
2w — fr=ra' = 81" 3' 7", 366364 
2« — ö-'=o"'= 127m' 8", 682094. 
Um hiernach den richtigen Wert von ra" d. h. denjenigen, wel- 
cher dem für w genommenen Werte entsprechen soll, zu erhalten, 
mufs man denselben aus der Gleichung m" ^ a -\- (o — ableiten. 
Auf diese Weise ergiebt sich: 

o"= - 35" 9' 3", 385051, 
und dieser Wert stimmt hinreichend genau mit dem ersten der fünf 
Werte, welche wir oben gegeben habeti, üherein, nämlich mit: 

c" = _!_■*." ±_^^ = _ 350 9' 3"^ 385054. 

Hieraus schliefsen wir, dafs der Winkel vollständig genau, 
und nicht blofs näherunga weise, der Bedingung 

= CO + üj' — I (2*" -{- %^) = b<ä~» — -- {2»" + *''), 
oder 

50 = 15(0 -50--20"-0^=2;i + 3ö- + 40' + 2#'" + l>™ - %''' 
genügt. 
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§ 5, Verfahren, um zur allgem. Auflösung der Gleichung X = zu gelangen. 27Ö 

Kennt man la", so giebt die Gleicluing X"" ^ A" T^^ den Wert 
von 2'^ mit Hülfe des Winkels: 

cjv = 2m" — ■&" = 6ra — 2» — 20 — »" . 

Es wird daher die Summe der beiden Glieder T" + 3'^ zusammen 
mit der Summe ihrer Komplemente T^^ -{■ T^™ gleich: 

2k^'[cos(3w — * — 0) + cos(t3ra — 20— *" — 29)]. 



Um die Summe sämtlicher GrÖfsen T, T, T",,..2'''™ zu biWen, 
hat mau nur noch den Wert von 2"" und den seines Koiuplemöntes 
T^^ zu suchen. Nun ist aber j-rva = ^rv yis „^j g^mit 

Setzt man also wie gewöhnlich: 

yiv ^,,Y(^og ß,]Y _j_ -[/^n" sjj] e,rv)^ 
so hat man: 

3«'^' — O^'^ = oder = 2jt oder =437:, 
wodurch sich für to^^ einer der Werte ergiebt: 

tr ir-|-a;i tr -|-4:3i 

"1~' 3 ' 3 ^' 

Um zu erfahren, welcher von diesen drei Werten zugleich mit 
(lern von to anzuwenden ist, mufs man zu demselben Hülfsmittel 
seine Zuflucht nehmen, welches zur Bestimmung des Wertes von a" 
führte. 

Ist zu dem Zwecke TT"' = M'T^'^, so beweist man leicht, dafs 
M' eine Funktion von E und unabhängig von den Wurzeln jp ist. 
Mithin ist M' der Koefficient von p in dem Werte des Produktes 
TT'", wenn man dasselbe so entwickelt, dafs die verschiedenen 
Glieder die Wurzeln p, p, p",-- ■ nur linear enthalten. Auf dem- 
selben Wege, welcher uns zum Werte von 31 in der Gleichung 
TT' = MT" führte, findet man dann: 

M' = 2Ü' -I- 2iJ" + 2W + 2BP — 5B'". 
Wird diese Gröfse wie gewöhnlich durch 

w"^(cos 0' + y— 1 sin 0') = M' 
dargestellt, so ergeben sich zur Bestimmung des Winkels 0' ilii* 
beiden Gleichungen: 
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n^'eos e'= Y — 6 ^os ?>!i = - 1,354101966250 

w^sin 0' = 4 sin 2;t ~ 2 sin 3ji + 5 sin 5p = 5,400593288241, 

und aus diesen folgt: 

0' = 1O4''4'32",571O39. 
Vergleicht man diesen Wert mit dem von 0, so mufs man 
offenbar 0' = — lä'' = — -^(* baben, und in der That läfat sich 
diese Gieicbimg in aller Strenge mit Hülfe der Gleichungen, durch 
welche die Sinus und Cosinus der Winkel und 0' bestimmt werden, 
beweisen. 

583. 
Kennt man 0', so erhält man den Wert von co^^", welcher dem 
von m entspricht, nämlich: 

0,1V = o, _[_ ^"- _ 0' _ 22" 58' Ö7", 930679. 
Andrerseits aber hat man: 

1 ^iv = 22" 58' 57", 930678; 
mithin stimmt der Wert von ra^^' genau mit dem von -— — überein. 
Hierdurch ergiebfc sieh die neue Bedingungsgleichung: 
ra + o>"' = 0' + ^- «■^ 

5oj _ 2*--'&'=0'+ ^-^^■^= — 12" + y«-i\ 

Multipliciert man diese Gleichung mit 3, und setzt man an die Stelle 
von 15(0 seinen Wert 8* + 4*' + 2*"' + »'^'^ + 360^ so wird: 

30 = 2* + *' + 2»'" — *»^ -I- *™ + 396". 
Endlich ergiebt die Vergleichung der Werte dieser verschiedenen 
Winkel die Gleichung: 

= » + ^' — «■'■ + 72", 
die man ohne Zweifel in aller Strenge mit Hülfe unserer Formeln 
würde beweisen können. Wir haben somit zwischen den Winkeln 
# zwei Gleichungen, nämlich: 

— S- + *' 4- *"" — S-'^ = 180" 
2* + *' — 3*" = 2»'" — «-^ + «■™, 
und diese können dazu dienen, um zwei dieser Gröfsen mittelst der 
fünf andern zu bestimmen. 
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§ S. Verfabrea, um zur allgem. Auflösung der Gleichung X=0 zu gelangea, 277 

Vereiaigt man jetzt sämtliclie Werte T, T',... bis r^^i ^u 
einer Summe, und verbindet man damit die Gleichung 

— 1 =P +f' +y H VP^^'^, 

so erhält man zur Bestimmung von p die Gleichung: 

Ibp^ — 1 + 9m^(cos(o + cos(a' -|- cos ra" + cos «"'+cosi»""-(-cos(o^ 

+ C0SO"), 

in welche man nur noch die Werte der Winkel m, so vfie sie durch 
die vorhergehenden Rechnungen bestimmt sind, einzusetzen hat. 

Die genauen sovne angenäherten Werte dieser Winkel sind 
folgende : 



a' — 2«) + «' 


„: — — » 




- 


81»18'23',727116 


ffl" _3o, + «" 


«" _-»-e 




— - 


~ 34''46' 8",843924 


■."' -4o + »"' 


«■■■ _ — 2»-»' 




_ 


127«41'41",403698 


o" -Si + o"- 


„iv_„."_e + i 


f 


— 


23''3r 8",832558 


m" =e» + a" 


„1- __2»-»"- 


-20 


— 


20» 55' 32", 559670 


o™-7o + »™ 


ß™ = — 4* — 2^' 


— *" 


-- 


-118»56'27",282997 



Ö84. 
Wir haben nur noch in die allgemeine Formel den oben ge- 
fundenen Wert von <o einzusetzen, um diese Formel vrenigstens 
n äh er ungs weise zu berechnen. Dadurch lernen wir diejenige der 
Wurzeln jo = 2 cos — — - kennen, welche durch die Formel dargestellt 
wird. Die Werte der verschiedenen Winkel ra, deren Cosinus zu 
berechnen sind, sind demnach folgende: 

c =— 0« r 38", 180376 

a = Sm.r 7", 366363 

e," =— 35" 9' 3", 385054 

c'" = 127M1' 8", 682091 

e,iv _ 22" 58' 57", 930675 

m^^ = 20" 9' 43", 477410 

ra^" =~110" 57' 32", 726010. 
Es würde Cur unsern Zweck geniigen, diese Cosinus mittelst sieben- 
stelliger Logarithmentafeln zu berechnen. Der gröfseren Genauigkeit 
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wegen geben wir aber liier das Resultat der Reebniuig, wie es sich 
mit Hülfe von vierzehn stell igen Tafeln ergiebt: 

2«"^ (cos a + cos w') = 12, 86749 02836 4577 

2«"^(cosra" +cosw^) = 19,55799 20442 6960 

2n^co^o}''' = 10,2516170782 9619 

42,67709 940621156 

- 1 + 2m"^"(cos a" + cos w"-'") = - 13, 29120 11688 2311 
;50cüs ~^- = 29,38589 82373 8845 
008-^^'^"--= 0,97952 99412 4628. 
Aus den trigoiiometrischoii Tafeln findet man- aber: 

cos ■— = 0, 97952 99412 5247. 
Mithiii sieht man, dafs der durch unsere Formel gegebene Wert von 
-^» der Wert von cos " ' ist, 

585. 
Wird der Wert von <o der Reihe nach um ;t, 2ft, 3;»,..., wo fi 
gleich -^ oder 24" ist, vermehrt, und bildet man mit jedem Werte 
von (o die entsprechenden Werte von oj', co", . . . ra\ o^^^, so giebt 
die Formel der Reihe nach alle andern Werte von p oder von 
2 cos —7,,— in der Reihenfolge jj, j[)', j)",...j)^^^, wie sie durch die von 
uns gewählte primitive Wurzel bestimmt wird, oder in umgekehrter 
Reihenfolge. Ausgehend von 2cos— r-, das wir soeben bestimmt 
haben, erhalten wir somit die Werte der fünfzehn Wurzeln 2cos— -- 
entweder in der Reihenfolge: 

2coa--^-, 2 COS -3^-, 2cos --^ , 2 cos 3^ , 2cos^^ 

, 107t i, 30ji „ äHn „ aaii 4m 

2 COS — - , 2 cos ----, 2 cos — ■-, 2 cos -— , 2 cos - — 

2cü«-,^, , 2cüs---, 2cos— -, 2cos ^, , 2eoB ---, 
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g 5, Verfahren, um zur allgem, Auflösung der Gleichung A'^0 zu gelaogen. 279 

wie dieselbe durch die primitive Wurzel g = 'i bestimmt wird, oder 

in der umgekehrten Reihenfolge: 

;, 3)E „ 2071 liJi , 16:1 

*^os -^ , 2 cos ~- , z cos -^r- , i cos — — , u. s. w. 

Welche von diesen beiden Reihenfolgen stattfindet, läTst sich leicht 
bestimmen, wenn man die Formel mit dem um 24" vermehrten Werte 
von ro d. h. mit dem Werte 

o = 23" 52' 21", 82... 
berechnet. Eine Vergröfserung des Wertes von ra um (t bringt bei 
dem Werte von co eine solche um 2^, bei dem Werte von ra" eine 
solche von iS^itii. s. w. hervor. Man erhält daher die folgenden Werte : 

cj = 23" 52' 21", 82 

m' = 129" 3' 7", 37 

ß," = 36" 50' 56", 615 

m"- = 223» 11' 8", 68 

ß,!^ = 142" 58' 57", 93 

0,^ = 164" 9' 43", 48 

„vii= 720 2' 27", 27. 
Beschränkt man sieh auf sieben De ci mal stellen, so ergiebt die 
Berechnung der Formel -^f = — 0,44039437. Dieser Cosinus ent- 
spricht 80 genau als möglich dem W^inkel ■ = 116" T 44", 52. 

Vermehrt man also den Wert von so nach und nach um (i oder 
24", und berechnet man die entsprechenden Werte von m', (a"...ro'^, 
so erhält man sämtliche Wurzeln der gegebenen Gleichung in der 
Reihenfolge p, p^^ , P^^^,---p', welche der durch die primitive 
Wurzel ^^3 bestimmten gerade entgegengesetzt ist. Diese Wurzeln 
wurden in der eigentlichen Reihenfolge aufeinander folgen, wenn man 
den Wert von ra, anstatt denselben beständig um jt zu vermehren, 
um dieselbe Gröfse vermindert hätte, indem man der Reihe nach an 
Stelle von la die Werte m ^ (i, ta ^ äft, ö — Sft, , . . setzte. 



Formel 





586. 


Wie dem auch sei 


in möge, die ali^ 


T-P = " 30 + - 


!f;-Lo™»+cos( 



(0+ cos (20) + «' ) + cos(3o-|-n") 
+ cos(4ö + ß") + cos (5(0 + a^'^) 
+ cos (6« + av) + cos (8oj + «™)1; 



yGoosle 
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^enaijen Wort der Wnrzel cos 


4f gi«W, 


S» + i9-' + 2S-'" + 9^ 


" + 2» 



setzt, liefert auch je nach Belieben den Wert jeder andern durch 
cos dargestellten Wurzel. Man braucht dazu nur in der Formel 

a -\- mfi an die Stelle von ro zu setzen, wobei m die Stellenzaiil 
von 2i in der Eeihe 

20, 14, 16; 2G, 12, 4; 22, 28, 30; 10, 24, 8; 18, 6, 2 
bezeichnet. 

So raufs man z. ß,, um direkt den Wert ¥on cos oder von 

__ cos -^ z. erhalten, in die Formel to + 9ii oder w + 216" an Stelle 
von tt) einsetzen. 

Wir sind daher ku einer aligemeinen Formel gelangt, welche je 
nach Belieben alle Wurzeln der Gleichung in p oder alle Werte 
von cos liefert, wobei i jede zwischen 1 und 15 liegende Zahl 

bedeutet. 

Bei diesem Beispie! lassen sich sämtliche Winkel # geometrisch 
konstruieren, da die Winkel fi, von denen sie abhängen, nur die 
Teilung des Kreisumfanges in 15 gleiche Teile voraussetzen. Mithin 
läfst sich die Teilung des Kreisumfanges in 31 gleiche Teile aus- 
führen mittelst der Teilung eines geometrisch bestimmbaren Bogens 
15(0 in 15 gleiche Teile. 

Diese Teilung in 15 gleiche Teile wird bewirkt mittelst der 
Teilung desselben Bogens in 5 und in 3 gleiche Teile. Wenn wir 
nach dem gewöhnlichen Verfahren die Gleichung in p zunächst mit 
Hülfe einer Gleichung ö""" Grades, acdann mit Hülfe einer Gleichung 
dritten Grades aufgelöst hätten, so würde die erstere Gleichung die 
Teilung eines Bogens in 5 gleiche Teile, die zweite die Teilung eines 
andern Bogens in 3 gleiche Teile erfordert haben; es würde also 
aus diesem Grunde wie aus mehreren andern Gründen die Lösung 
weniger einfach gewesen sein, wie die, welche wir soeben ausein- 
andergesetzt haben. 

587. 
Zweites Beispiel, n = 13, k ^ (j. 

in diesem Falle lautet die aufzulösende Gleichung: 
=p'^ -\- p" — 5^1* — 4j>* + Qp^ -\- 3p — 1- 
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Sind p, p, p", p", p'^^, p^ die Wurzeln dieser Gleichung und nimmt 

man als primitive Wurzel von 13 die Zahl g = 2, so stellen diese 

Wurzeln die Perioden von zwei Gliedern (2:1), (2:2), (2:4), (2:5), 

(2i3), (2:6) dar, und, wenn man durch r eine beliebige imaginäre 

Wurzel der Gleichung ä'^ — 1 = bezeichnet, so erhält man: 

p = J-' + »—' , p" = r^ + r- ^ 

p' = r^ ^ r-^ , p^" = r^ + r~^ 

p"= r* -(- r~* , jj^ ^ r" + r~^. 

Hieraus ergeben sich die Quadrate sowie die Produkte von je ^'.weien 

der Wurzeln in linearer Form, wie folgt: 



f 


-2+/ , 


pv' =P +f, 


pp" —p"'+p"', 


pp'" —f +!>' 


p' 


-2+/-, 


P'P" —P +»'", 


p'p" =p'''+p'', 


pyv=ij"'+j) 


p"' 


-2+/", 


p'p" ~p" +r , 


ßV"=i>^ +p , 


p'p' =y"+y. 


p""- 


■-2+i>", 


p-p"'=p'" +p' , 


p'"py—p +J.- , 




i>" 


'-2+1.", 


p"p''—p"'+p" , 


p'''p —p +p" , 




jjTI 


-2+1. , 


tfi> —f +/", 


p'p ^f +p"' . 





588. 

Es sei If eine imaginUre Wurzel der Gleichung ß" — I = 0, 
und zwar nehmen wir li => cos jt + V — 1 sin ft, wobei wir 
jit=^— — =60" setzen. (Wir hätten ebenso gut f- =' — ^ setzen 
können.) Sodann setzen wir: 

T = p-\-'p'T^. -i-p'R^ -i-p"'R^ +y^S* + jjVß^ 
und bezeichnen wie gewöhnlich mit T', T", T'", P^ das ,was aus dem 
Polynome T wiid, wenn man darin resp. M^, li^, H*, li^ an die 
Htelle \on i? ^etzt 

Ist /v eme geiade Zahl, wie in uuserm Beispiele und in allen 
denen, wo it die Foim im -j- 1 besitzt, so kann man nicht mehr 
annfhmen, Jdfs der ^ert von T^ allein aus geraden Potenzen von 
R zusammengesetzt sei, wie wir dies in allen Fällen, wo die Zahl k 
ungerade i-it, ^ethan haben. Man mufs vielmehr in diesem Falle aetzea: 

und man würde diese Reihen noch weiter, nämlich bis «ur Potenz 
R'''~', fortsetzen müssen, wenn h gröfser als 6 wäre. In dieser 
Formel unterliegen die Koefficienteu a, a, a" einem gewissen Ge- 
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setze, die Koefficienten h, V, h" aber einem anfiern Gesetze. Man 
hat nämlich : 

a !=p^ -i-p'"^ -\-2pp^ -\-2p"p'^ , b =2pp' -\- 2p^ p" -\- 2^ p"' 
a' =^'*+i'"* + 2i)"^ 4-9i'"'i>^, y ^2p'p" -{-^pp"' -\-2p^p^^ 
a" ^p"^ -{-p^ ^ -\-2p"' p' -\- 2j)"'j> , h" = 2p"p"-\' 2p'p^^ -\- 2pp^. 
Diese Koefficienten müssen auf eine lineare Form gebracht werden; 
jedoch genügt es, die beiden ersten a und b zu berechnen, da man 
leicht erkennt, dafs die andern aus diesen hervorgehen, wenn man 
die Buchstaben p, p',... p^ nach und nach um eine Stelle vorrücken 
läfst. Man erhält auf diese Weise: 

« =2—/ — y^ , h =2p +4p' -\-2p"' +4p^^ 
a =2~ p" — p^ , b' = 2 p' + ip" + 2p^^ + ip^ 
d'=2 ~p"~p , 6"= 2/' + 4/" + 2i)"^ +4^7, 
und der Wert von T^ wird: 

T^= 2(1 + li' + E^} + R {2p + ip + 2p" + 4j)Jv) 
~ p ~p B^ - p" li* -\- B» (2p' + 4p" + 2p''' + 4i>^) 
_^v -^pvj-;^ — jjß* + B^(2j?"+ 4p" + 2p^ + 4p). 
Sodann mufs man diese GrÖfse nach p, p',...p^ ordnen, nachdem 
man noch zuvor den konstanten Teil 2 + 2Ii^ + 21i^*) auf die 
Form gebracht hat: 

_ (2 + -ne + ss')(p + P+ f + p" + ,,"). 

Dadurch ergiebt dich; 

r^= p (_2 + 2R -2B^ — 3E^ + 4Kä} 
+ f C- 3 + 4R — 2-ZJ^ + 2W — 2fi*) 
_(. ^" {_ 2 — SZ^ä _|_ 4^3 _ 2B* + 2B=) 
+ p'" (_ 2 + 2jR — 2B^ — 3i;* + 4Ii'^) 
+ jüiv(„ ^ _[_ 4ß _ 2^^^ + 2^^ — 2i?*) 
^f (-i-Si? + 4ii^ - J-ß* + JI. ] 

") W Vi OS siL,t mi dlmm hinlplte den Wnit Ins koetfic ei t^n [ oder 
aiii,h den von 4 au erhalten ao konnte man diesen Tpil ganz weglaasan da dei 
fdi h genommene imaginiie Weit der Cleicliung = 1 + B -\-S,* nnl auch 
der Uleit.hnng =• 1 + it'' + Ä" welche auu dei vorigen duicli Subatitution \on 
i?' anstelle rou ü entsteht Genüge leistet Da jedoch die allgemeine Fotmel 
durch welche man 4 lu^diQcken will auch dazu dienen soll A luSEudrucken 
indem mau einlach W furif setzt bo mufs man den m Rede »-teilenden Teil in 
Itm 4.11S tr icke von J. beil ehalten li d o Crofit 1 -|- A' -f- A* duich jene bub 
■.htition in 1+7J + Ji" übergeht unl jn it wtatt ^bi k Null zi ;, m iu 
We t 3 annimmt Anm d \ eii 
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Ist A der Koefficient von p in diesem Ausdruck, so sieht man 
leiciit, dafs ÄIl^ der Koefficient von p, jlK* der von p" u. s. w. ist. 
Setzt man also: 

A 2 + 2i; — aß'' - 3i^* + Ali'; 

so wird: 

T^ = AT', 
eine Gleichung, die, wie man hieraus sieht, für jeden, geraden oder 
ungeraden, Wert von Je hesteht. 

580. 

Der Wert von A kann noch auf eine einfachere Weise 
gefunden werden, wenn man beaclitet, da.fs A gleich dem Koef- 
ficientcn von p in dem entwickelten und auf die lineare Form ge- 
brachten Werte von T^ sein mufs. Jedoch ist es gut, zunächst die 
Wurzeln p, welche sämtlich von der Form r" -\- r"" sind, nach der 
natürlichen Reihenfolge der Exponenten so wie folgt zu ordnen: 
P=r'-\-r-', /=»-^ + *— ^, yv==^3_|_^-3 
p" = r* -j- r—*, p"'= r'^ + r~^ , p'^ =r^ -\- r~'^. 
Hieraus ergiebt sich, dafs die einzigen Produkte je zweier der Buch- 
staben p, aus denen p entstellt, die folgenden sind: pp', p'p^^, p'^p", 
p"p"', p'"^'^. 

Nachdem dieses festgestellt ist, giebt die Entwicklung von T^ 
einen ersten Teil: 

p' -\-p"'R' -{-p'^B" +j)"'^ü« + jji'^^ü** -J-iJ^^Z^io, 
in welchen man die Werte j»^ = 2 -{-ß', p"^ = 2-\-p", p"^ = '^ -\-p"', 
u. s. w. einzusetzen hat. Da nun das in allen diesen Werten ent- 
haltene konstante Glied 2 gleich — 2p — 'ip —'ip" —2p'" -—2pF^ —2p^ 
ist, so ist der Teil von A, welcher aus diesem konstanten Gliede 
entspringt: 

- 2{1 + iJ^ + i^* +'R' + R^ + R'"). 
Derselbe konnte bei der Bestimmung von A und A' weggelassen 
werden, dagegen nicht, wenn es sieh um die Bestimmung von Ä' 
handelt, weil alsdanu R^ an die Stelle von M zu setzen ist und so- 
mit die Gleichung = 1 + E^ -f E* -|- R'' + Ji« + R"-" ihre Gültig- 
keit verliert. 

Man bemerkt ferner, dafs das Glied ^^^JR'", in welchem p^^= 2+ j> 
ist, einen Koefficieuten JJ'" oder W^ liefert, der ebenfalls zu A hin- 
zugezogen werden mufs. 
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Der zweite Teil der Eiitwicldung von T'^, welcher au berück- 
sichtigen ist, ist derjenige, welchen die Glieder 

'ipp'B + 'ip^K' -J- 2p'''p"Ji^ + 2p"p"n^ + 2p"'p^R^ 
liefern. Derselbe giebt in dem Ausdrucke von A einen dritten Teil: 

2B + 2Ü5 + 2B^ + 2Ü5 + 2i;», 
welcher, mit den beiden andern vereinigt, den vollständigen Wert 
von A liefert, nämlich: 

(1) ^ = - 2 + 2i? - 2B^ - 3Ü* + 4n% 

und dieser stimmt mit dem bereits gefundenen Werte überein. 

590. 

Die G-leichiing T''' = Ä T' , in welcher man der Iteihe nach W, 

R^, R^, S* an die Stelle von R setzen kann, ergiebt die folgende 

Beihe von Gleichungen: 

T^ ^AT' , T'"- =Ä'T"' , T"^^A"r' = -~A". 
(2) 
\"^ y"3 j__ J^^" 2" yiva __ ^iv jy 

Hierbei ist zn bemerken, dass in der dritten Gleichung T"^ = — A" 
für rv sein Wert — 1 gesetzt worden ist, weil T^ dasjenige be- 
deutet, was aus dem Polynom T wird, wenn man R^ oder 1 an die 
Stelle von li setzt, und demnach T'^=p-{-p'-j-p"'^p"'-\-p^'^-\-p^^~l, 
also T"^ = — A" ist. Da andrerseits A" der Wert von A ist, wenn 
man darin iJ' an die Stelle von R setzt, so bemerken wir, dafs der 
aus der Gleichung Rf — 1^0 erhaltene Wert von R derart gewählt 
ist, dafs er nicht der Gleichung S^ — 1=0 genügt; denn sonst wür- 
den die aufeinanderfolgenden Potenzen von R nicht sämtliche Wurzeln 
der Gleichung R^ — 1 = ergeben. Es mufs demnach dieser Wert 
der Gleichung R^ -\- 1 = genügen. Substituiert man aber in der 
Gleichung (1) für R den Wert R^= — 1, so reduciert sich die rechte 
Seite auf — 13 = — m. h'olglich hat mau: 

A" = — n, 
und daher: 

T'"' = n oder T" ^ + yn. 
Dieses Kesultat stimmt mit dem des Artikel 588 überein; denn 
da T" nichts andres ist als das Polynom T, wenn man darin R^ 
oder ~ 1 für R setzt, so wird: 

T" ^p^p + p" - p" + ^1^ — p''', 
und diese (Iröfse ist nach dem angeführten Artikel gleich + ]/m. 
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Das doppelte Vorzeichen ist hier dadurch gerechtfertigt, daTs die 
Eeihe der Wurzeln p, p, p", 
ginnen kann. Setzt man daher: 

P - p'+p'-p'"- 
so hat man gleichzeitig: 

' +p^ ~p = — Vn. 



. p^ mit einem beliebigen GJiede be- 
- + Yn, 



P'-~P" + P" 

Die andern Folgerungen, welche man aus den Gleichungen (2) 
ziehen kann, sind: 

TT'-'' = AA'"', j"2""= A'A'". 
Nun beweist man aber leicht die Gleichung: 
TT^'' == l''T"'=n, 
und demnach analog: 

AA^'' ^A'A"'=n. 

Entwickelt man nämlich das Produkt der beiden Polynome: 

T ^p-l-plt -j-p'S^ -\-p"B? +y^ii* +i>^ß^ 

so erhält man, wie in ähnlichen Fällen gezeigt worder 

3'r"'= 1/ + UlLpp + ^Tpp" + li^Tpp" + ß*Tpp''-' + R-'-Lpp^. 

Nun ist abei': 

Zp^ = 2 - 6 - 1 = 13 — 2 = » — 2, 
1.pp'= Tpp" =^ I.pp"'= Zpp'^ = Y.pp^ = — 2; 
mithin : 

TT" ="11 — 2 (1 + iü 4- fi« + Jf^ + 7J* + B^) = )!. 
Ebenso würde man T'T'"^ n und T"^ = n finden. Man hat 
daher die doppelte Reihe von Gleichungen: 

n= TT" ^ T' T"' =^ T"~ 
n = JA^'' = ÄÄ", 



3) 



591. 
Nunmehr ist es leicht, die Gröfsen T i 
A au bestimmen. Aus den Gleichungen (2) e 

T^ = nA^Ä. 
Setzt man also: 



,1s Punktionen von 
siebt sieh nämlich: 



^ (cos ■& ~ 



- 1 sin %■) 



A= n'' (cos i^'+ ]/— 1 sin 0-'), 
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SO wird: 

T" = n^ [cos (30 + %■') + 1/-^ 1 sin (BO + S-'j], 
und datier: 

T = K^ (cos ü-> + V— 1 sin w), 
wobei m ^ ' 7" — gesetzt ist. Sodann folgt aus der Gleichung 

r =n^[(ios{2o) ~&) -j-Y—i sin (2ö— #)]. 
Mittelst der Gröfsen T und T' kennt man auch dio zu ihnen inversen 
T^^ und T"\ indem man einfach das Vorzeichen von Y^l ändert. 
Substituiert man sodann diese Werte und den Wert von 2"'=H-}^w 
in die Gleichung: 

6p. 1 + 3'+ 2"+ T"-\- r"+ T'-'^', 

90 erhält man: 

(4) P = - -^ + 6" + ^ [c"sw + cos (2üJ - &)]. 

Diese Fonnel enthält implicite alle sechs Wurzeln der gegebenen 
Gleichung in sich. 

Es bleiben nur noch die Winkel •* und 9' zu berechnen. Zu 
diesem Zwecke mufs man in die Gleichung (1) den Wert 

R = cos ft + V-- 1 ^^i" f- 
einsetzen. Dies giebt: 

M* cos '9' = — 2 4" - cos fi. — 2 cos 2jt — fi cos 4^ + 4 cos 5;t 

w^sin * = 2 sin f( — 2 sin 2ft — 3 sin 4(t + 4 sin 5ft. 

Setzt man R^ an die Stelle von Ja oder 2ft für (i, so hat man analog: 

n^Q.os&'= — 2 + 2 cos 2ft — 2 cos 4fi — 3 cos Sfi + 4 cos 10((, 

n^'dn ö''= 2 sin 2;* — 2 sin 4(t — 3 sin 8(». + 4 sin lOft. 

Diese Gleichungen, in denen der Winkel fi = -— = 60" ist, redu- 

cieren sich auf die folgenden: 

w^eose'= 4^ cosft^ — ; M'^siiiö''= — sinft^- — i; l/3 
ji^cosS''^ -- 1 — 3cosft ^ — 2" ; n^ sin*'^ — 3sinj(= — ^^ y 3. 
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Hieraus ergeben sicli die Näherungswerte: 

^ = — 13« 53' 02", 3904929 

*■= — 133« 53' 52", 3904929. 

Dieselben zeigen, dafs genau d''=* — 120" iat. Mau kann dies mit 
Hülfe der vorstehenden Formeln bestätigen, aus denen 

cos (S- — &') = cos 2(1 und sin {& — *') — sin 2;i 
lolgt. 

Kennt man ^ und &'^& — 120", so erhält man 

^ = .^.?_±:?:_|^'+60^, 

und daher; 

fi, 29" 15' 54", 92699526 

2ra - * = — 44" 37' 57", 4^349763. 

592. 
Bevor wir diese Werte in die Formel (4) einsetzen, müssen wir, um 

zu wissen, welches Zeichen man für n^ zu nehmen hat, den Wert, den 
T" haben mufs, wenn es dem für co genommeneu Werte entsprechen 
soll, von vornherein zu bestimmen suchen. 

Dazu müssen wir T" mittelst der Gleichung TT' = MT", in 
welcher M eine Funktion von R allein sein mufs, ermitteln. Die zu 
bestimmende Funktion ist der Koefflcient von p in dem entwickelten 
und auf die lineare Form gebrachten Produkte TT'. Multipliciert 
man aber die beiden Polynome: 

T^p+pB + p"E^ + p"'E'' + ^i^ü* + p'-'li:' 
r'= p + p'B^ + p'B^ + p"B^ + p^^li^ + pvßi» 
mit einander, so erhält man einen ersten Teil: 

p" ^ p'Ui^ -i- p"^M^ + p"'^B^ -\- p^'^^B'^ +p''^R^% 

in welchen man die Werteß^ = 2 +i)', ^»'^ = 2 -j-p", . . .p^'' = 2 -{-p 
einzusetzen hat. Wegen dea konstanten Gliedes 2 ergiebt sich für 
M der Teil: 

2(1 + B= + iJ« + iJä _|_ JJIS ^ 2J15J^ 

und dieser reduciert sich auf Null, da man ü' =^ — 1 setzen kann. 
Sodann liefert das in p^" enthaltene Glied p für M das Glied B^^ 
oder einfach — 1. 
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Der zweite Teil dew Produktes TT', den man in Betracht zu 
ziehen hat, ist; 

Derselbe Hefert für M die Glieder B -\- E' + IS' + R> ^ , nnd 

fügt man diese zu dem bereits gefuüdenen Gliede — 1 hinzu, so er- 
giebt sich: 

M= - 1 + ß + iJ^ + B« + J?H- J^' + ^"^ + ■fi' -f -K' + ü" + J^'*. 

Vereinfacht man diesen Wert mit Hülfe der Gleichung ß? = — 1, 
so findet man: 

üy = — 1 + 2i^ + 2Eä = - 3 + 4iJ. 
Wird 

M = «^(cos G + 1/=^ sin G) 
gesetzt, so folgt: 

«"^cüs Q= — 3 + 4cosft=-l 

n'^ sin ^=i 4 sin f( = 2~\/'A. 

Hieraus ergiebt sieh der genaue Wert = * + 120". Sodann erhält 
man aus der Gleichung TT = MT": 

r'=w^"[cos(3w — * — 0) + l/— lsin(3w — * -■■ 0)| 
oder: 

T' = w^cos (- 180«) ■• n^ , 

ein Wert, dessen Zeichen nunmehr bestimmt ist. 



593. 
Eri ist daher nur noch die Formel 

1 J n^ / 

i)=-y — -g- + 2-g- {eosM + cos (2a) - *)) 

zu berechnen, um zu erfahren, welcher von den sechs durch 2 cos -rs^ 
dargestellten Werten von p dem für ra genommenen Werte entspricht. 
Das Ergebnis dieser Rechnung ist folgendes: 
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^ COS (0 = 1,0484632790 






OS (2i» - ») - 0, 86B26 80937 






1, 90372 13727 




i-(l +»')_ 0,76759 18792 






1, 13612 94935 




cos i^_ 0,56806474675. 







Nun findet man aber, dafs dieser Cosinus za dem Winkel -j^ 
gehört, denn der nach den trigonometrischen Tafeln berechnete Wert 
von cos — ^ ist bei Berücksichtigung der dritten Differenzen: 
cos 4^ = 0,-56806 47467 31155. 

Um die andern Werte von p zu erhalten, mufs man in der Formel 
nach einander ra + (t, o + 2ft, o + 3(t, ... an die Stelle von <a 

setzen und zugleich jedesmal das Vorzeichen des Gliedes m^, welches 
den Wert von T" darstellt, ändern. Addiert man zunächst 60" zu 
dem ersten Werte 

c = - 29" 15' 54", 926995, 
so erhält man einen zweiten Wert: 

«a = 30« 44' 5", 073005, 
und für diesen lautet die zu berechnend e Formel: 

Dieselbe liefert das Resultat: 

yi) = 0,88545602546, 

und dieses ist der Wert von cos— ^■ 

Ordnet man aber die Wurzeln p, p, p", p'", ]^ , p^ nach der 
Reihenfolge, welche die primitive Wurzel g ^2 für sie bestimmt, 
so sind dieselben: 

2cos -— , 2cos j-'y -, 2co,s -^-^ , 2eos ^^, 2cos — ?-- - , 
2 cos — -T— ■ 
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oder wenn ina,n reduciert: 

2C0S^^, 2 cos ^^, 2CUS — — , JCOS ^^'i -icos — -, ^iCOS -j-r-- 
Man sieht a.lso, dafs, wenn man mit 2 cos-; - beginnt, die Reihen- 
folge der Wury.eln die umgekehrte ist von derjenigen, welche ausere 
Formel geben würde. Wie dem aber auch sein möge, die sechs 
Wurzeln unserer Gleichung lassen sieh mittelst der Werte 

M = 29" 15' 54" . . ., * = — 13" 53' 52" . . . 

in folgender Weise ausdrücken : 

2eos-^=- i_|-^+l|l[cos(aj+ ^) + cüs(2o-]- --- - ^)] 

i^ l n^ 2«^ r 1 

2 cos — - = — -|.- — — -| — j. [cos o 4- cos (2 o — &)j 

2cos -IJf - - l - ^+ -"'- [cos (o - ^" ) + cos (2m - -'f - »)] 
2COS-5J -.- 6 +T-+^[cos(»)-«) + cos (2«) - ff)J 

Alle diese Wurzeln kann man auch durch eine einzige Formel 
ausdrücken. Dieselbe lautet: 



+ ^-b'" (- - ^) + ">•> (2" - T - »)]■ 

Dabei giebt m die Stelle an, an welcher 2i in der Reihe 8, 10, 6, 
12, 2, 4 steht. 

In diesem Falle erhiUt man die allgemeine Lösung des Problems 
durch die einfache Dreiteilung eines geometrisch bestimmbaren 
Bogens &', da w = -^^- + ^^ und * = «■'+ -^ ist. 

594. 
Drittes Beispiel. « = 41, k = 20. 
In diesem Falle lautet die Gleichung 20""' Grades in p, welche 
aufzulösen ist, folgendermafsen : 
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"" i , 14 lo n I 1^ ■ 1"^ i& 

[+ j)'" — 18^' + -^-r^F' . 

und die Werte der Wiiraelii p, p , p", ...p^^^ sind dieselben, wie 
die, welche oben durch (, t', t", . . . t^'-^ (No. 539) bezeichnet wurden, 
unter der Voraussetzung jedoch, dafs wiederum ly = 13 als primitive 
Wurzel von 41 genommen werde. 

Die Werte dieser Wurzeln, ausgedrückt als Punktionen von r, 
wo r eine der imaginären Wurzeln der Gleichung r^^ — 1=0 be- 
deutet, sind folgende; 



J> 


_,. +^. , 


yX 


->■• +--' 


/ 


-••" + >-", 


JjXI 


_,,. J^^. 


/' 


_ ,,. _l_ r-» , 


„X„ 


= ,•' +r' 


p" 


_r" + ,-", 


)'"■ 


_ ,." + ,-11 


jlV 


_.■■• + .-'•, 


^,X(V 


- >■" + r-» 


p" 


-,' + ,-' , 


j,XV 


_ ,..! + ,.-" 


j,VI 


-,' +.-', 


pxv, 


_ ,..• + r~" 


,,VII 


-r" + r-», 


yXV, 


= ,-» + ,-« 


pTIIl 


_ ,,10 + ,^i»_ 


,^v. 


■-•■' +>-' 


,,IX 


- >•' + '-' , 


j,XIX 


= ,-iy -^ ,-1«. 


Ordnet man 


eben dieso W 


rzehi nach der natürli 


derfolge der I 


sponenten von 


r, ao ergiebt sich folge 


J' 


_,.> +r-> 


j,X 


II _ ,11 + r-« 


^Vl 


_ ,.', ^ ,,-u 


,,x 


"-•■" + '-" 


f 


- '■■ + '-' 


V 


-•■" + >-" 


jjXIJ 


_ ,.. + ,.-< 


„XV _,u^,„„ 


/' 


_ r> + ,-• 


P' 


1 _ ,.11 ^ ,_u 


yx. 


_ ,.. _,_ ,^. 


y.V 


_ ,"■ + ,-" 


j,.X 


_ ,■> + ,-i 


Jl" 


= ,-■' + ,-" 


j,XV 


"->' +>-" 


„X 


" - •■" + >-•■ 


,x 


= ,. + ,.-. 


])X 


X_,l._|_,-1. 


j,VI 


I =.,.i.+ ,-i. 


px 


V _ ,« -(- ,-» 
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595. 

E.S sei U eine imaifmlii-e Wurzel der (llüichuiig ß^" — 1=0, 
welche derartig gewählt sein soll, dafa sie mittelst ihrer aufeinander- 
folgenden Potenzen aämtliclie Wurzein der Gleichung R^" —1 = 
liefert. Diese Bedingung ist erfüllt, wenn ma.n in dem Werte 

fi = cos ft + y — 1 sin ft 
(i ='-^ setzt; sie ist ehenfalla erfüllt, wenn man ^^"^k- a.nnimmt, 
wobei i eine der acht Zahlen 1, 3, 7, 9, U, 13, 17, 19, welche 
kleiner als 20 und prim zu 20 sind, bedeutet. 

Dieses vorausgeschickt, setzen wir wie gewöhnlich; 

T = i? + i>'iS + p'& + p"'K' -f h jjxixjjia^ 

und bezeichnen mit T', T", T", . . . T^"" die analogen Polynome, 
welche dadurch gebildet werden, dafs man in T der Reihe nach JJ*, 
B^, I^, ... B}^ an die Stelle von B setzt Es handelt sich hiernach 
darum, die Gröfse A, welche eine Funktion von R aliein ist, zu 
finden, die der Gleichung P = AT' genügt. 

Zu diesem Zwecke Itann man T^ auf die Form bringen, welche 
sich aus dem entwickelten Werte von T ergiebt, nümiich: 

T^= a + a'R' + d'Ii* + a'B.'- H \- a^R'^ 

+ hE + b'E' + b"R- + b"'R' -\ 1- h^R'''. 

Alsdann ist; 

«=j,s^pS^-f2;)'ji>=^-l-2i)'>^™i+2/'>'""+ ^2j)'Sj)Xi 

& = 2pp + 2p"p'^'^ + 2p"p^^^ + 2/>^^" -I i- 2p^p''\ 

Diese Werte dienen zugleich dazu, iim den Ausdruck der a.ndern 
Koefficienten d, a", ..., '/, h", ... zu finden, indem man bei dem 
Übergange von a zu a', von ö' zu a", u. s. w. die Buchstaben p um 
eine Stelle vorrücken läfst. Jedoch braucht man diese Operation nur 
an den auf die lineare Form reducierten Werten von a und b vor- 
zunehmen. Diese Werte sind mit Berücksichtigung der Werte, welche 
die verschiedenen Produkte von je zwei Buchstaben p unter Voraus- 
setzung der primitiven Wurzel ^ = 13 besitzen (Artikel 537), die 
folgenden: 
a = — 2p — 2p" — 2p'" — 4:p^^ — 2p^ — fj^^ — 2p^^ ~ 4^'^'" — 2p^^ 

— 2p^ — 2p^'''^ — 2p^^^'~4p'^^'^~2p^'''—p^'^''- — 2}r^^'" — 4p^™^ 

& = 2j) + 2y 4- 2p" + 2p'" -f ip^" + 4ji'' + 4i)^i^ + 2p^ + 2^^ 
+ 2i)^" + 2jJ^"i + ip'^'"'' + 4i)^v + ip^"-''^: 
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Mit Hülfe dieser Worte findet man unmittelbar den Koefficienten 
von p in jedem der Glieder des Polynoms 

a + a'lt^ + d'ß' H h a^^ii'"'. 

Die Summe derselben ist: 

— 2 — 2Ii^ — iE" — 2ß^ — iJä — 27i" ~ 4Ji'^ - 2 R'* — 2ff«. 
Nimmt man ebenso den Koefficienten von p in jedem der Glieder 
des Polynoms 

hJR + h'B' + b"M' H F (>i'^IP, 

so ist die Summe dieser Koefficienten: 

2Ii + 4E' + 4iJ" + 4B^3 + 21i'' + 2J^'^ 4- 2R'l 
Vereinigt man diese beiden Summen, so orliiilt man den vollständigen 
Wert von A, nämlieh: 



59G. 

Diesen Wert hätte man einfacher auf dem in Artikel 589 
angegebenen Wege finden können. Diese aweite lleehuuug, welclie 
zur Bestätigung der ersten dienen möge, ist folgende; 

Betrachten wir zunächst in T^ den Teil, welcher die mit den 
Quadraten der Wurzeln p, p , p" , . . . multiplicierten Glieder umfafst, 
so ist dieser Teil: 

p2 _[_ p-Ui^ + p-'B^ + f'R''' -\ h p^-^^Ii^\ 

Setzt man hierin die Werte p^ = 2 -}- j)'", p'^ = 2 + jj^", . . . ein, 
so giebt das konstante Glied 2, für welches 

— 2p — 2p' — 2p 2i^'^ 

zu setzen ist, in dem Werte von A einen Koefficienten von p, welcher 
gleich der Reihe ist: 

— 2(1 + ü^ 4- i?^ + -B" H h W% 

Dieser Wert reduciert sich auf Nul) nicht allein für A, sondern auch 
für alle daraus abgeleiteten Gröfsen A\ A", A'", . ,-. ^4^^™ mit 
alleiniger Ausnahme von A^, welches aus A entsteht, indem man 
iu^** an die Stelle von R, setzt. In diesem Falle wird die vorstehende 
Reihe, anstatt sich auf Null zu reducieren, gleich — 40 d. h. all- 
gemein gleich — « -|- 1. 

Um daher ein voUkonimen allgemeines Resultat zu erhalten, 
müssen wir die vorstehende Reihe beibehalten. Wir können darin 
nur 7^^" = 1 setzen, wodurch sich dieselbe auf 
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_4(l + P,^ + j;i + i^o + ... + ffS) 
reduciert. Aufserdem kommt das Glied p^^^M^ voi', und, da hierin 
j,sm = 2 + p ist, so ergiebt dasselbe für A den Koefficienten E^^ 
oder IC. 

Wir haben daher nur noch diejenigen Glieder von 2'^ in Betracht 
zu ziehen, welche von der Form 2j|t"y'')fö'+* sind. Unter diesen 
Gliedern sind - aber der Tabelle (1) zufolge die nachstehenden die 
einzigen, welche, auf die lineare Form gebracht, p enthalten; 
Spf^'B? + 2j)'"))i'Ji" + lp''p"'B" + 2p^'p'E'* 
+ 2pVB" + 2ii"p»'K» + 2i>"='i)i™>Ji" + 2jj^™y B" 
+ 2p»j)'" J!'« + 2p''">i)«""B" + 2ji»n}>s™i!» + 2p^'"'pE» 
+ ^pp^'TE" + 2p^''p'"'n" + 2i)™j)"K" + 2if<fF,' 
+ 2pV'E"' + 2])™ii™ü» + 2p"''p"''E". 
Der hieraus sich ergebende Teil von A ist somit; 

2B' + 2E" + 2B" + 2B" + 2«" + 2B" + 2B" + 2B" 
+ 2B" + 2E" + 2iä» + 2 7ä" + 2J('« + 2B" + 2 R" + 2 7i' 
+ 2 Ji'» + 2iB" + 2 B", 
oder wenn man die Exponenten mit Hülfe der Gleichung E'"* = 1 
reduciert; 

2 + 2iä + 2B' + 2B« + 4B' + 2K> + 2Ji'" + 4B" 
+ 4Ji'= + 2Ji" + 2B" + 22i" + 2B" + 4Ü" + 2B". 
Auch diesen Wert kann man noch mit Hülfe der Gleichung 

O—l + E + B'+Ii'-f h E^™ 

vereinfachen, und zwar erhält man; 

— 2B'—2E' — 2B' + 2E'~- 2B> + 2B"~ 2J!" + 2ii"+ 25». 
Addiert man jetzt die drei gefundenen Teile, so ergiebt sich; 
A — — 4,(1+B'+B' + Bl'+E' + B" + K"+B" + E"' + E") + E' 
—2B' — 2B' — 2B' + 2B'-2E' + 2E"~2E" + 2B" + 2B". 
Verbindet man diesen Wert mit der Gleichung 

— l + B + E' + B'H 1- B», 

so findet man das bereits in Gleichung (2) angegebene Resultat. 

597. 
Nachdem wir nunmehr eiuen Wert von A kenneu, aus welchem 
sich sämtliche Gröfsen A', A", . . . A^^^' ohne Ausnahme ableiten 
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lassen, können wir das System der Gleichungen aEfstellen, welches 
aus der Gleichung T^ = AT entspringt. Dieses System ist folgendes: 



r' =Ar, , !'■' ^ÄT'", , 


ys 


= ^2'^, 


r"^ =^"'rvii ^ yiYä =^ivrix ^ 


T^^ 


= ^^7'^, 


yvia ^^vi^xm ^ yvm ^^viiyxv ^ 


yvins 


_^viii2"ivii^ 


(3) TIS. ^^ixysix . 






yxs ^^xj" ^ yxis _^xiy"- ^ 


yXTia 


_^xiJ3.v^ 


j-xuiü^^xini^i^ yxm ^^xivj'ix ^ 


J.XVS 


= Xs^7"", 


yxvj2 _ ^xviyxm^ yxviia _ ^xvii yxv ^ 


J.XVIII: 


^ = J^xvni2.xvn 


Unter diesen Gleichungen bemerkt man 


die Gleichung: 


yixa ^ ^ix 2'Xix 







in welcher T'^^ dasjenige bedeutet, was aus T wird, wenn man J?^° 
oder 1 an die Stelle von li setzt. Es ist demnach 2"xix,^ Zj3 = — 1, 
und daher: 

yiXä _, A^^. 

Da aber T'^ aus T hervorgeht, wenn man darin R^" oder — 1 an 
die Stelle von R setzt, so hat man: 

2'ix = ^j _ / + p" _ p"' ^- y V _ pV .j ^ pxvni _ ^,xis ^ 

und diese Reihe, welche sieh auf die Primzahl n = 41 bezieht, ist 
nach der Formel des Artikel 509 gleich + ^n. Wenn also die 

Gleichung p^^ ^ — A^^ bestehen soll, so mufs Ä"^ n 41 

sein. Dies ist in der That der Wert, welchen man aus der Formel (2) 
erhält, wenn man ff" oder — 1 für M setzt. Mithin ist die in Rede 
stehende Gleichung bewiesen für den Fall n = 41 oder m = 10. In- 
dessen findet eine analoge Formel für jeden Wert der Primzahl 
n =' Am -\- 1 statt. Diese Gleichung ist 

wobei (wie durch die Parenthesen angedeutet) m — 1 und 2wi — 1 
Tndices aber keine Exponenten sind. In der That stellt T'-"'-'-'' die 
Reihe dar: 

i» —/ + /' — J'"'-f \-iP"'-^> _ya«i-i)^ 

deren Wert dem angeführten Artikel zufolge gleich + ^n ist, und 
da T'^"'— 1> oder ri*— i* der Wert von T ist, wenn man darin B* 
oder 1 an die Stelle von 1 setzt, so hat man: 

TB.,-.) _j, + ,/+ ,,"+ . . . +j,(.— 1) _ _ 1. 
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Mithin, raufs allgemtiii sein: 

^('"-D = - «, 
oine Gleichung, die wir soeben ia dem Falie m = 41 bewiesen haben 
lind die in gleicher Weise bei dem Falle « = 13 sich ergeben hatte. 
Nachdem so der Fall von -i™ erledigt ist, können wir die 
Gleichung (2) vereinfachen, indem wir die Gleichung 

= 1 + ü^ + ßi + Ji« H h J^'® 

in Anwendung bringen. Dieselbe gilt für jeden Wert aus der Reihe 
B, J&, W, . . . li'", das einzige Glied li"^ ausgenommen, weiches sich 
auf — 1 reduciert und das in dem Falle von A^^, mit dem wir uns 
nicht mehr zu beschäftigen haben, einzusetzen ist. 

Mit dieser einzigen Ausnahme läfst sich die Formel (2) auf die 
Form bringen: 
^ = — 2.Rä — 211"- ~ 21!;' + 21C + H'' — 211" + 2«" — 2R'^ 

und aus dieser leiten wir sogleich die besonderen Werte A, A', A", 
A'", Ä", Ä^, Ä^\ Ä^^^ und ^^"i her. 

598. 
Die Eigenschaften der Funktionen T und A sind Kura grofsten 
Teile in den Gleichungen (3) enthalten; indessen giebt es noch für 
jede dieser Funktionen zwei andere Reihen von Gleichungen. 
Die erste besteht in der Entwicklung der allgemeinen Gleichung 

welche in unserm Falle die folgenden zehn Gleichungen umfafst: 
_ yysvui __ ^i'ysvn ^ yysvi _, 7""yxv __ yrvyxiv 



('•) 



_ yvyxiii.^^ jvi j^xu _. yviiyxi^ ^'^"^ 2'''= 7'^^ 



Es würde genügen, wenn wir nur eine von diesen Gleichungen ! 
wiesen, da man aus dieser leicht alle andern ableiten kann; 
würde dieser Beweis dem bei mehreren andern Beispielen gegebenen 
vollständig analog sein, so dafa wir uns damit nicht aufzuhalten 
brauchen. 

Multipliciert man jetzt die beiden, aus dem System (3) ent- 
nommenen Gleichungen 

T^ ^ AT' yxviiuj _^ _^xvin jixvii 
mit einander, so erhält man: 
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oder : 

n' = )!^^^™S also n = ^^^"'i. 
In dieser Gleichnug kann die Funktion Ä durch 0(jR) bezeichnet 
werdeu, alsdann wird ^^^i^i durch (t>(ü"') oder 't'f-n") ^^ bezeichnen 
sein. Man hat daher: 0(E)'I>(-jt) = «. Setzt man in dieser Glei- 
chung B^, B^, ... an die Stelle von B, so ergiebt sich <^(ß?)<^\-jS\ ==«, 
(t)(ü3^(D(i_) = „^ u. s. w., oder n = ^'^5^™, n = Ä"A^'''^, u. s. w. 
Hieraus sieht man, dafs es für die Funktionen A eine Keihe von 
Gleichungen giebt, die ähnlich ist der für i3ie Funktionen T geltenden 
Reihe (5), nämlich: 

Jedoch läfet sich diese Keihe von neun Gleichungen nicht um eine 
zehnte vermehren, wie dies bei der Reihe (5) stattfindet. Denn wir 
haben gezeigt, dafs die Gleichung A^^'^ = n unrichtig ist und durch 
die Gleichung A*^ = — n ersetzt werden mufs. 

599. 

Aus den beiden Reihen (5) und (6) schlielsen wir, dafs k* der 
reelle Modul der imaginären Gröfsen T und A ist, so dafs wir 

2"= w"^(cos öl + y-^ sin ra), A = »i"^(cos %• -f "|/^T sin &) 

r=)i^(cosra'+y^^sin m'\ A' = n^\cos&'-\- ]/—! sin S-'), 
und allgemein: 

'J'i'") ^ n'^ (cos to'"'' + "[/— 1 sin w'"'*) 

^(m) _ n^\cos *!'"> + Y—i sin *'"") 
setzen können. Ferner sieht man, dafs die inversen Funktionen von 
ycn) ujid j{"')^ nämhch 2'("^-a-vn) „j,^ j^ft-a-m) einfach dadurch aus- 
gedrückt werden können, dafs man das Vorzeichen von"[/— 1 in den 
Wei-tcn von T''"' und A'-"'> ändert, also: 
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Vereinigt man daher die Summe der Funktionen 

r+ T'+ T"^ 1- T™i 

mit der Summe der inversen Funktionen 

yxviii I yxvu i ■7'Xvr _^ . . . _|_ y'x^ 

so wird die Gesamtsumme gleieli 

2n^ (cos (o -J- cos ta'+ cos to"+ - - ■ + cos ro^^^). 

Addiert man sodann zu dieser Summe die Punktion T''^ = + )/« 
und die Funktion T^^^^ welche nichts anderes ist als 
:P+p-\-l'"-\ \- p^^^= " 1, 

so erhält man die Gleichung: 

(7) 20p ^ — l +Ji^ -j- 2u'^ (cosCT-}-cüso3'4-cosw"-| |-cosw^"'^^). 

Aus dieser kann man alle Wurzeln der Gleichung in p und somit 
alle Wurzeln der gegebenen Gleichung X = ableiten. Denn da 

jede Wurzel p ^2 cos ist, so erhält man daraus zwei Wurzeln 

der Gleichung X = 0, nämlich: x ^ cos - — + Y — 1 sin 

Es reduciert sich demnach alles darauf, die Werte der Winkel 
0), to', ra" ... oj^^^ zu finden. Dazu müssen wir a"ber zuerst die &, 
&■', &", . . . -9-^'^^, welche zur Bestimmung der Gröfsen A^ A', A", . . . Ä^^ 
dienen, kenneu. 

600. 
Um die Formel (4) auf jedes Glied .4^'"* der Reihe A, A', A", . . . A^^^ 
anwendbar zu machen, müssen wir R^+"' fftr M substituieren; da- 
durch erhalten wir allgemein: 

A("'>^ — 21t^+^'^-2R^+*-" —2E^+^'" -i-2R'+"" + ß'*+«"' 

— 2E^+''>" -f 22;"+"'" - 2ff''^+""' + 2ix""+'''"' + 2 n"^+'^"'. 



Setzt man ! 
und 



E = cos /i + Y—l i 



■geben sich zur Bestimmung von ^'"'' die beidci 
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ii*cos5-'"''=— 2cos( 3+ 3m)fi — 2cos( 4+ 4)K)ft — 2cos( 5+ öm)(i 
4-2coa( 7+ lm)ii-{- cos( 8+ 8m)ft — 2cos( 9+ 9m)n 
+ 2cos(ll+ll)w)/i— 2eos(12+12m)fi + 2cos(13+13m)(t 
+ 2cos(I8+18w[)fi, 

m^siii^l"'> = — 2sin( 34- 3m)ft— 2sm( 4+ 4m)fi — 2sm( 5+ 5m)(t 
+ 2sin( 7-f- 7jji)f<.+ 8in( 8+ 8m)(t— 2siii( 9-f 9j»)(i 
-|-2sin(ll-f-llm)^— 2sm(l2+12m)f(.+ 2sin(13+13m)ji 
+ 2sm(lS4'18»0^. 

Vereinfacht man diese beiden Gleichungen mit Hülfe des Wertes 

Ä) = -^, welcher für eine beliebige ganze Zahl a 
cos(20a(i + hfl) = cosbfi 
sin(20rt(i + ift) = + sin hji 

giebt, so erhalt man: 

w"2"coa*l'"i= 2cos(2-f-2m)fi— 2eos{3-|-3m)^— 2cos(4+4m)^ 
(8) +4cos(7-(-7m)^— cos(8-j-8»»)(t-|-2sin-^, 

ti^ sin ¥'"^^ -•2sm('^-\-2m)ii—2sm(3-i-Sm){i~2sm(4-{-4m)(i 

-|-3sin(8 + 8m)ft— 4sin(9 + 9»[)^— 2cos^-- 
Nachstehertc! geben wir die Resultate, welche diese Formeln 
liefeni, wenn man sie auf die besonderen Werte »» ^ 0, 1, 2, 3, , , . 
anwendet. Dieselben sind auf die einfachste Korm gebracht mit Hülfe 
der Gleichungen, welche ans dem Werte lOft^re entspringen, nämlich: 
cüs (10 — h)ft = — cos b(t; sin (10 — ö) ft = sin ifi. 
sin f( = cos 4fi, sin 2(i = cos 3ft, sin 3ft = cos 2^, 

sin -iii = cos fi ; cos 4(t = ■ — - ~l~ ^^s 2fi, sin 3^ = - -f" sin ft. 
n' cos * = 1 + cos 2,1t - 6cos ^fi =~ 1,71769451937989 

tt^"sin ^ = sin 2jt - 6 sin 3fi - 2 sin 4;t = — 6,16842974654752 

» = — 105" 33' 38", 4567363 
n''cos&'=l -\-cos2ix. = 3,30901699437495 

n~^sia »'= 2 sin 2(t — 7 sin 4fi =- — 5,48182510948113 

*'=_ 58" 53' 0", 18138297 
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»•"cos»"— 6cos(j+ äcos2p~3co34(>-. 6,39732210339598 

»"isiii»"— — 6siii,ii +äsin2(i + sm4(i — 0,27252505463042 
»"= 2" 26' 21", 5432637. 

Diesem Werte zufolge hat man 3-"= » + 108" =^ & + 6ft, und in 
der That kann mati mit Hülfe der bekannten Werte von sin U, cos &, 
sin»" nnd cos»" beweisen, dafs diese Gleichung in aller Strenge gilt. 

«■cos »"' — - 1 — ö cos 2(1 = — 6,046084971874735 

)i"".in»™— — .3sin2,i + 6.sin4,ii = 3,942983340893,505 

»-■_ 141" 59' 20", 2143000993 

«•cos»"'— — 5 

«• sin»"'— — 4 

»" — — 141" 20' 24", 6902852726 

«^cos »" _ 3 — cos 2(1 — 2,190983006626053 

n' sin »1' — 7 sin 2(» + 2 sin 4(1 — 6,016609798637619 

»T — 69" 59' 26", 2143000993 — »'" - 4(«. 

Die Gleichung »^ = »'" — 4(t läfst sich mittelöt der Forniehi, welche 
»'" und »^ liefern, in aller Strenge beweisen. 

»' cos»»' — -J - 6 cos (« — cos 2 (i — — 5,015351)092145871 

«•%in»^i — -68in(.--2Bin2(.-sin4(» —-3,980728987129782 
»Ti — _ 141" 33' 38", 4667363 — » — 2(j 

if«cos»™ — - ^ +5co«2,j = 0,545084971874735 

«•»in»'"— 6sin2(» + 3sin4(» — 6,379881002640300 

»™ — 85" 6' 69", 81861703 — »'+ 8(i 

«•cos»™"— 1+ CO! 2(1 + 6 cos 3(1 = — 6,335728608129785 

«• sin9Tn' = — sin 2(i - 6 Bin3(i + 2 sin 4(i — - 3,539774185951847 
»TOI— — 3.3" 33' 38" 4567363 — » + 4,j. 
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Stellt man alle diese Resultate zusammen, so erhält man nach- 
stehendes System der Werte toh Q-, aus welchem ersichtlich ist, dafs 
vier dieser Gröfsen, nämlich &, &', %'", 9-^'^, «ur Bestimmung der 
fünf anderen genügen: 

Q = - 105" 33' 38", 4567363 
,y == _ 58» 53' 0", 18138297 
&■' = 2" 26' 21", 5432637 = * + 108" 

&■■" = 141" 59' 26", 2143000993 
(9) &IV = _ 1410 20' 24", 6902852726 

&y = 69" 59' 26", 2143000993 = a-'"— 72" 
^vL =_ 141" 33' 38", 4567363 =» - 36" 
^vj) _ g50 6' 59", 81861703 =^' + 144" 
9viii__ 33" 33' 38", 4567363 =3-+ 72'». 



Wir gohen jetzt über aar Berechnung der Winkel cj. Nach 
den Gleichungen (3) hat mau: 

^' T ' ^ ^ n^ =" ~A^~2:~ ' 

yVII __ = t 2'XV ^ _- . 

A'-' A-'A-'A" > ^vu ^9j1'*J."-!'/VII 

Multipliciert niaii den Wert von T'^^ mit dem von T"' und beachtet 
man, dafs nach den Gleichungen (5) T^'^T"' = n ist, so giebt das 
Produkt: 

T^" = B^iU'^^"'U^". 

Substituiert man in dieser Gleichung die Werte von A, Ä, Ä" , j4™ 
ausgedrückt als Funktionen von %, &' , &'", &^'", und setzt man in 
gleicher Weise für T seinen Wert als Punktion von ra ein, so er- 
hält man: 

20w = 10.& + 5*'+ 2»'"+ e-™ 
und somit: 

*■ ' '" ~ 2U "10 

Setzt man endlich in diese Formel die angenäherten Werte der 
Winkel ^ ein, so ergiebt sich der Näherungswert; 
oj = — 49" 2' 46", 661353031. 
Diesen Wert haben wir bei der Bestimmung der andern Winkel to 
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äQ2 Fünfter Hauptteil. 

ZU Grunde zu legen, um iu der allgemeinen AuflösuLgst'ormül jegliclie 
Art Ton Mehrdeutigkeit zu vermeiden. 

Ist m bekannt, so erhält man die genauen sowie angeniiherten 
Werte der Winkel a', m'", to^", nämlich: 

oj- =2(0-0- = 7" 28' 5", 134030238 

ß,'" = 4ß) — 2Ö- — Ö'' = 73° 49' 10", 449443446 

eyvii = 8g) - 4* - 2^' - &'" = 5" 38' 54", 084586793. 
Diese ersten Werte liefern den Wert der Funktionen T, T, T", 
2'v" und der zu diesen inversen Funktionen T^^i", T^"^'", r>^^', T^K 

602. 
Um weiter fortzufahren, mufs mau zunächst den Wert von T" 
mittelst der beiden Gleichungen 

suchen. Man erhalt aus diesen: 

r'i = ^"2^v j'xi _ ^^£_f— 

jVll 

und somit: 

4g)"=2,'>"+0^ — M*". 

Da aber die rechte Seite dieser Gleichung nach Belieben um 2n, i^ 
und 63t vermehrt werden kann, so erhält man vier Werte von ra", 
nämlich: 

„ 2&" + S-^— ca"^ , „ 2Q" + &'^' — lö^'" , 3 

„_._.... TL_.. - + ^, „= ^^- +-;r, 

und von diesen bat man denjenigen auszuwählen, welcher dem für m 
genommenen Werte entsprechen soll. 

Um diese Wahl zu treffen, müssen wir zu dem schon mehrfach 
angewandten Hülfsmittel unsre Zuflucht nehmen; dasselbe besteht 
darin, dafs man T" aus dem Produkte TT' mittelst der Gleichung 
TT' '^ MT" herleitet, in welcher M eine zu bestimmende Funktion 
von R allein ist. Ich bemerke zunächst, dafs diese Gröfse M, in- 
sofern sie aus der Gleichung Jlf ^ -,....- entspringt, ausgedrückt 
wird durch: 

M = «^ [cos (w + ö' - 10") -\- y~—\ sin (ra + üj' ~ w")] , 
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aiso dargestellt wird durch einen Ausdruck, der eine ähnlielie Form 
besitzt wie die Gröfsen T, A, T', Ä, ... Wenn man also direkt 

M = w^"(cos 9 + "[/— 1 sin 0) 
findet, so hat man w -j- w' — ia"= 9, und somit; 

a"= m -I- ö — e = So — * ~ e. 

Vergleicht man sodann diesen Wert mit den vier bereits gefundenen, 
so sieht man, welcher von diesen vier Werten geuommen werden mnfs. 
Es rednciert sich somit alles darauf, den Wert von M mit Hülfe 
der Gleichung TT' = MT" zu bestimmen. Wie man sieht, ist M 
gleich dem Koefficienten von p in dem entwickelten und auf die 
lineare Form gebrachten Produkt der Polynome: 

T^p+pTi + p"R^ -\-p"lf -\ ^p'^^'B'^ 

r=p + p'R^ + p'm + fli" ^ h p^''^Ii^^. 

Wir betrachten zuerst den Teil: 

p^ +i)'^Eä _|_ß"2JJ6 ^^"'^ß>> _] |_^,»XäJ^;,7^ 

in welchem man die Werte der Quadrate p^ = 2 +p", |»'^ = 2 + p™ 
u. s. w. zu substituieren hat. Da das allen diesen Quadraten gemein- 
same konstante Glied 2 dasselbe ist, wie —2p — 2p' , so ist der 

daraus entstehende Koefficient von p, welcher einen Teil von M bildet, 
der folgende: 

- 2 (I + K^ + 1;*^ + iJ» -( h !;■■''). 

Multipliciert man diese Gröfse mit 1 — R^, welches nicht Null ist 
(auch dann nicht, wenn man für It ein beliebiges Glied der Reihe 
B^, R\ B^ ... B'^ setzt), so erhält man als Produkt — 2(1 — .R"^") 
und dieses ist Null. Es kann daher dieser Teil in dem Werte von 
M vollständig weggelassen werden. 

Man braucht daher bei diesem ersten Teile des Prodnkte.s TT' 
nur das eine Glied j5^"'^E*^ = (2 -|- p) iJ*^ zu berücksichtigen, und 
dieses giebt für M das Glied B^' oder ff. 

Sind p" und p'' zwei aufeinanderfolgende Glieder des Systemes (1), 
so giebt es in dem Produkte TT' zwei Glieder 

p"p-(B^''+--\-B"+^''), 
welche wegen des in p"-p'^ enthaltenen Teiles pi für M die beiden 
Glieder ff" + '-|-ß''+^'' geben. Das Ergebnis alier dieser in ähnlicher 
Weise mit Hülfe des Systemes (1) gebildeten Glieder ist folgendes : 
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Fünfter Hiiuptteil, 






yyVJ 


• E« +iä" 


yXTinjjX . 


•B=» + 7i« 


l>«yT . 


■B»+B" 


ll''>l' . 


■WHK" 


yiyvm . 


.B'" + B" 


l»"/" ■ 


.B" + B» 


ji'i^n . 


■_E=' + Ji» 


yvmj,™ . 


■B»+ü" 


y>x" • 


.Ji»+J!» 


)i"¥' ■ 


.B'"+ü"« 


yxn,j,xv„. 


■Ü" + JJ" 


»^"p"- 


•E" + ii" 


ff^ . 


■iJ'> + -B", 


yXT.y . 


■W + iä» 


j,x,x^x,v. 


•B" + B». 


t^f^ . 


•W + -B", 


/P" 


■B" + S" 






yiXj^vm. 


.Ji» + Ü'> 


pXTjjVU . 


■ K"+J!"» 







Addiert man alle diese Potenzen von "R zu dem bereits gefundenen 
Gliede W', und vereinfacht mau die Exponenten mit Hülfe der Gleichung 
TJ^" = 1, so ergiebt sich: 

M= 3K^ + K' + .R* + K' +4^" 

(11) + 47;= + ü" + 4iJ" + 2ii'^ + 2ff-* 

Wird diese Gröfse mittelst der Gleichungen 

JJ'" = — 1, \^W-]r^ — ^'-\-W' 
noch weiter reduciert, so erhält mau scliliefslich: 

(12) JK' == — 5 R + 2iü' ~ 4 j;'* + 2Ü''. 



+ 27?' + T^ 



= 



603. 
Substituiert man in diese Formel die Werte; 
JR = cosf* + >/^n^sinfi, il7=H-(cos 6 + ]/— 1 sin 0), 
so ergeben sieh zur Bestimmung von die beiden Gleichungen: 

H^cos = 7 cos fi. + 2 cos iäft = — 5,481825109481 

n^ sin = - 3 — sin ^ = — 3,309016994375, 

und aus diesen folgt: 

0:=— 148«53'0", lS138ä97=^' — 4-'^- 
Man braucht übrigens nur die Formeln, welche und ^' liefern, 
zu vergleichen, um sich zu überzeugen, dafs die Gleichung 

nicht nur näherungs weise gilt, sondern in aller Strenge richtig ist. 

Kennt man 0, so giebt die Gleichung a" = Sro — ^ — 0: 

D,"=107»18' 18", 654060177. 
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ÄüdrersL'its hat man; 



"±1 



- 17" 18' 18", G54060177. 



Man sieht also, dals derjenige unter den vier oben angeführten 
Werten toii oj", welchen man als den dem für o genommenen Werte 
entsprechenden wählen mufs, der folgende ist: 

2 »" -i-&^ m^^^ 1 

Man hat auch für ra" den Ausdruck iu"=3« — S- — oderr 
o"= Za — & ~ »' -j-'l n. 
Sodann ergiebt sich uj^ aus der Gleichung T^ = ,„■ , nämlich: 

w^' = 2a"— *"= Gm — 2^ — 2»'- •*"+ a 
oder: 

G,v = Gra ^ 3* - 2»'+ 72° = 212" 10' 15", 764856654. 
Vermittelst der Winkel m" und «^ kennt man jetzt die Funk- 
tionen T" und T'^ und die zu ihnen invei'sen Funktionen T^^^ und 
rxm, Wir müssen also noch die Werte von P'', T^, r^"i, welche 
zugleich die Werte der inversen Funktionen 2'xiv^ j'xii („jj yx g^. 
geben, bestimmen. 

604. 
Den Wert von 2'^^ kann man aus den Gleichungen ^^'^'^ ^^ A^"^ T'-^, 
yixa ,_ „ ableiten, aus denen folgt: T^^^ = nA^^^, und somit: 

4ö)'^= 2*"'+ 2Äre oder 0)^^= y*i^+ y 7/jr, 

wo h einen der Werte 0, 1, 2, 3 besitzen mufs. 

Um diese Ungewifsheit zu heben, müssen wir wieder zur Glei- 
chung 2'T"'= NT^^' nnsre Zuflucht nehmen, in welcher N eine 
Funktion von B allein ist, die sich folgendermafsen ausdrücken läfst 

N = M^^cos (o + a" - 0)1^) + Y~~^ «i» (" + '«"' - '»"')]■ 
Findet man also auf direktem Wege: 

N = «"^(eos A + "|/— i sin A), 
so wird: a -f a"' — ra""=A oder: 

0)^ = cj + 0}'" — A. 
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Man hat also auch: ra + la" — h=\, &"' + y 7(jr, oder; 




A- »+«"•-{»"' -^i«-6»- 2» -,•>■-.; 9"- 


2 ''■ 


Ferncr ist: 




6o = |9 + |»'+ •»■" + 36», 




mithin: 




A — y (» + »■ + »'" - »"■) + 36«— j *«, 




oder in Zahlen ausgedrückt: 




A= 96»26'36", 133233051 - i*«. 





Der direkt berechnete Wert von 'N ist nichts anderes als der 
Koefficient von j> in dem Werte des entwickelten und auf die lineare 
Form gebrachten Produkts TT'". Auf demselben Wege, der uns zur 
Bestimmung des Koefficieuten M geführt hat, findet man aber: 

j - 10 (1 + j;= + ü'" -f B}'') 4- iJ'" 
(13) W= +2+4fi + 2Rä4-3J;ä-f-Jiii-f-iJS_|_32jB_{„3jj7_|_2ßs^3ß9 

Dieser Wert von 'M bleibt auch bestehen, wenn man für Ti, setzt 
^, R^, H",... bis fi". Dadurch würde sich _?f in N', N", i^"V..-Z^^"" 
verwandeln. Bei den Werten N, N", N^^,...N^'^''-'^^, deren Index 
gerade ist, kann man aber die Formel vereinfachen, indem man 
iJ'o = — 1 und l — R^+B'-B'''-\-B<' = Ö setzt. Dies giebt den 
reducierten Wert: 

(14) 7ff= — 2 + 4iJ + ß^ — Ä^ + 3/;" + nB\ 

Da es sich hier nur um den ersten Wert von JVhiindelt, welcher 
dem Werte R = cos ;* + ]/— 1 sin (t entspricht und welcher dar- 
gestellt wird durch n ^ (cos A + y~l sin A) , so erhält man nur Be- 
stimmung des Wertes von A die beiden folgenden Gleichungen: 

«'cos A =^ 4 cos ft - 4 cos 2.« — 2 cos 3ft = — 0,607412416904118 

n ' sin A = 2 -I- 8 sin ((, -I- 2 sin 4^ = 6,374248987589876. 

Ans diesen Cileichungen folgt: 

A = 95" 26' 36", 13324, 
mithin ist h = und lo-'^' = — 9-^^, oder näherungsweise: 
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ö)i^' = - 70" 40' 12", 3451426363. 
Man kann auch w^^' auf die Form bringen: 

welche in der allgemeinen Formel »'"'' = (»)( -|- l)cj + o^'"'* enthalten 
ist. Dabei bedeutet aW eine GrÖfae, welche nnr von den vier Winkeln 
&, &', &'", &^^ und von dem Winkel fi = 18" abhängt. 

Da der Wert von T^^ zugleich mit dem Werte von to^^ bekannt 
ist, so kennt man auch die inverae Funktion T^^^; überdies bestimmt 

dieser selbe Wert den von T^^ vermittelst der Gleichung: — j-^-=T^\ 
Denn da ra'^' = y^^''' '^*' ^° ^^* mau; 

yivs _ „(cos &'■'•' 4- y^i aiu &^'') = n^ A^'' 
und somit: 



Wir wufsten bereits, dal's i'^^ nur-^-n" oder ^m^ sein konnte; 
es bleibt dalier in Bezug auf die Bestimmung von '/'^^ keine üiige- 
wifsheit mehr übrig. 

605. 
Wir kommen jetzt zur Bestimmung der Funktionen 2"^^ und 
r'^™, die nebst den zu ihnen inversen Funktionen 2''*" und T^ allein 
noch zu bestimmen sind. 



yvi 


■ kann man aus der Gleichung yvis^ ^viyxjn^ 


ableiten: 


; dieselbe giebt: 


mithin: 


2(0^'^ = ^"^'i — 0)"^', oder 2aj^'i = »'''' — g>^' + 2%, 






Ebenso 


erhält man T™ aus der Gleichung 




2'vm. _ jviiiyxvji _ i*^—; 


dieselbe 


giebt die beiden Werte: 



<ö^'™ = -— ^ — , w^'^" = - — ^ Y % . 

um sodann zu entscheiden, welchen Wert man in jedem dieser 
Fälle nehmen nuifs, könnte man das gewöhnliche Verfahren in An- 
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infter Hauptteil. 



Wendung bringen^ welches darin besteht, dafs man mit Hülfe der 
Gleichungen TT""^ = P?™, TT""^ = ^f^™ die Gröfsen P und Q, 
welche Funktionen von M allein sind, ermittelt. Denn kennt man 
T und y", ao geben diese Gleichungen die Werte von T^' und 
3'^^'^ oder die Werte der Winkel ra^^ und ro^^^. 

Indessen bietet sich in diesem Falle ein einfacheres Hülfmittel 
dar, um zu dem gesuchten Resultate zu gelangen; und dieses Hiilfs- 
mittel, von dem man auch bei ähnlichen Fällen Gebrauch machen 
kann, bietet den Yoi-teil, dafs es eine neue Reihe von Sätzen 
über die Funktionen 'f liefert. 

GOG. 

Wir nehmen die Gleichung TT' = MT" wieder auf und setaeii 

voraus, dafs man in dieser Gleichung für R der Reihe nach JV, B^, 

ii*,... bis JJ" substituiere, wodurch sich M in JK ', M", M'",... M^"^^ 

verwandeln möge. Auf diese Weise bildet man. eine neue Reihe von 



Gleichungen, welche ebenso viele 


Sätze Uher die Funktionen T cl 


stellen, nämlich 








TT 


— MT" 


T»J" 


_ jifxyxn 


TT" 


— Jlf TT 




J1K1 r" 


= IP'T" 


T'T-i 


= M"y»>" 




jmaj.v 


— Jlfxiiyxvm 


y."jvii 


_ M"' T" 




j'jmj.vu 


_j|fxmy 


yiTyix 


_jUivyiiv 




j-xjryjx 


_JfI.TJ.„ 


(15) yvj-x. 


__J(V}.XV11 




yxv yii 


_j|,xi-yvji 


ynj.xin 


_ JV/"T 




J.IVIJ.XIJI 


= Jf ITI J'I 


jiviiyxT 


_J»v.i7.- 




./.xviiyiv 


_ J.fIVIIJ.IIIl 


Y.vjiij.xvn 


_ JfVIlIJ.Vl 




j-xvjij yx. 


11 _ j,pviii ,XVI, 


j'ixyxix 


_M"r"t 









Multipliciert man in der vorstehenden Reihe die beiden äiifsersten 
Gleichungen, sowie je zwei gleichweit von den Enden abstehende 
Gleichungen mit einander, so bieten die Produkte eine Eigen- 
schaft der Funktionen Jf dar, die derjenigen der Funktionen 
A analog ist, und die durch die folgenden Gleichungen ausgedrückt 
wird: 

Jedoch erstreckt sich diese Reihe nicht bis zu der Gleichung Ji^^^ = M, 
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welche unrichtig sein würde; vielmehr sieht man aus der zehnten 
Gleichung des Systems (15), dafs 

ist. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dafs ein beliebiges Glied 
der Reihe j]f, M', M",,.. dargestellt werden kann durch die Formel: 

Mf"'l=n'' {cos 0""> + y^^ sin e("'l)- 

In dem Falle m = haben wir bereits mit Hülfe der Formel (12) 

,|/ = rt2(<,03e+ V— Isin e), 0=#'— ~Ä_ 

gefunden. Ist m eine gerade Zahl, was hei den Gliedern M", M^^, 
My^, . . . stattfindet, so kann man ebenfalls mit Hülfe der Glei- 
chung (12) den zu M*"** gehörigen Winkel ©'""l berechnen, indem man 
in dieser Formel iJ"' + ^ oder iJ^'+^ für JJ setzt. Daraus ergeben sich 
die beiden Glcichungeu : 

w^cos 6'^" = — 5coM(2i+ l)fi + 2cos(C^ + 3)ft 
,^^-j -4cos(!0J + 5)ft + 2eos(18i + 9};i, 

»i^sin G'^'l = — 5 sin(2i + l)fi + 2 sin (6* + 3)^ 

— 4 sin(10i + 5)f( + 2sin (18 i + 9)f(. 
Um z. B. den Wert von Q" in der Formel 

M" = 5i^(cos e" + Y--^ sin 6") 
zu finden, setze man 2« = 2; dies gieht die beiden Gleichungen: 

n^ cos 0" = — -äcüs/i — 7 eosBft 

«^ sin 0" == o — sin 3,«. 

Vergleicht man diese Gleichungen mit denen, durch welche ö'^ 
bestimmt wird (Artikel 600), so erhält man: 

e" = *v + |^. 

Vim übensü den Wert von 0^'^ ku erhalten, welcher 

Jf V) _ „a (^,,0, 0VI + |/ :rr sin 0^0 
er£(iebt, mufs mau 2/= 6 setzen. Dann wird: 
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ß'^ cos 0^'^ = 2 CGSfi -{- 7 cos 3ft 

n'' sin 9^'^ = 'd — sin 3j(, 
mitiiin: 

Diesü beiden Kosultate werden uns dazu dienen, um die Lijsung 
unserer Aiifgbibc zu vervollstüncHgen. 

(307. 

Um KU den öleicbungen (15), welche ebeiisoviele neue Sätze 
über die Funktionen T darstellen, zurückzukehren, bemerken wir, dafs 
die Koeffieienten mit ungeradem Index M', M'", M^, . . ., welche ent- 
stehen, wenn man in M für JR der Reihe nach B^, R', B^, . . . sah- 
stituiert, aus der allgemeinen Formel (11), abernicht aus der redueiei'ten 
Formel (12), welche nur für die Koeffieienten mit geradem Index gilt, 
abgeleitet werden müssen. Denn die Gleichung S'" ^ — 1, deren 
Gültigkeit die Formel (12) voraussetzt, hört auf richtig zu sein, so- 
bald man B^, ü* oder allgemein E^' für E setzt, da J?^"' = + li 
aber nicht R'^' = — 1 ist. 

Um daher z, B. den Wert von M' zu erbalten, setze man in der 
Formel (11) B^ an die Stelle von B. Dadurch wird: 
,1/' = — 4 — 3B' - 2Ii' — 2Ii« 

w^ cos 0' ^ — 5 + cos 2,« 

n^ sin 0' = — 5 sin 2ji — 2 sin 4/i. 
Hieraus erhält man den genauen Wert: 

&==%■' — 72" = *' — 4jt, 
und dieser giebt: 

M: = n^ [cos {%■' - 4 fi.) + 1/- 1 sin (-&'— 4 jt)] . 
Mit diesem Werte von M' berechnet man direkt den Wert von T^ 
aus der Gleichung T T" = M' T'^' , und zwar erhält man: 

ra^ = Kl' + ro" — %■■ + 4fi, 
oder: 

öV = 6ra — ?,& — 2^' + 4^, 
ein Wert, welcher mit dorn schon oben gefundenen Werte 
(3,^ = 6<o — 20-— 2*' - &" + lOft 
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übere ins ti mint; denn setzt man beide einander gleich, so findet man 
9" = & -\- ß(i, und dies ist in der That der Werth von &". 

Naelidem wir aus den Gleichungen T^ = ÄT', TT' = MT' die 
beiden Reihen von Sätzen, welche in den Gleichungen (3) und (15) ent- 
halten sind, abgeleitet haben, wird man erkennen, dafs es leicht sein 
würde, eine Reihe von analogen Sätzen aus derGleichung TT"' = NT^'^ 
und vielen andern Gleichungen von derselben Art, wie z, B. aus 
TT" = BT", TP'' = IlT^,... abKuleiten. Diese Sätze aber, die 
so leicht zu vermehren sind, haben keinen Nutzen für den Zweck, 
den wir im Auge haben, d. h. für die Bestimmung der verschiedenen 
Polynome T, T T", ... als Funktionen der Wurzel R. Die kleine 
Anzahl von Anwendungen, die wir von der Reihe (15) und der Glei- 
chung TT'" == A'I'^^ gemacht haben, reicht nämlich für die in Rede 
stehende Bestimmung sowie für die allgenieiue Auflösung der Glei- 
chung X = für den Fall n = 41 aus. 



Mit Rücksicht auf den Wert Q" = »■>' -\- -^ jt, durch welchen 
il/" bestimmt wird, giebfc nämlich die dritte der Gleichungen (15) d.i. 
X" T^ ^ M" T'''^ den Winkel o."", durch welchen sich T"^^ be- 
stimmt, nämlich: 

öjviii = a>" + w^' — e" = 9öj — ?,%■ ~ •^%■' — &" + ;r — ^■^ 
oder: 

0,"^™ = Oiü -■ 4 * — ;ä*' — &'" + 144«. 

Ferner erhält man aus dem Werte 9^'^ = "ö" "^ — 0^= 162" — &"', 
durch welchen sich 3/''^ bestimmt, den Winkel ta^'^ mit Hülfe der 

aus der Reihe (15) entnommenen Gleichung T'"- = - xüi ^^ ' 

Es folgt hieraus: 

ravt = cj + Ki'^ -}- ©VI = 7w — 2'& — 2&' — &" — &'" + 2x — 18°, 

oder, wenn mau Sre wegläfst: 

(jvi = 7oj — 3& — 2Ö'' — *'" — 126". 
Diese Werte von w^'^ und ra^'" stimmen mit denen des Artikel 605 
überein, wenn man letztere in folgender Weise wählt: 



Übrigens wird bei diesen Gleichungen ein Unterschied von 2re oder 
einem Vielfachen von 2ji; für angesehen, da derselbe in der Lage 
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üea durcli sie auf dem Kreisiimfange bestimmten Piiulites Ifeiiie 
Änderung hervorbringt. 

609. 
Um alle Resultate der vorhergehenden Rechnungen auf einmal 
vor Äugen zu haben, stellen wir sie hier nochmale zusammeu: 
f + ^"' -i - 72° 



U) , 



„■ — » - 105"33'38",4667363 

„" _-a— »'+-J = 254"26'38",63811927 

„.'" — — 2»-»' - 270" 0'17",09485557 
n"" _ — J»— j9'-l»"'+,'e"'-j"— 174"33'40",96162252 

„y _ — 3» — 2»' + -''-"- — 146"26'55",73297484 

«" — — 3»-2»' — »"■— ~ — — 193"32'30",48132526 

o™ _~4a — 2»' — »"■ =. 38° 1', 7",97541104 

,/'"— 4.»-3»'-»"'— J^ — -119» 5'61",84320599. 

Substituiert man nuumelir die für ra, m\ m", . . . ra^'^" gefundenen 
Werte in die Formel 



10 




' 


_2io + «' 


— 


7»28' 5",134030238 


_ 3o + ■<'■ 


— 


107»18'18",654060177 


— 4» + »"■ 


_ 


73»49'10",449443446 


- D») + «"• 


_- 


- 70''40' 12",345142636 


= Gw + ß^ 


_-. 


. 147''49'44",236143346 


- 7» + «" 


_~ 


- 176"51'57",U0796477 


_8b + o'" 


- 


5'>38'64",684586793 


_ 9m + »"" 


— 


I59«29' 8",204(;i6731 



1 + H' 



"-(coSM + cusw'+cüSra"H |-cüs»^"'J'), 



so findet man, wenn man die Rechnung nur mit IlüH'e von sieben- 
stelligen Logaritlimentafeln ausführt; 

^ = 2cos79'>l'27",8. 
Dieser Wert ist sehr nahe gleich dem von 2 cos ■ Somit 

kennt man die Wurzel, welche durch die mittelst des ersten Wertes 
von (0 berechnete Formel genau dargestellt wird. 
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610. 
Um tlie andern Wurzeln zu erhalten, mufs man für to der Reihe 
nach ra + --"- , c + A^ , to + -^^- , . . . bis oj + -~ substituieren 
und dabei folgendes beachten: 

1) Bei jeder Substitution mul's das Glied )j% welches die Gröfse 
T^^ darstellt, sein Zeichen wechseln; denn die Reihe der Wurzeln j>, 
welche durch 

2 cos A, 2 cos Xg, 2 cos A(/% 2 cos Ig^, ..... 
wo g die primitive Wurzel von n bedeutet, dargestellt wird, giebt 
allgemein für 7'^-'*^ den Wert; 

2 cos A — 2 cos lg -\- 2 cos Ig'^ — 2 cos A/ ^ 

Derselbe wechselt aber sein Zeichen, wenn das erste Glied 2 cos A 
durch das folgende 2 cos Ag ersetzt wird. 

2) Wenn man ca um das Vielfache hji oder h--^ vermehrt, mufs 
man zu gleicher Zeit m um 2Ap, c-y" um 37*;*, m'" um 4hft u. s. w. 
vermehren, wie man aus den soeben ai^egebenen Gleichungen {A) 
unmittelbar erkennt. 

Führt man hiernach die Rechnung durch, indem man ra um 18" 
vermehrt d. h. ra den neuen Wert 

m = - 31" 2' 46", GG.. . 
beilegt und die andern Winkel m, ro", .. .ra^"^ in dem angegebenen 
Verhältnis vergröfsert, so giebt die Formel, in welcher man überdies 



das Vorzeichen des alleinstehenden Gliedes n^ zu ändern hat, als 
Resultat den Wert von 2 cos ^ ■ Ich bemerke aber, dafs in der 
Reihe der durch die primitive Wurzel ^ = 13 bestimmten Wurzeln 
die Wurzel 2 cos der Wurzel 2 cos — ■■ vorangeht. Daraus 

folgt, dafs, wenn man nach einander to -\- (i, m -j- 2ft, oj -{- 3;t, . . . 
fflr (0 substituiert, diese Substitutionen sämtliche Wurzeln der ge- 
gebenen Gleichung in derjenigen Reihenfolge liefern, -welche der durch 
die primitive Wurzel g=i3 bestimmten gerade entgegengesetzt ist. 
Diesem Werte von g zufolge würde man, wenn man von der Wurzel 
jj = 2 cos -jp ausgeht, die Reihe der Wurzeln p, p', p", ... in folgen- 
der Anordnung erhalten; 
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,! -2 cos ff-, 


I>" 


-2cosJ»f 


." =2co.i\^, 


!'^' 


, Ö" 




pi'i 


' = 2 eo3 -— 




yXl 


-2-1- 


lJ>^"'-2cos^j 


^XI 


'=2»„,^ 


^)An ;^2eoa —TT-, 


yX. 


.._2cos — 


XIX 1 '^87^ 






» --"'"-41 ■ 







j/ = 2 cos 
ji'" ^ 2 cos - 
j)^^ =2 cos - 

i)^" =2cos- 

jö^^" =2coa- 

^xviii = 2 cos - 

Die Formel giebt also, wenn man von dem ersten Glieds 2 cos -7-,-, 
welches man immer mit p bezeichnen kann, ausgeht, die Glieder 
derselben Reihe in umgekehrter Reihenfolge, so t^afs man der Reihe 
nach erhält: 

2cos-'fj"_--4+|^+"j,-[cosa. + cos(2u + »') + oos(3,» + 

+ C0s(4(» + O + -'+"s(9"> + «™)] 
2"S^ = - 2^ — -J^+^[cos(ib + ,u) + cos(2o + 2(i + b') 

+ ™(3,» + 3^ + + --- 
+ cos(9m + 9^ + n"=)] 

2cos^ — i + -;;'+!|i[oos(o + 2rt + "»(2» + 4(. + «') 

+ cos(3«> + 6^ + o")+--- 

+ cos(9o+18,» + «»'")] 

Allgemein kann eine beliebige Wurzel 2 cos durch die Formel 

dargestellt werden: 

, 'liit 

£ COS - 



"an "r 



-Lcüsfi + cos(2fi + ß') 

+ co3(3Q + u") + cos(4ß + O 
+ cos (50 + «!■*') + cos(6Q + «^) 
+ cos (7ß + ft^O + cos (8Q + a™) 
+ coa(9Q + «™i)]. 
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Hierin ist fi = o -|- mp und m + 1 giebt an, die wievielste Stelle 
2i in der Reihe 18, 14, 20, . , . einnimmt, wie aus folgendem Schema 
zu ersehen iat: 

2i = 18,14,20,30,4;6,32,34,10,26; 2, 38, 16, 24, 36; 28, 40, 22, 8,12; 

m= 0, 1, 2, 3, 4; 5, 6, 1, 8, 9; 10, 11, 12,13, 14; 15, 16,17, 18, 19. 

Süll z. B. die Formel den Wert von 2 cos — ^ darstellen, so 

~\- JT setaen. Hierdurch 



mufs man m = 10 und Q ^ o) -j- 10;i 
ergiebt Mich das folgende Resultat: 






+ cos (4<a + «'") cos (9 ra -f «™')]. 

Diese verschiedenen Beispiele, für welche wir die Rechnungen 
mit der ganzen erforderlichen Ausführlichkeit angegeben haben 
heweisen, dafs es stets möglich ist, eine allgemeine Formel 
zu finden, welche alle Wurzeln der Gleichung iu p enthält 
und nach Belieben irgend eine derselben liefert. Aus diesen Wurzeln 
kann man dann auch alle Wurzeln der Gleichung X ^Ü finden, 
wenn n eine beliebige Primzahl ist. 

611. 
Viertes Beispiel, n = 17, k = 8. 
Obgleich die Auflösung dieses Beispiels bereits in Artikel 535 
gegeben worden ist, dürfte es doch nicht unnütalich sein zu zeigen, 
wie unsere neue Methode zu einer allgemeinen Formel fährt, welche 
in der einfachsten Form sämthche Wurzeln der aufzulösenden Glei- 
chung enthält. Diese Gleichung lautet; 

= j)** -\-p' — lif ^- Gp" + löp" -\- lOy — 10%^ — 4j) + 1, 
und wir nehmen wie gewöhnlich an, dafs ihre Wurzeln J5,j7',p",.--i'''" 
seien. Nimmt man den Wert 3 = 3 als primitive Wurzel von 17, 
so bezeichnen diese Wurzeln die acht Perioden von zwei Gliedern 
(2:1), (2:^'), {2:g^),...{2--g''), und müssen dieselben daher iu der 
folgenden Reihenfolge angeordnet werden: 

p = yl -|- j— i j ßiv ,^= ,■* _j_ ^— * 

^' = r^ -|- r~^ , p^ ^ r'-' -\- r~^ 

p" = r* + r~^ , f''^ == r^ + t—^ 

p"'=r'' + r-' , i>™= r^ + »'~^. 
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Mit Rückeiclit auf die Anwendungen, welche wir davon zu machen 
haben, können wir diese nämlichen Wurzeln auch nach der Reihen- 
folge der Exponenten von r ordnen, wie fol^t: 

pvi_,.s ^ j.-a^ j,vn_ ,.«_[, r-« 

^)IV = yi _j_ ,.-1 ^ p" == ^S _j_ ^-B_ 

612. 

Wir setKen wie gewöhnlich: 

T-i,+ p'M + p"E' + irit' + ■■'+ i,-"'B', 
wo It eine imaginäre Wurzel der Gleichung R^ — 1=0 bedeutet, . 
und zwar soll diese Wurzel derart gewählt sein, dafs sie mittelst 
ihrer aufeinanderfolgenden Potenzen alle Wurzeln eben dieser Glei- 
chung giebt. Derart ist z. B. die Wurzel li '= cos fi -j- V — 1 sin jt, 
wenn man ft = —^ ^ 45° setzt. 

Ebenso bezeichnen wir durch T, T", T", T^^, T'^, T'^^ die. 
jenigen Funktionen, in welche T übergeht, wenn man iu ihr der 
Reihe nach JR^ B?, Ii\ J?^ I^, W für B, setzt. 

Wir haben nun allgemein gesehen, dafs die GrSfse A in der 
Gleichung T^ ^ AT' eine Funktion von B. allein und unabhängig 
von den Wurzeln p sein mufs , und dafs somit A gleich dem Koef- 
hcienten von p in dem entwickelten und auf die lineare Form 
Ap + Bp -\- Cp" -[-■■■ gebrachten Werte des Quadrates T^ ist. 

In dieser Entwicklung müssen wir zuerst den Teil 

p'+p''B''-\-p"Ui^+2'""'^^+P^^'^''+P^'^'''-i'P^"^''-\-p''"'ii'^ 
betrachten und in demselben die Werte jp^ = 2 +J3^^, p'^ = 2 -\-p, 
p'"^ = 2 4- i»'; ■ ■ ■ substituieren. Da das in jedem dieser Glieder vor- 
kommende konstante Glied 2 gleichwertig ist mit- — 22»- — 2p' — 2p" — ■-, 
so ist ersichtlich, dafs die aus diesem ersten Teil der Entwicklung 
von T^ herrührenden Glieder von A die folgenden sind: 

— 2(1 + Ü^ + B* + Ji« H \-B'^) + B*. 

Der zweite Teil der Entwicklung von T'^ besteht aus einer Reihe 
von Gliedern von der Form 2j}''p''Ii'''^''', von diesen Gliedern aber 
brauchen wir nur die in Betracht zu ziehen, in denen das Produkt 
p''j)* die Wurzel p enthält, und wie aus dem System (1) zu ersehen 
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ist, giebt es nur sieben solcher Produkte, welche c!iese Beiiingung 
erfilUen, näinlich: 

pp^^, p^^p, p'p^'', P^^P^, p'^'p^^^, p^'^^p", p"p"- 
Jedes Produkt ^''p" giebt an A den Koeffleienten 2Ü''+'' ab, und 
die Summe dieser Koeffleienten giebt in dem Wette von A den Teil: 

2ß« + 2iJ^ + 2R^ + 2iJ» + 2R'^ + 21?" + 2fi'". 
Vereinigt man also diese beiden Teile, so erhält man den vollstän- 
digen Wert von A, nämlich: 

r-n {-2(l-\-B' + Ii'-\-It'^ + Il' + B"'-\-Il''-\~B»)-\-IV 

'•--' ( _j- 4fl'' + 2R' + 27i' + 2Ii'> + 2R"' + 2B'\ 

CJ3. 
Aus dem Vorhergehenden weifs man, daTs man nicht blofs den 
Wert von A, sondern auch die Gröfsen A', A", A"', . . , A^^ kennen 
niufs, welche aus A dadurch, dafs man R^, R^, R?; . . . R? an die 
Stelle von B setzt, also nach demselben Gesetze entstehen, nach 
welchem die Funktionen T, T", T",.. T^'^ aus T hervorgehen. Man 
mufe daher die Formel (2) als Repräsentant von sieben verschiedenen 
G-röfsen A, A', A", . . . A^^ ansehen, welche aus den angegebenen Sub- 
stitutionen entspringen. Hinsichtlich aller dieser Gröfsen, mit alleiniger 
Ausnahme von A'", kann man aber den Teil 

— 2 (1 + i^ä + K* -^ H -K") 

gleich Null setzen, weil dieser Teil mit 1 — R^ (welches nur ver- 
schwindet, wenn man, um A"' zu erhalten, Rf' für R setzt) multi- 
plieiert zum Produkte — 2 (1 — B"^) = giebt. Mithin reduciert 
sich der Wert von A in allen Fällen, um welche es sich handelt 
(den Fall von A'" allein ausgenommen), auf die einfache Form: 

A = R'+ 4R^ + 27;" + 2R' + 2R'' ~\- 2R^" + 2B'^ 
Wird diese von neuem mittelst der Gleichung Jf ^ 1 oder, jiach 
Ausschliefsung der Wurzel 7i=l, mittelst der Gleichung 

= 1 + j; -I- 7i^ H \.R'' 

reduciert, so erhält man: 

(3) A=^ — 2 — 2R' -f W- + 2RK 

Diese sehr eini^ache Formel wird uns der Reihe nach die Werte 
von A, Ä, A", A^^, A^ und A"^"^ liefern. Was den Wert von A'" 
angeht, so mufs derselbe unmittelbar aus der Formel (2) abgeleitet 
werden, indem man Ji* d.i. — 1 an die Stelle von R setzt; denn die 
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Gleichung = 1 ~ If^^il — &)(l-\-li*) kann nur bestehen, wenn 
maiifi'' = — 1 annimmt, rla nicht J?* = 1 sein kann. Setzt man also 
— 1 für Ti in die Gleichung (2) ein, so erhält man: 

A"' = — 17 n, 

und dies stimmt mit der hei den andern Beispielen entwickelten 
Theorie flberein, 

Ol 4. 
Setat man jetzt in die Formel (3) die Werte 

Ä = w^(eos ■9' -|- "[Z— 1 sin-Ö') , Tf = cos jt +1^~ 1 sinft 
ein, so erhält man zur Bestimmang von & die beiden Gleichungen; 

/1-. n''^ cos Ö' = — 2 — 2cos Sfi -\- cos ifi -\- 2 cos 5^ 

« ^ sin 9- = — 2 sin 3 fi -|- sin 4 ft + 2 sin 5 /(. 

h'ür (i = — ^ = 45*' wird hieraus: 

n^cos» = — 3, n^siu = — 2 )/2, 
und aus diesen ergiebt sich der angenäherte Wert: 
^ = — 136''41'10",12. 
Um den Wert von *', durch welchen sich der von Ä bestimmt, 
zu erhalten, braucht man nur in den Gleichungen (4) 2(t für jt zu 
setzen; es kommt dies auf dasselbe hinaus, als ob man in den Glei- 
chungen (3) R^ für B setzte. Auf diese Weise folgt: 

n^cos&' = 2 ^ 2 cos 6(1 + cos 8,« + 2 cos lOft = — 1 

w"^""s;nÖ-'= — 2sin6ft +aiu8f( +2sinl0ft= 4. 
Hieraus erhält man: 

^' = 104" 2' 10", 48. 
Um &" zu erhalten, setzt man analog in den Gleichungen (4) 
3/i. für (i. Dadurch ergiebt sich: 

)i^cos*" = — 2 — 2cos9;t + cos 12/i. + 2coslö^ = — 3 

»"^sin *" = — 2 sin !) jt + sin 12f( + 2sin lyji = — 2 ^2. 

Folglich: 

*" = ^ = _136"41'10",12. 
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Da, wir bereits &'", welches den Ausnahmefall bildet, bestimmt haben, 
so brauchen wir nicht weiter zu gehen, weil man von vornherein 
weifs, dafa A" A^''' = n, A'A^ = n, AA^'^ == n sein und man somit 
S-tv = _ Q." = _ ö', ö'^ = — »', e-^i = — a- finden mufs. Man 
würde dies auch leicht aus den Gleichungen (4) ableiten können. 
Denn um z. B, S^'^ zu erhalten, mufs man in den Gleichungen (4) 
£>(i für fi setzen, wodurch sich ergiebt; 

n^cosS^^ = — 2 ~ 2cos 15(i + cos20ft + 2cos 25ft = — 3 

w^sin 0^^ = - 2 sin 15ft + sin 20^ + 2 sin 2ä{i = 2 ^S^ 

mithin ^^^ = — »". 

Ebenso erhält man, wenn man 6ft an die Stelle von ji setzt: 

w^cosS-^' = — 2^2cos 18fi -{-cos24fi-\- 2 cos 30 ;i^ — 1 

M^sin S-^ = — 2 sin 1 8 fi + sin 24ft + 2 sin 30 ft = — 4 , 

mithin &^^—&'. 

Endlich würde man d-^'^ ^= ^ &■ linden. Dies ist eine neue Be- 
stätigung der bekannten Eigenschaften der GrÖfaen A. 

615. 
Wir gehen jetzt über zur Bestimmung der Gröfsen T. Zu 
dem Zwecke haben wir die Reihe von Gleichungen: 

T' ^AT , T'^ =A'T"\ r'ä = ^"yv 
(5) T"-' = Ä" r ^" , T^'"' = ^"" r, T"-'^ = A^ T", 

rvi3=,^vxrv 

Zu diesen kann mau noch die beiden Reihen hinzufügen: 
n = Tl""- = TT'' = r'T'^ = r"= 
(^) n = AA"' = ÄA"" = ^"^i\ 

Mitteist der Gleichungen (5) beweist man zunächst die Gleichung 
T^ = n^A?A'; aus dieser folgt, wenn man wie gewöhnlich 

T = n''' (cos w -|- |/ — 1 sin m) 
setzt: 
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ICennt man 03 uud demiiLicIi auch T, so wird T' = —j-, also: 

c' = 2 w — 3- = 52" r 5", 24. 
Sodann giebt die Gleicliung T'" = ., : 

0)"' = So' — 0' = 4w — 2.9- — &■ = 0. 

Dieser Wert lehrt, dafs T'" = li^ sei. Die Gleichung T""^ ==^ Ä" T^"^, 
in welcher Ä" = ^ n und 1'^'" ^ — 1 ist, würde T'"^ ^ n, und 
somit T"' = + )/w geben. Die üngowirsheit in Bezug auf das Vor- 
zeichen wird also durch den Wert von <»" beseitigt; denn hier- 
durch hat man T"' = -[- "j/m. 

Wir kennen also jetzt T uud T' und die zu ihnen inversen 
Funktionen T"^ und 2'^; wir haben daher nur noch die Funktion 
T'\ aus der sieh zugleich die Funktion T^^' ergiebt, zu bestimmen. 
Dazu haben wir die Gleichung 2"'^ = .4'T^ =^ — =^— , aus der sich 
ergiebt: 

2(o" = %■" — a oder = %" — a -\- 27t. 

Mithin kann der Wert von 0" nur einer der beiden Werte sein: 
" _ -fr"— m ' .._ ^'^—_^_ I 

oder in Zahlen ausgedruckt: 

w" = — 94^21' 7", GS 
ra" = 85*' 38' Ö2", 32. 

(il6. 
um von vornherein zu entscheiden, welchen von diesen beiden 
Werten man nehmen müsse, damit er dem Werte von & entspreche, 
müssen wir von der Gleichung TT' := MT" Gebrauch macheu, in 
welcher M eine Funktion von li allein sein mufs. Wie man sieht, 
ist M der Koeffleient von p in dem entwickelten und auf die hneare 
Form gebrachten Produkte TT. Nach der Methode, von welcher 
wir bereits mehrere Beispiele gegeben haben, findet man aber: 

ilf = 2 -f 3fi + fi^ + B* + Bm + iR'^ + It\ 
und dieser Wert reduciert sich der Gleichung iJ* = — 1 zufolge auf 
die sehr einfache Form: 

M=l - 4 Ii\ 
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Setzt man also: 

M = '«^"(cos0+ l/— 1 siEe) und i^ = cosft + V^^ sinft, 
so erhiilt man znr Bestimmung von Ö die beiden Gleichungen: 

nJcos e = 1 -- 4 cos 2jt --= 1 

w^ sin = — 4 sin 2(1 = — 4. 
(!)ben hatten wir aber gefunden: 

n^ cos -&' = — 1, n'-' sin -&' = 4, 
mithin ist: 

= ,t' _ 71. 

Hiernach erliiilt man aus der Gleichung TT' == MT": 
ö" = o + flj' — = w + w' — 0' + ?r 
oder: 

c" = So, — ^ — &■ + ir = ^— +jr. 

Somit sieht man, (laTs der zweite der oben gefundenen beiden Werte 
gelten mufs, iiämüch: 

c" = ;5ra — i} — »'-^n = 85''38'52",32. 
Bildet man jetzt die Summe der drei Gröfsen T, T' T" und der 
drei inversen l"^', T^', T^'*', und addiert man zu dieser Summe 

T"' = n'' und 2'^'" = — 1, so erhält man die Formel: 

i^ = — Y + -g- + -g- (cos ra + cos o + cos oj ). 

Bereclinet mau diese Formel mit Hülfe der für a, ci , <a" gefundenen 
Werte, so findet man; 

\p-= cos -^ = 0, 03247223. 
Dieser Cosinus unterscheidet sieh nur wenig von dem wahren Werte 
von cos -|^, welcher 0,93247217 ist. Man erkennt hieraus, dafs 
die mit Hülfe der streng richtigen Werte von & und %■' berechnete 
Formel den genauen Wert von 2 cos -r^ ergeben würde. 

617. 
Setzt man in der Formel to-J-^ oder ^-{-Ai)'' an die Stelle von a, so 
mufs man to um 90" und ra" um 135" vormehren, wodurch sich ergieht: 

Legoiidi-i!, ZoMoiilliomlo II, 21 
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m = 2"39'57",Ö6 
m = 142" 1' 5", 24 
w"=- 220° 38' 52", 32. 

Hieraus folgt; 2n'(eo& m -\- cosm' -{- cos a") 

Bei diesem zweiten Werte von to mufs man n^ mit 
dem Zeichen — nelimen und demgemäfs von der 
vorstehenden Gfröfse 



= - 4,5190484. 



-5,1231055 



1 +K^ =5, 1231055 
abziehen; dies giebtfUr den zweiten Wert von ^p: ^0,60203462. 

Dieses ist aber sehr uahe der Cosinus von — — -- . Vermehrt man 
also cj um (t, so folgt aui' die Wury.el p, welche cos war, die 

Wurzel 2 cos " ■ . Ordnet man aber die Wurzeln p, p', p'^-p""^ 
nach der durch die primitive Wurzel ^ = 3 bestimmten Reihen- 
folge, und bringt man dieselben dann auf die Form 2 eoa --- , so 
sind dieselben: 
p ==2cos^^, p =2cos^^, p =2cos^^, 1) =2eüs ^^ 

i>i^ = 2cos-^, i)^'=2coa Y^^-, ji^'i=2cos^, i>^'"= 2cos-^- 

Man sieht also, dafs man, um von irgend einem Gliede dieser Reihe 
zu dem vorhergehenden Gliede überzugehen, gleichzeitig w um }i, 

(0 um 2(t, ö" um 3(i zu vermehren imd das Vorzeichen von n^ 
zu ändern hat. Man erhält daher alle Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung, aber in einer Reihenfolge, welche die umgekehrte ist, wie die 
durch die primitive Wurzel ^ = 3 bestimmte. 

Man würde diese letztere Reihenfolge erhalten, wenn man ra um 
^, a um 2^, <a" um 3(t verminderte. 



618. 






Hiernach erhalten wir die allgeu 


miiio Ft 


.riiieli 


cos ^^ 






'-t^J™""+ ^f [coK» m 


,«)+« 


,s(3ai-2iJip~») 


H-cos(3w- 


-3in.il- 


-»-»■ + »)!■ 
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§5, Verfahren, um zuv allgem, Auflüaung der Gleichung X = zu gelangen. -523 

In derselben giebt die Zahl m -j- 1 an, an der wievielsten Stelle sieb 
die Zahl 2i in der Reihe 

2, 6, 16, 14, 8, 10, 4, 12 
befindet. Man kann auch sagen, die Zahl m leite sich aus der Zahl i 
mittelst der Bedingung her, dafs 3™ + « durch 17 teilbar sei. 

Die gegebenen Gröfsen, welche in unserer allgemeinen Formel 
vorkommen, reducieren sich auf die beiden einzigen Winkel & und &', 
welche durch die Gluicbungen 



eo..=-^,,. 


)/l7 


eosi>'^-- ' , .i 

KIT 




bestimmt werden. Denn mit Hülfe 


dieser Winkel, welche sich 


geometrisch konstruieren lassen, kann 


man auch die dritte gegebene 


Gröfse o = _!A+A konstruieren. Man kann demnach mittelst unsrer 


Formel die verschiedenen Werte von cos 


—7^- geometrisch konstruieren. 



Hierdurch wird alles das bestätigt, was wiederholen tlich über die 
Teilung des Kreis um fange s in 17 gleiche Teile gesagt worden ist. 
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Seclister Hauptteil. 
Beweis verscliii'deiier Sätze uns der iiiilit^ötiinniten Änalysis. 

§ t. 

Es wird die Aufgabe gestellt, eine gegebene Zahl in vier ftuadrate 

zu zerlegen, derart, dafs die Summe ihrer positiv genommenen 

Wurzeln gleich einer gegebenen Zahl ist. 

()19. 
Die Aufgabe besteht allgemehi darin, den beiden Glei- 
chungen 

"-»" + '■ + «' + '' 

^ ' s _ s +,+,.+ ,., 

in welchen a imd h gegebene Zahlen sind und die vier Wurzeln 
s, t, u, V positiv vorausgesetzt werden, Gfetiüge zu leisten. 

Zunächst bemerken wir, dafs, weil X' -\- x stets eine gerade Zahl 
ist, auch a-\-h eine gerade Zahl sein mufs, und dafs somit die 
gegebenen Zahlen a und h von derselben Art d. h. entweder 
beide gerade oder beide ungerade sein müssen. 

Wenn femer die vier Zahlen s, t, ti, v einander gleich wären, 
so würde o = 4s^, i = 4s, also h = ~\/Aa sein, nnd wenn von diesen 
vier Zahlen drei gleich Nnll wären, so würde man a == s^, 6 = s, 
also h = "|/ß haben. Mitliin mufs allgemein fi stets zwischen den 
Grenzen ]/« und V'ia enthalten sein. 

Diese Bedingungen sind nicht die einzigen, welche stattfinden 
müssen, wenn die Aufgabe möglich sein soll. Bevor wir dieselbe 
jedoch in ihrer ganzen Allgemeinheit betrachten, wollen wir zu- 
nächst den Fall untersuchen, wo eine der Zahlen s, t, ti, v 
gleich Null ist. 
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§ 1. Ein Prubleia der uubu stimmten AniUysis. 325 

620. 
In diesem Falle haben wir die Gleichungen aufzulösen: 

« = <> + .■ + .' 

^ ^ h = t -{-u +v, 

und die Bedingungen dafür, dafa dies möglich sei, sind folgende: 

Erstens: Es darf a nicht von der Form 4*(8)i-|- 7) sein; denn 
man weifs, dafs keine Zahl von dieser Form gleich der Summe von 
drei Quadraten ist. 

Zweitens; Die Zahl b mol's stets von derselben Art wie a sein; 
ferner aber mufs, in diesem Falle, 6 zwischen den Grenzen ya und 
Ydä liegen. Denn wenn die drei Zahlen t, ii, v einander gleich 
wären, so würde a ^ 'di^, h ^ fit, also 6 = 'j/3« sein: dies ist dei' 
gröfste Wert von b; der kleinste Wert ist, wie im allgemeinen Falle, 

Nachdem dieses festgestellt ist, mufa wenigstens eine der drei 
Zahlen t, u, v von derselben Art wie a sein. Ist t diese Zahl, so 
müssen die beiden andern u und v alle beide gerade oder alle beide 
ungerade sein. Setzt mau also: 

« + ,,_2j,, ..-»-35, 
also: 

«=J' + g, v=p— q, i^h — 2p, 
so hat man nur noch die Gleichung 

o - (6 - 2i,)' + (p + qf + (l) - 5)', 
oder die folgende 

-'-2—- = (3ji - »)' + 3ä= 
ZU befriedigen. 

Hieraus sieht man, dafs die dritte, für die Möglichkeit der 
Lösung erforderliche Bedingung die ist, dafs sich die Zahl — ^ — 
auf die Form x^-\-^i/ bringen lassen mufs. Dies findet statt, wenn 
— — — nur einfache Faktoren von der Form 6w + 1 besitzt, zu 
denen noch der Faktor 3 hinzutreten kann, wenn h durch 3 teilbar 
ist, und der Faktor 4, wenn a die Form 8k-|-3 besitzt, oder wenn. 
a durch 4' teilbar ist, in welchem Falle h durch 2* teilbar sein mufs. 



lat man daher: 
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326 

so folgt hieraus: 






und wenn die Werte t = h — 2p, u= p -^ q, v = p — q alle drei 
positiv sind, so hat man in ihnen die Lösuiig der Gleichungen (2), 

621. 

Erstes Beispiel, 

Ist a = 678, h = 40, so sind die beiden ersten Bedingungen 

erfüllt. Ferner hat man y (3a ^ — Ji^) = 217 = 7 -31, und da die 

Faktoren 7 und 13 von der Form 6)ä + 1 sind, so ist auch die dritte 

Bedingung erfüllt. 

Wir haben also nur noch 7-31 auf die Form /'^ -\- ^g^ zii bringen, 
uöd dies läfst sich auf zweierlei Weise ausführen, einmal mittelst der 
Werte /"= 5, g = 8, sodann mit Hülfe der Werte f= 13, </ = 4. 
Da man nun in beiden Fällen positive Werte für die unbestimmten 
Gröfsen t, u, v findet, so ergeben sich daraos die beiden Lösungen: 
678 = 10^ + 23^ + V 678 = 22^ + 13^ + 5^ 

40 = 10+23+7 40 = 22 + 13 + 5. 

Zweites Beispiel. 
Ist a = 8003, J} = 121, so sind die beiden ersten Bedingungen 
erfüllt. Die dritte ist ebenfalls erfüllt, da y (3a~fo^) = 4684 = 4. 1171 
und 1171 eine Primzahl von der Form 6)*+ 1 ist. Diese letztere 
Zahl läfst sich auf die Form 32^ + 3-7^ bringen, und nimmt mit 4 
oder 1^ + 3-1^ multipliciert die beiden Formen 53^ + 3-25^ und 
11^ + 3-39^ an. Diese beideji Formen führen indessen nur zu einer 
einzigen Lösung, welche lautet; 

8003 = 83^ + 33' + 5^ 
121 = 83 +33 +5. 

623. 
Mittelst der vorhergehenden Formeln kann man in vielen Fällen 
nicht nur eine gegebene Zahl, welche nicht von der Form 4*(8w + 7) 
ist, in drei Quadrate zerlegen, sondern auch bewirken, dal's die Summe 
der Wurzeln dieser Quadrate gleich einer gegebenen Zahl ist. 
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Will man eine gegebene Zahl N in drei Trigonal zahlen, deren 
Grundzahlen zusammengenommen eine gegebene Zahl c ergeben, zer- 
lügen, Bo muls man den beiden Gleichungen 

Genüge Iciaten. Offenbar ist aber diese Aufgabe in der soeben ge- 
lösten enthalten. Man mufs nämlich « = 8-ZV"+3, i = 2c + 3 setzen 
und erhält, nachdem man die Werte von t, n, v gefunden hat, die 

.. ,. , t-1 «-1 v-i 
von X, y, s, namlieh x = — - — , y = — ^ — t ^ '^ — ä 

Ist z. B. jV=1000 und c = 59, so hat man ([ = 8003 und 
h = 121, und hieraus ergiebt eich nach dem zweiten Beispiel «=41, 
y = 16, 3 = 2. Man hat nämlich; 

59 = 41 + 16 + 2. 

624. 

Wir gehen jetzt zur allgemeinen Auflösung der Glei- 
chungen (1) über. Dieselben ergeben zunächst das folgende be- 
merkenswerte Resultat: 

ia-V-{a + t-u~v)' +{s + »- !-■•)' + {s + v-t-uf, 
aus welchem man erkennt, dafs 4a — 6^ in drei Quadrate zerlegbar 
sein mufs, und dafs somit eine notwendige Bedingung für die Mög- 
lichkeit der Aufgabe die ist, dafs 4a ~ i^ nicht von der Form 
4*(8ji + 7) sein darf. 

Ist 4ß — ö^ nicht von dieser Form, so ist es stets auf eine oder 
mehrere Arten möglich, der Gleichung 

4a — 6^ ^ 3!^ 4^ J/^ + ^^ 
zu genügen. Man kann daher x, y, s als bekannt ansehen und er- 
hält, wenn man annimmt, dafs s, i, u, v ebenso wie x, y, z ihrer 
Gröfse nach geordnet seien, zur Bestimmung von S, t, u, v die vier 
Gleichungen: 

., + t+« + ,~i 

«-!-(—» — » — « 

s + „_(_„_ j, 
S + » — 1 - 11 - + s. 
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In der letzten Gleichung ist +S geschrieben worden, weil es 
trotz der Voraussetzung s> t> u> v doch nicht immer zutrifft, dafs 
die Summe s -\- v grijfser wäre als t + u. 

Nun mßssen die aus den vorstehenden Gleichungen sich ergehen- 
den Werte von s, t, u, v positiv sein, da sonst die Aufgabe nur 
uneigentlich gelöst wäre. Diese Bedingung läfst sich aber stets er- 
füllen, wenn man den Wert von b passend beschränkt. Um dies zu 
zeigen, müssen wir nach einander die Falle untersuchen, in denen 
a und h ungerade, oder u und h gerade sind. 



Erster Fall: a «nd h sind ungerade. 
In diesem Falle ist 4a — h^ von der Form Sr* -f- ■"'; mau kann 
somit stets der Gleichung genügen: 

4a — h^ = x^ -j- y^ -\-- s^, 
in welcher x^ -\- y^ -\- s^ eine der trinäreu Formen der Zahl 4a — li 
bezeichnet. Sodann leitet man aus den Gleichungen des vorigen 
Artikels die folgenden Werte der Unbestimmten s, t, u, v ab: 

i 

(4) ' 



Da die Zahlen i, x, y, 2 sämtlich ungerade sind, so mufs die eine 
der beiden Zahlen h -^ x -\- y -\' s, h -\- x -\- y — z von der Form 4n, 
die andere von der Form 4n -f- 2 sein. Wenn man daher in dem 
Ausdrucke für s das Vorzeichen von s passend wühlt, so erhält man 
als Wert von s eine ganze Zahl, und daraus ergeben sich sodann 
auch ganzzahlige Werte für die anderen unbestimmten Gröfaen. Man 
sieht hieraus, dafs nur eins von den beiden Vorzeichen von s an- 
gewendet werden darf, und dafs es somit für jede trinäre Form von 
4« — W nur eine Lösung giebt. 

Weil "wir a; > y > s vorausgesetzt haben, so ist nunmehr klar, 
dafs die Werte von s, f, m, v stets positiv sein werden, wenn der 
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Wert von v im ungiinatigsteü Falle positiv ist, d, li. im Falle man hat: 

'--:'„s>0 oder i---r_»z:i>o. 

Dazu reicht es aus, dafs a; + j/ + s<6-|-4 ist; denn es mufs 
iti dem in Rede stehenden Falle stets h — x ^ ij — s durch 4 teilbar 
sein. Zufolge der Gleichung: Aa — ¥ = X^ -\- y^ -\- S^ hat man aber; 

und setzt man (^ -|" 4-)^ = 3(4ß — 6^), so ergiebt sich ans dieser 
Gleichung: 

6 = -[/3'^— 3— 1. 

Wenn also h, welches stets kleiner als yia sein mufs, zu gleicher 
Zeit gröfser als die Grenze l/3o — 3 — 1 vorausgesetzt wird, so kann 
man sicher sein, dafs die aus den vorher angegebenen Formeln sieh 
ergebenden Werte der Unbestimmten s, t, u, v sämtUch positiv sind, 
und dafs somit die Aufgabe gelost ist. 

Ein einziger Fall macht hiervon eine Ausnahme, näm- 
lich der, in welchem zu gleicher Zeit 

a: = )/ = 2 = 1/ — - — und h = y 3 ct — 3 — 1 
ist. Denn alsdann würde hieraus folgen 

x-{-y-\-s = b-\-v und somit v = ^ i. 
Indessen ist es leicht zu bewirken, dafs dieser besondere Fall 
nicht eintreten kann; man braucht dazu nur die untere Grenze von h 
beliebig vrenig zu vergröfsern. Wir setzen daher von nun an 
voraus, dafs die Grenzen von 6 seien: 

h > j/3(i-2 - 1 , l>< 1/4«, 
und unter dieser Voraussetzung geben die Formeln (4) stets positive 
Werte für die vier unbestimmten Gr5fsen s, t, u, v, selbst wenn b 
gleich seiner unteren tirenze wäre. 

627. 
Nimmt man die Grenze h>y'Za— 2 — 1 an, so hat man die 
Gewifsheit, dafs die Lösung stets in positiven Zahlen gegeben wird; 
aber es folgt daraus noch nicht, dafs, wenn man h kleiner als diese 
Grenze (aber gröfser als yV) nähme, die Aufgabe nicht in positiven 
Zahlen gelöst werden könnte. Vielmehr geschieht es ziemlich häufig, 
besonders wenn a eine grofse Zahl ist, dafs Werte von h, welche 
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Heiner als die angegebene Grenze sind, Lösungen in positiven Zalilen 
gebüii, imrl diese Lösungen werden allemal, wo solche stattfinden, 
ebenfalls mit Hülfe der Formeln (4) gefunden. [Jiürvon wird man 
später eine grofse Anzahl von Beispielen kennen lernen. 

628. 
Zweitar Fall: a und i sind gerade. 
Da die Zahlen a und b gerade sind, so ist 4a — 6* durch 4 
teilbar, und da diese Gröfse durch a;^ -f" J/^ H" ^ dargestolit ist, so 
müssen die drei Zahlen x, y, g gerade sein. Man vereinfacht daher 
die Gleichung, wenn man 2^, 2)/, 2z an die Steile von x, y, 2 setzt, 
wodurch sich ergieht: 

(5) o-{-l-i)'_i> + r' + 2'. 

Ist sodann a — ■ ( „ Irr nicht von der Form 4''(8« + '^\ ^^ wird 
dieser Gleichung durch jede eigentliche oder uneigentliche trinäre 
Form der Zahl a — f "^^)^ genügt. Kennt man also die drei Zahlen 
a;, y, s, so erhalt man zur Bestimmung der Zahlen s, (, n, v die vier 
Gleichungen : 





i+t+u+v-l 




S + ( " M — ü = 2^ 




s + ••-<-«- 2» 




s + t. — t — » — + 2^ 


uüd iius diesen folgt: 






16 + « + !/ + » 

2 




t- l-l>-s + ^ 


(C) 


«-16-» + !/ 




v-l-t-s + ,. 



Diese Wert« sind in den beiden Fällen, welche durch das dop- 
pelte Zeichen dargestellt werden, ganze Zahlen; es ergeben sich somit 
stets zwei Lösungen, mit Ausnahme des Falles ^ = 0, in welchem 
sich die beiden Lösungen auf eine einzige reducieren. 
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629. 

Damit nun diese Löaungen gültig seien, müssen die vier Zu-hlen 
s, t, u, V positiv sein, und dies findet statt, wenn v im ungünstigsten 
Falle positiv ist, oder wenn ^— — — - — ^ — - > ist. 

Diese Bedingung ist, wie im ersten Falle, stets erfüllt, wenn 
lUiin h > l/3« — 2—1 annjmnit^ Übrigens kann man aber in Bezug 
auf die Lösungen, die in gewissen Fällen, wo h kleiner als die an- 
gegebene Grenze ist, stattfinden können, dieselben Bemerkungen 
machen, wie im Artikel 627. 

630. 
Je nach den verschiedenen l'ormen der Zahl a sind in Bezug 
auf die Lösung der vorigen Aufgabe vorsehicdoue Bemerkungen 
KU machen. 

1) Ist a von der Form 4« -|- 2, so ist die Zahl a ^ -rV^ 
von einer der Formen 4w + l, 4» + 2, und diese sind nach der im 
dritten Hauptteile entwickelten Theorie stets in drei Quadrate zerlegbar. 
Mithin sind in diesem Falle die gegebenen Gleichungen stets auflösbar. 

2) Ist a von der Form 8« -|- 4, so kann man den gegebenen 
Gleichungen auf zweierlei Arten genügen, indem die Zahlen s, t, u, v 
entweder alle gerade oder alle ungerade sind. Diese beiden Lösungen 
werden gegeben durch die Formeln (6), jedoch darf in diesem Falle 
a — — i^ nicht von der Form 4'(8m + 7) sein. 

3) Ist fl von der Form 8(2w-|- 1), so müssen die Zahlen 5, 
t, tt, V gerade sein, und ist allgemein a von der Form 2^*+^(2»+l-)j 
so müssen diese Zahlen durch 2* teilbar sein. Ihre Summe mufs 
daher ebenfalls durch 2* und sogar durch 2*+^ teilbar sein, weil der ' 
Quotient gerade sein mufs, Ist daher a = 2^*o', 6 = 2'''b', s =^ 2*a', 

t = 2*i', u = 2*!!.', V = 2*1)', so reduciert sich die Lösung der ge- 
gebenen Gleichung auf diejenige der Gleichungen: 

a' ^ P ^ t'^ ^ U-' + v' 

h'^s- +(' +« +v. 
Die letztere ist immer möglich, da alsdann a von der Form 4.n-}-2 
ist. Man wird jedoch bemerken, dafs es in diesem Falle nicht aus- 
reicht, dafs b zwischen den Grenzen Yia und ]/3(i — 2 ~ 1 ent- 
halten sei, es mufs vielmehr noch b durch 2*^+^ teilbar sein. Da die 
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andern Werte von h, welche zwischen den angegebenen Grenzen liegen, 
der Aufgabe nicht genügen können, so findet man, dafs för dieselben 
a — — &^ von der Form 4'(8n + 7) wird. 

Man konnte auüh unter di Grenze ]/3ö! — 2 — 1 hinabgehen, 
um zu versuchen, ob es noch andere Lösungen giebt; jedoch müssen 
die Werte von b btets durch 2'+^ teilbar sein. 

4) Ist endlich « \on der Form 2^*+*{2« + 1), wo Je nicht 
Null ist, so mufa jede der Zahlen s, t, u, v durch 2* und ihre Summe 
b durch 2*+^ teilbar sein. Setzt man also a = 2^*«', fe ^ 2^f>', 
s =; 2*s', t = 2*f', i( ^ 2*i(', V ^ 2^»', so reducieren sieh die ge- 
gebeneu Gleichungen auf die folgenden: 

«' - «■' + !■' + «■' + »■-' 
V-' +t' + «' + "', 
in denen d von der Form S)i -\- 4 ist, und die somit zum zweiten 
Falle gehören, sowie der vorhergehende zum ersten gehörte. 

631. 

Die in diesem Paragraphen entwickelte Theorie bildet 
die Grundlage für den allgemeinen Beweis des Fermat'BOhen 
Satzes, mit dem wir uns im folgenden Paragraphen beschäftigen 
werden. Dieselbe kann auch bei mehreren andern Untersuchungen 
der unbestimmten Analysis von Nutzen sein, 

Man erkennt bereits, dafa diese Theorie den beiden ersten Fällen 
des Satzes über die Polygonalzahlen eine bemerkenswerte Erweiterung 
giebt, insofern sie die IVlittel an die Hand giebt, nicht nur, um eine 
gegebene Zahl in drei oder vier Quadrate zu zerlegen, sondern auch, 
um zu bewirken, ilafs die Summe der Wurzeln dieser Quadrate gleich 
einer gegebenen, zwischen gewissen Grenzen liegenden, Zahl werde. 



Beweis des Permat'schen Satzes über die Polygonalzahlen und einiger 
andrer analoger Sätze. 
632. 
Wir haben oben (Artikel 156) gezeigt, dafs eine Polygon ulzahl 
von der Ordnung m -\- 2 zum allgemeinen Ausdruck 
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hat, wo x die Basis der PolygoDalzalil oder die Stelle bezeichnet, 
welche sie unter den Polygon alzahlen derselben Ordnung einnimmt. 
Dieser Ausdruck beweist, dafs und 1 zwei den Polygon alzahlen 
aller Ordnungen gemeinsame Glieder sind. 

Die Trigonalzahlen entspringen aus der A-nnahme »m = 1 
und die ftuadratzahlen aus der Annahme m = 2. In diesen bei- 
den ersten Füllen ist es gleichgültig, ob man x positiv oder negativ 
nimmt; man erhält nur eine und dieselbe Reihe, nämlich die der 
Trigonakahlen oder die der Quadratzahlen. 

Ist aber «* > 2, so giebt der allgemeine Ausdruck der 
Polygonalzahlen zwei verschiedene Reihen für jede Ord- 
nung, je nachdem man x positiv oder negativ annimmt. Diese beiden 
Reihen hängen mit einander durch dasselbe Gesetz zusammen, so 
dafs die eine nur die Fortsetzung der andern ist. Bei der Anwen- 
dung auf den Fermat'schen Satz sieht man jedoch jetzt von der 
mit negativen Werten von x gebildeten Reihe ab und betrachtet 
nur die, welche aus den positiven Worten entstanden ist, 
wie die Tabelle in No. 156 sie darstellt, 

633. 

Nachdem dieses voransgesehiekt ist, müssen wir beweisen, dafo 
eine beliebige Zahl sich aus so vielen Polygonalaahlen von der Ord- 
nung m -\- 2 zusammensetzen lafst, als die Zahl m -\- 2 Einheiten 
enthält. 

Die Anzahl der Polygonalzahlen, aus denen sich eine gegebene 
Zahl znsammen setzen läfst, könnte jedoch kleiner als m -{- 2 sein; 
betrachtet man aber Null als die ergänzende Polygon alz ah], so kann 
man die Anzahl der Polygonalzahlen immer gleich m-^2 annehmen, 
in Übereinstimmung mit dem Wortlaut des Satzes. 

Da dieser Satz bereits im ersten Bande für den Fall der Tri- 
goualzahlen und der Quadratzahlen, welche die beiden ersten Fälle 
des allgemeinen Satzes bilden, bewiesen worden ist, so betrachten 
wir nur die weiteren Fälle, in denen m > 2 ist, nämlich m ^ 3 fdr 
die Pentagonalzahlen , m = A für die Hexagonalzahlen, u. 3. w. 

Nach dem, wab wir im vorhergehenden Paragraphen bewiesen 
Ilaben, bleiben un'* mu nouli einige wenige Hülfssätze zu begründen 
übrig, che wii /u dem Satze gelangen, welcher den Gegenstand dieses 
Pal igiaphen autniacht 
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634. 
Satz 1. Ist M eine beliebige ungerade Zahl, welche nicht 
unter den Kehn folgenden 1, 3, 5, 7, 11, 15, 19, 23, 37, 71 ent- 
lialten ist, so giebt es stets zwei aufeinanderfolgende un- 
gerade Zahlen c und c — 2 von der Beschaffenheit, dafs 
man, wenn man nach einander h = c und h = c — 2 setzt, 
den Gleichungen 

a-i? + t' + ..' + »• 

i, _ s + < + » +v 
genügen kann und zwar mit der Bedingung, dafs die Wur- 
zeln s, t, u, V sämtlich positiv sind, 

1) Ist nämlich die Differenz zwischen deu Grenzen Y^a und 
■j/So — 2 — 1 gleich 4 oder gröfser als 4, so giebt es zwischeu 
diesen Grenzen wenigstens vier aufeinanderfolgende ganze Zahlen. 
Von diesen vier Zahlen sind zwei ungerade, und können diese für b 
genommen werden. Die gegebenen Gleichungen sind also iu den 
beiden Fällen mittelst der Formeln des Artikels G25 auflösbar. 

Setzt man nun YÄä — ]/3a — 2 + 1 = 4, so findet man a= 121 ; 
mithin besitzt die Zahl 121 und alle ungeraden Zahlen, die gröfser 
als 121 sind, die erwähnte Eigenschaft. 

2) Untersucht man sodann alle ungeraden Zahlen unter 121, so 
findet man, dafs es für einen Teil dieser Za.hlen zwei Werte von b 
giebt, die zwischen den Grenzen yia und YZa — 2 — 1 liegen, und 
für einen andern Teil nur einen Wert von b. 

Im zweiten Falle mufs man mit Hülfe der Formeln des Artikel 625 
versuchen, ob nicht die ungerade Zahl, welche nächstniedriger, wenn 
auch kleiner als die Grenze 1/3« — 2 — 1 ist, für b genommen werden 
und zu einer Lösung der Gleichungen (1) führen kann, iu welcher 
die Wurzeln s, t, u, v positiv genommen sind. 

Dieser Versuch führt bei den meisten der betreffenden Zahlen 
zum Ziele; es bleiben nur die zehn oben angeführten Werte von a, 
nämlich: 1, 3, 5, 7, 11, 15, 19, 23, 37, 71 übrig, für welche es nur 
einen Wert von b giebt, welcher der Aufgabe genügt. 

Folgende Tabelle enthält das Resultat dieser Rechnungen: 
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1 t 




» 


110 . ..111 


21, 19 


29 ... 25 


9, 7» 


109 


19, 17« 


23 


9 


107 .. . 91 


19, 17 


21 


9, 7 


89, 87 


17, 15» 


19 


7 


85 . . . 73 


17, 15 


17 


7, 5« 


71 


15 


15 


7 


09, 07 


16, 13» 


13 


7, 5« 


65 ... 57 


IB, 13 


11 


5 


55 ... 49 


13, 11» 


9 


5, 3» 


47 ... 43 


13, 11 


7 


5 


41, 39 


11, 9' 


5 


3 


37 


11 


3 


3 


35 ... 31 


11, ü 


1 


1 



Ö35. 

Um die Konstruktion dieser Tabelle leichter verständlich zu 
machen, wollen wir von jedem der drei Fälle, welche sie darstellt, 
Beispiele geben. 

Erster Fall. Setzt mau »=G5, so findet man für h die beiden 
Werte 15 und 13, welche zwischen den Grenzen ]/260 und Yldä — 1 
liegen. Dieselben Werte würden auch gelten für die Zahlen 63, Gl, 
59, 57. So sieht man aus der Tabelle, dafs für alle ungeraden 
Zahlen zwischen 65 und 57 die entsprecheaden Werte von h lauten: 
15 und 13. 

Zweiter Fall. Setzt man a ^ 41, so findet man zwischen den 
Grenzen 1/164 und y'121 — 1 nur die eine ungerade Zahl 11. Ver- 
sucht man aber den folgenden Wert 6 = 9, obwohl er bleiner ist ala 
die Grenze 1/121 — 1, so findet man mittelst der Formeln in No. 625, 
dafs derselbe ebenfalls der Aufgabe genügt, da man 41 = 6* -|- 2^+1^ 
und 9 = 6-1-2 + 1 hat. Es sind daher in die Tabelle die Werte 
6 ^ ll, = 9, welche zu der Zahl ß = 41 gehören, aufgenommen 
worden; jedoch haben wir den zweiten Wert 6 = 9 durch ein Stern- 
chen * unterschieden, um anzudeuten, dafs er kleiner als die Grenze 
l/3a — 2 — 1 ist. 
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Dritter E'all. Setzt man a = 71, so findet man nnr eine un- 
gerade Zahl 15, wülclie zwischen den, zu diesem Werte von ö ge- 
hörigen, Grenzen 1/284 und l/^ll — 1 enthalten ist. Versucht man 
darauf den Wert 6 ■= 13, so ergiebt sich aus den Formeln in No. 625, 
dafs derselbe nicht zulässig ist, weil eine der Unbestimmten s, (, m, v 
negativ ist Es ist daher in die Tabelle nur der eine Wert i = 15 
als zu der Zahl «=71 gehörig aufgenommen worden. 

636. 

Satz 2. Es sei a eine beliebige ungerade Zahl; ferner 
seien c, c — 2, c — 4, ...d die verschiedenen anfeiuander- 
folgenden Werte von h, für welche sich die Gleichungen (1) 
in positiven Zahlen auflosen lassen, und endlich r ein be- 
liebiges Glied der Reihe 0, 1, 2, 3, . . . m — 2. 

Betrachtet man dann die Funktion: 

Z-f (»-'') + !■ + '■, 
in welcher h und r Glieder aus den für sie festgesetzten 
Reihen sind, und nennt man 7' oder l'(a) den kleinsten und 
Q oder Q{a) den gröfsten Wert dieser Funktion, so hat man: 

P{a) = -™ {a — €) + € 

«(«) = f(«-'0 + '' + '»- 2. 

Nachdem dieses festgestellt ist, behaupte ich: 1) dafs 
alle zwischen P(a) und Q{a) liegenden ganzen Zahlen durch 
die Funktion Z dargestellt werden; 2) dafs alle diese Zahlen 
in m -(- 2 Polygonalzahlen von der Ordnung m -j- 2 zerlegt 
werden können. 

1) Ist nämlich Z=P{(i) -\-p, wo j) eine beliebige Zahl zwischen 1 
und Q(.<i) — ^ip) isit, so erhält man zur Bestimmung von h und r 
die Gleichung: 

l,-(m-2)^ + r. 

Da nun p und m — 2 gegebene Zahlen sind, so sieht man, dafs r 
der Rest ist, welcher bei der Division von j> durch m ^ 2 übrig 
bleibt, und dafs man, wenn man den Quotienten dieser Division q 

nennt, — k— = 2 oder b ^= c — 2q erhält. 

Hieraus folgt, dafs man für jeden gegebenen Wert von p nur 
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oine Lösung hat, ausgenommen den Fall, wo der Rest r gleich Null 
ist. Denn alsdann kann man ohne Unterschied r = und r = m — 2 
setzen, und es giebt daher in diesem Falle zwei Lösungen. Wemi 
es sich jedoch um die letzte der Zahlen P(o;)+jj), welche gleich 
Q{a) ist, handelt, mufs man r = «i — 2 nehmen, und dann giebt es 
nur eine Lösung, weil für »"=0: b ^ d — 2 sein würde, eine Zahl, 
die nicht in der Reihe c, c — 2, c — 4, ... d enthalten ist, 

2) Ist P(o) + 2^ '^^^^ ^ 4" i" irgend eine Zahl aus der Reihe 
P, P -)- 1 , P + 2, . . . Q, so kann man immer 

setzen. Substituiert mau daher in diesem Ausdruck die Werte von 
a und h, welche durch die Gleichungen (1) gegeben werden, so er- 
hält man: 
r + li-^ii'-B + f-f + n'-u + v'-vj + r + s+t+u + v. 

Bezeichnet man also allgemein durch po]. cc die Polygonalzahl 
von der Ordnung m -{- 2, deren Grundzahl x ist, so ist: 

P -j- p = pol. s + pol. ( + pol. u + pol. V -\- r pol. 1, 
d. h. die Zahl P + j) ist zusammengesetzt aus vier Polygonalzahlen, 
deren Grundzahlen s, t, u, v sind, und aus r Polygonalzahlen, welche 
gleich der Einheit sind. Da nun r -Cm - — 2 oder höchstens gleich 
m — 2 ist, so folgt daraus, dafs die Zahl P + i» aus m -\- 2 Poly- 
gonalzahlen von der Ordnung m-\-2 zusammengesetzt ist, von denen 
ni — 2 gleich Null oder 1 sind, 

637. 

Satz 3. Ist a = 121, so ist der gröfste Wert von b gleich 
21, und alsdann ist P{a) = ^(a — b) -\- b = 50m -\- 21, eine 
Zahl, die nach dem vorigen Satze die Summe von vier I'oly- 
gonalzahlen von der Ordnung m + 2 ist. 

Dies vorausgeschickt, behaupte ich, dafs jede ganze 
Zahl, welche grofser ist als 50m + 21 die Summe von m + 2 
Polygonalzahlen von der Ordnung m -j- 2 ist, von denen 
m — 2 gleich Null oder gleich 1 sind. 

Ist nämlich a eine beliebige ungerade Zahl, die gröfaer ist als 
121, so giebt es stets, dem Satze 1 zufolge, zwei an fcina oder folg ende 
ungerade Zahlen c, c— 2, welche zwischen den Grenzen y'4a und 
ySa — 2 — 1 liegen, und aus dem vorigen Satze folgt, dafs, wenn man 
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p(«) = !-(«-,) + , 

Q{a) = ^(«-c + 2) + ß-2 + m-2 

setzt, aJle zwischen J*{a) und Q{d) liegenden ganzen Zahlen die 
Smnme von m + 2 Polygonal zahlen von der Ordnung in -\- 2 sind. 
Betrachten wir jetzt die Zahl P(a + 2), und ist c die grofate 
in y'4a-|-8 enthaltene ungerade Zahl, so wie c die gröfste in yia 
enthaltene ungerade Zahl ist, so müssen wir zwei Fälle unter- 
scheiden, je nachdem c'= c oder c = c ■\- 2 ist; denn offenbar kann 
man keine andere Ämiahme Über den Wert von c machen. 



Ist c ^ c, so genügt es, in dem Ausdruck P(o) « + 2 an die 
Stelle von cf zu setzen, wodurch man erhält: 

P(<. + 2)— ?-(o + 2-e) + c. 
Vergleicht niiin diesen Wert mit dem von Q{a), so crgiebt sich: 

P(ffl + 2) = Q{a) - m + 4. 
Da nun der kleinste Wert von m gleich 3 ist, so ist ersichtlich, diifs 
die Zahl l'{a -|- 2) nur in dem einen Falle m = 3, in welchem 
P(ffl -j- 2) ^ (3 («■) + 1 ist, grofser ist als Q{a). In jedem andern 
FaUe ist F{a + 2) in der Reihe P(a), F{a) + 1, P(o) + 2, ■ • ■ Q{a) 
enthalten. 

Wir haben aber gesehen, dafs alle Zahlen dieser Eeilie aus in + 2 
Polygonalzahlen von der Ordnung m -^ 2 zusammengesetzt sind, und 
in dem Falle, wo das Glied 'P{a + 2) aus dieser Reihe herausträte 
und somit zu derselben das Glied Q(a} ■{- 1 hinzukäme, würde dieses 
Glied nur aus vier Polygonal zahlen gebildet sein. Mitliin sind alle 
zwischen F{a) und P(rt -|- 2) einsebliefslich enthaltenen ganzen Zahlen 
aus JH + S Polygonal zahlen von der Ordnung 3M-f-2 zusammengesetzt. 

G39. 
Ist zweitens f!^c,-\'2, so hiit man: 

P(» + 2)=f-(o-«) + «+2, 
und somit: 

P(„ + 2) - P(rrl + 2 ~ Q(a) - 'Km ^ 3) . 
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Hieraus sieht man, dafs P(a + 2) stets kleiner ds §(a) ist, 
den einen Fall m = 3 ausgenommen, in welelioin F(a + 2) ^ Q{a) 
ist. Mithin sind alle zwischen P(ö) und P(a -\- 2) einschliefslich 
enthaltenen ganzen Zahlen in m + 2 Polygonal zahlen von der Ord- 
nung m + 2 zerlegbar. 

G40. 

Beachtet man jetzt, dafs im ersten Falle P(a-{-'2) = P(a)-}-m 
und im zweiten F(a + 2) = PIß) -\- 2 ist, so kann man daraus 
schliefsen, dafs, wenn man von einer gegebenen Zahl a z. B, o^ 121 
aus rechnet, die Reihe P(ffl), P{a -\- 2), P(a + 4), ... welche da- 
durch gebildet ist, dafs man a stets um zwei Einlieiten vermehrt, 
sich ins Unendliche erstreckt. Mithin sind alle ganzen Zahlen von 
P(121) oder 50m -j- 21 an bis ins Unendliche in m -|- 2 Polygonal- 
zahlen von der Ordnung m -\- 2 zerlegbar. 

Es bleibt nur noch zu beweisen, dafs alle Zahlen, welche kleiner 
sind als 50 m -|- 21, dieselbe Eigenschaft besitzen. Dies ist der 
Zweck des folgenden Satzes, durch welchen der allgemeine Beweis 
des Fermat'schen Satzes vervollständigt wird. 



041. 

Satz 4. Jede ganze Zahl, welche kleiner als P(121} oder 
50)w-{-21 ist, ist die Summe von m-|-2 Polygonalzaiilen von 
der Ordnung m -j- 2, von denen m — 2 gleich Null oder 
gleich 1 sind. 

Ist zuerst « = 5, so siebt man aus der Tabelle in No. 634, 
dafs 3 der einzige zugehörige Wert vun ft ist. Setzt man also c=d=B, 
so geben die Formeln in No. G3ß: 

P(5) = m H~ 3 
^(5) = 2m + 1. 

Unterhalb P('5") hat man die Zahlen I, 2, 3, . . . «i -}- 2; die- 
selben sind aus sovielen der Emheit gleichen Polygonalzahlen zu- 
sammengesetzt, als sie Emheiten besitzen. Mithin gilt der Satz auch 
in Bezug auf diese; ja man sieht, dafs die letzte von diesen Zahlen 
m -\- 2 durch eine enizigc Polygoudl/ahl dargestellt wird, nämlich 
durch pol. 2. 

Die Zahlen von P(5) bis Q(5) sind so, wie der Satz besagt, 
zusammengesetzt, da diese Eigenschaft allgemein für alle Zalilen von 
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P(a) bis Q{a) stattfiiulet Mithin ist unser Satz bustätigt bis zur 
Zahl (2(5)== 2m + 1. 

Ist jetKt «= 7, so erhält man der Tabelle- in No, UM Kufolge 
e = (;= ;"i, und dies giebt: 

P(7) = m + T) 

Q{7) = 2m + ?,. 

Da 'ä der kleinste Wert von m ist, so sieht man, tiafs P(7) nur in 
dem einen Falle, wo m ^ 3 ist, gröfser als Q{S) ist, und zwar hat 
man alsdann: P(7) = $(5) -1- 1. Mithin ist die allgemeine Eigen- 
schaft bestätigt für alle Zahlen von 1 bis Q(7) = 2 m -}- 3. 

In dieser Weise konnte man die Untersuchung der besonderen 
Fälle bis zu P(121) fortsetzen. Indessen beschränken vrir uns auf 
einige allgemeine Fälle, welche die Auflösung aller besonderen Falle 
einsehliefsen. Es handelt sich allgemein darum, zu unter- 
suchen, ob alle zwischen P(a) und P(a + 2) enthaltenen 
Zahlen dem Satze Genüge leisten, oder ob für einige von 
diesen Zahlen eine Ausnahme stattfindet. 

642. 

Erster Fall. Nehmen wir an, dafs es für die Zahl a zwei ent- 
sprechende Werte von b, nämlich c und c^2, und für die Zahl a-\-2 
oinen oder mehrere Werte von b gäbe, deren gröfster c sei, so finden 
wir, wie im Artikel 638, dafs alle Zahlen von P(n) bis P{a + 2} 
dem Satze Genüge leisten. 

Zweiter Fall. Nimmt man an, dafs, wenn c und c — 2 die 
büiden zu der Zahl a gehörigen Werte von b sind, c-\-2 der grÖfste 
oder einzige Wert von h sei, welcher der Zahl a -\- 2 entspricht, so 
findet man ebenfalls, wie in No. 639, dafs alle Zahlen von I'{a} bis 
P(a + 2) dem Satze Genüge leisten. 

Dritter Fall. Nimmt man an, dafs b nur den einen der Zahl a 
entsprechenden Wert c habe, und dafs es für n + 2 eijien oder 
mehrere Werte von h gebe, deren grÖfster c -|- 2 sei, so ist in diesem 
Falle: 

P{a) = ^(a-c) + c 

Q(a) = -'^{a-c:) + c + m-2 

J> + 2) = f (« -..) + . -f 2. 
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Hieraus ist ersichtlich, dafs F(a-^2) nur in dem einen Falle m = B 
gröfser als Q{d) sein kann, und dafs sodann P(ß-|-2)^ $(a)-|- 1 
ist. In allen andern Fällen ist P{o -j- 2) kleiner oder höchstens 
ebenso grofs als Q(a), und es genügen somit alle Zahlen von P(ö) 
bis F(a -)- 2) tinserm Satze. 

Vierter Fall. Nimmt man endlich an, dafs es für a den ein- 
zigen Wert h = c und für « + 2 einen oder mehrere Werte von b 
gebe, deren gröfster c sei, so hat man; 

P(«) = ^^-(a-c) + c 

'■^(«) = -f-(«-^) + '^ + '«-2 



F(a + 2) = 



,-(« + 2-6>)+c. 



Man sieht, dafs in diesem Falle zwischen Q(a) und l'(a-{-2) eine 
Lttcke existiert, denn es ist P(a + 2) = ^ («) + 2, und die dazwischen 
liegende Zahl, weiche fehlt, ist Q{a) + 1- Abgesehen von dieser Aus- 
nahme gilt somit der Satz auch bis zu F{a + 2), wenn er bis zu 
P(ö) bewiesen ist. 

643. 
Wir brauchen jetzt nur noch einen Blick auf die Tabelle in 
No. 634 zu werfen, um zu finden, welches die Zahlen Q{a) -\- 1 sind, 
die zu den Ausnahmen im vierten Falle gehören. Diese Zahlen re- 
ducieren sich auf vier, nämlich: 

Ö(7) +1- 2.« + 4 

0(15) + 1 = 5»i + 6 

0(23) + 1 =- 81» + 8 

0(37) + 1 — Um + 10. 

Der allgemeine Ausdruck von pol. x (Artikel 632) giebt aber: 

pol. 2 — 1» + 2 

pol. 3 ™ 3»( + 3 

pol. 4 = 6l» + 4 

pol ö = 10m + 5, 

und mit Hülfe dieser Polygonalzahlen kann man die vorstehenden 

vier Zahlen folgendermafsen ausdrücken; 
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2w+ 4= Spül. 2 

5m + 6=4pol.2 + 0(( - Si)pol. 1 

8m + 8= pol. 4 + 2pol 2. 
Um + 10 == pol. 5 + pol. 3 + pol. 2. 
In eiuem einzigen Falle, nämlich im Falle bm -f- 6, siuil m + 2 
Polygonal zahlen erforderlich; die drei andern erfordern nnr zwei oder 
drei. Mithin sind die Ausnahmen keine Ausnahmen, vielmehr be- 
folgen sie ebenfalls den allgemeinen Satz. Es ist daher jede ganze 
7jz\i\ die Summe von m + 2 Polygon alzahlen von der Ordnung m + 2, 
vun denen m — 2 gleich Null oder gleich 1 sind. 

644. 

Der Beweis, den wir soeben von dem Fermat'sehen Satze ge- 
geben haben, setzt als bekaunt nur den Beweis des ersten Falles 
dieses Satzes, welcher die Trigonal zahlen betrifft, voraus. Dieser Satz 
bildet aber einen Teil der allgemeinen Theorie der ttinären Formen 
der Zahlen, die wir im dritten Hauptteile au seinaa der gesetzt haben. 
Wir haben ferner gezeigt (No. 157), dafs, wenn man diesen ersten Teil 
als bewiesen annimmt, daraus unmittelbar folgt, dafs jede ganze Zahl 
die Summe von vier Quadraten ist, was den zweiten Fall des Fer- 
luat'scben Satzes bildet. Mithin folgen aus dem ersten Falle alle 
andern. 

Da man kaum bezweifeln kann, dafs Fermat wirklieh im Be- 
sitze des allgemeinen Beweises seines Satzes über die Polygoualzahlen 
gewesen ist, so mufs man glauben, dafs dieser Beweis vollständig 
verschieden von demjenigen war, den wir soeben dargelegt haben. 
In der Tbat scheint es zunächst, dafs Fermat keine Kenntnis von 
der Theorie der trinären Formen der Zahlen hatte, den Fall der 
Zahlen von der Form 8w + 3 ausgenommen, welcher auf den ersten 
Fall seines Satzes zurückkommt, den er jedoch nicht erwähnt, und 
femer den Fall der Primzahlen von der Form 8k — 1 ausgenommen, 
die, wie er behauptet, von der Form p^ + 2^ + 2r^ sind, deren Dop- 
peltes die Samme von drei Quadraten ist. Wenn Fermat die be- 
treffende Theorie gekannt hätte, so würde er diese letztere Eigen- 
schaft nicht auf die Primzahlen von der Form 8m — 1 beschränkt 
haben, da sie allgemein für alle ungeraden Zahlen gilt. Wenn ferner 
der Beweis von Fermat derselbe gewesen wäre, wie der vorher- 
gehende, oder sich auf dieselheu Prinzipien gegründet hätte, so würde 
er zweifellos dem Satze die Bedingung hinzugefügt haben, welche 
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deuiüelben eine gröfsere Ceaai ^ke t id Eleganz veileilt n mlitU 
die, dafs unter den m -j- 2 Polygoi alzal len von dei Oidn n^ -{-'^ 
aus denen sich eine gegebene Zahl ^usammenseUeii lafst, stetb m — 2 
sich befinden, die man gleich Null oder gleich 1 annehmen kann. 

Es hat daher Cauchy eine wichtige Entdeckung in der Theorie 
der Zahlen gemacht, indem er zuerst den Beweis des Fermat'schen 
Satzes, der durch die von ihm hinzugefügte Bedingung präciser ge- 
worden war, angab. Man kann jedoch noch weiter gehen und 
beweisen, dafs, wenn man eine gewisse für jede Ordnung 
der Polygonalzahlen leicht anzugehende Grenze überschrit- 
ten iiat, jede gegebene Zahl sich in vier oder höchstens 
fünf Polygonalzahlen zerlegen lafst. Dieser neue Satz soll ' 
den tiegenstand der folgenden Untersuchungen bilden. 

Ö45. 
Nimmt man an, dafs sich die gegebene Zahl A in vier Poly- 
gonalzahlen von der Ordnung m-\-2. zerlegen lasse, so mul's man 

setzen und die Zahlen a und J so bestimmen, dafs sich die Glei- 
chungen 

» = »' + '' + «■ + '- 

^ ' i=s +t -i-u ^v 

in positiven ganzen Zahlen losen lassen. Diesen Gleichungen kann 
man aber genügen, wenn a und b gleichartig sind, wenn ferner h 
zwischen den Grenzen Y^a und y'Stt — 2 — 1 liegt, und wenn end- 
lich a ungerade oder das Doppelte einer nugcraden Zahl ist. Es 
giebt noch andere Werte von a und b, welche die Auflösung der 
Gleichungen (1) gestatten würden; indessen reicht es aus, die soeben 
angeführten zu betrachten. 

646. 
Setzt man nach einander b = Yici, b = ySö — 2 — 1, so findet 
mau, dafe die einer gegebeneu Zahl A zugehörigen Grenzen von b 
die folgenden sind: 
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uikI setzt uiiin Ä als eine grofse Zahl voraua, so liat lumi luiliozii: 

liemit man vermittolst dieser Grenzen die verschiedenen Werte 

von b, so ergieht sieh « mit Uölfe der Gleichung a=b-\ (A — b), 

und da, a~h gerade sein soll, so folgt, dafs eine ganze Zahl ist. 

Wird diese yanze Zahl gleich x gesetzt, so erhält man: 

■ ' a = 'b -\--2x. 

Nachdem dieses voriiLis geschickt ist, können wir die folgenden 
Hiitze beweisen. 

647. 

Satz 5. Ist m eine ungerade Zahl und Ä irgendeine ge- 
gebene Zahl, welche gröTser ist als 28m', so ist Ä in vier 
Poljgonaizahlen von der Ordnung m -\- 2 zerlegbar. 

Da die Grenzen von 6 bekannt sind, so kennt man auch die von 

X aus der Gleichung: x = Nimmt man an, dafs die Differenz 

der Grenzen von b gleich 2in oder gröfser als 2m sei, so ist die 
Differenz der Grenzen von x gleich 2 oder gröfser als 2; mithin be- 
sitzt X wenigstens zwei aufeinanderfolgende Werte h, h -\- 1. Und 
da m ungerade ist, so ist von den beiden entsprechenden Werten 
von h, welche sich aus der Gleichung b = A — mx ergeben, der eine 
gerade, der andere ungerade. Nimmt man deu ungeraden Wert, so 
ist die Zahl a ebenfaJls ungerade, da a ^^b -\- 2x ist; es lassen sich 
demnach die Gleichungen (1) auflösen. Damit also die Zahl A in 
vier Polygonalzahlen von der Ordnung in + 2 zerlegbar sei, reicht 
es aus, dafs man 

l/:^_]/M>2m oder A > m' {^^ + ^/~i^f 

oder einfacher J.>28i»'' habe, was mit dem Wortlaut des .Satzes 
übereinstimmt. 

Man sieht, dafs dieser Satz von gröfser Allgemeinheit ist, da 
er auf alle Zahlen, welche gröfser als die Grenze 28«f^ sind, An- 
wendung findet und nur voraussetzt, dafs die durch m-f- 2 bezeichnete 
Ordnung der Polygonulzalilen ungerade sei. 
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648. 

Satz 6. löt m eine gerade Zahl, so ist jede ungerade 
Zahl A>lm^ in vier Polygoualzahlen von der Ordnung m-{-2 
zerlegbar und jede gerade Zahl A-{-l>lm^ zerlegbar in 
fünf Polygonalzahlen, von denen eine gleich der Einheit ist. 

Ist nämlich A ungerade und m gerade, so folgt unmittelbar aus 
den Gleichungen (2), dafs, welches auch x sein möge, a und b un- 
gerade Zahlen sind. Mithin ist die Auflösung der Gleichungen fl) 
immer möglich, wenn es einen zwischen den erforderlichen Grenzen 
liegenden Wert von x giebt, d. h. wenn die Grenzen von i um eine 
Gröfse, die gröfser als m ist, verschieden sind. Es mul's daher sein: 
1 / sX 1 /"eX ^ 

V ~^ — K "^ ^ '^'' 

also: 

A> 1m^. 
Was den zweiten Teil des Satzes anlangt, so folgt derselbe un- 
mittelbar aus dem ersten, da man, wenn man von der gegebeneu 
Zahl 1 abzieht, eine ungerade Zahl erhält, die in vier Polygonal- 
zahlen von der Ordnung m -|- 2 zerlegbar ist. 

649. 

Satz 7. Ist m eine gerademat-gerade Zahl oder von der 
Form 4«, so ist jede gerade Zahl j4>28m'' in vier Poly- 
gonalzahlen von der Ordnung m ■\-2 zerlegbar. 

Man hat nämlich a = A — {jn — 2) a^. Giebt es nun für x zwei 
zwischen den betreffenden Grenzen liegende Werte x = }i, a;=^A+ 1, 
oder hat man j1>28»«^, und nennt man a und d die beiden ent- 
sprechenden Werte von a, so ist: a — c[' = m^ 2 = 4« — 2. Mithin 
ist von den beiden Zahlen a, d die eine ungerademal-gerade, und die 
Auflösung ist möglich. 

650. 

Satz 8. Ist m eine ungerademal-gerade Zahl oder von 
der Form An -j- 2, so ist jede ungerademal-gerade Zahl 
j1 > 7m^ in vier Polygonalzahlen von der Ordnung m + 2 
zerlegbar. 

Denn da a = A — [m — 2')x ist und m — 2 die Form in be- 
sitzt, so ist, welches auch x sein möge, die Zahl a ungerademal- 
gerade. Es braucht also nur x einen Wert zu haben, d. h. .4>7»w' 
zu sein, alsdann ist die AuHösung stets möglich. 

Mittelst dieser Sätze wird bewiesen, dafs jede Zahl A, weiciie 
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eine gewisse Greiiae ilbei-ateigt, in viei' Polygoualzalileu von der Ord- 
nung m -|- 2 zerlegt werden kann, den Fall allein ausgenoinmen, wo 
m -\- 2 und Ä beide durch 4 teilbar sind. Aber aueli dieser Fall 
kann mittelst des folgenden Satzes auf die Hälfte seiner Ausdehnung 
zurückgeführt werden. 

651. 

Satz 9. Ist m ungeradomal-gorade oder von der Form 
4m'+2, so ist jede gerademal-gerade Zahl 4.^' > ä8sM^ in 
vier Polygonalaahlen von der Ordnung m -\- 2 zerlegbar, 
vorausgesetzt, dafs A' — m' ungerade ist. 

Es ist nämlich a^'iÄ'—im'x und h = iA' — {4«»'+2)a;. 
Setzt man nun — « ^ «' und -^b = ^', so kann die Auflösung der 
Gleichungen (1) vermittelst der Auflösung derselben Gleichungen ge- 
geben werden, wenn man in diesen a und h' an die Stelle von a 
und h set/.t. Alddaun hätte luau: 

d = A' — m'x 
H = 2ffl' - X. 

Nun setzt man aber ^4' — m als ungerade voraus; ist daher der 
Wert von x ungerade, so werden die Zahlen «' und V ungerade sein 
und die Gieichungen (1) sind auflösbar. Es genügt also hierzu, dafs 
die Grenzen von x von einander wenigstens um zwei Einheiten ver- 
schieden seien, und dies findet statt, wenn 4.4' > 28«^ ist. 

Es ist unnötig, diese Untersuchungen noch weiter fortzusetzen, 
da, wenn es Fälle giebt, in denen eine die Grenze 28m' übersteigende 
gerade mal- gerade Zahl oder irgend eine andere augebbare Zahl nicht 
in vier Polygonalaahlen zerlegbar ist, man sicher ist, dafs sich diese 
Zahl in fünf Polygonal zahlen zerlegen läfst, von denen eine der Ein- 
heit gleich ist. Wir wollen jetzt au einem Beispiele zeigen, wie 
man direkt die Polygonalzahlen bestimmt, aus denen sich eine be- 
liebige gegebene Zahl zusammensetzen läfst. 

652. 

E-s sei die Aufgabe gestellt, die Zahl ölöd in acht oder 
in weniger Oktogonalzahleu zu zerlegen. 

Nach dem allgemeinen Satze mufs A — r, worin A die gegebene 
Zahl 6484 und r gleich einer der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4 ist, in vier 
Oktogonalzahleu zerlegbar sein. Nun sind im Falle w( = 6 die Grenzen 
von 6 den Formeln des Artikel 646 zufolge; 
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h>yA — r 



i<i+yt-(Ä^,-)+- 



Diesen (Jlrenzbedinguiigen genügt man stets, wenn man in der ersten 
*" == und in der zweiten »- = 4 nimmt. Dies giebt: 

Mithin kann man für h irgend ein Glied der Reihe 81, 82, 83,... 94 
nuhmen. 

Zur Bestimmung von x hat man die Gleichung: 



-)/864 



-=1080- 



1±Z 



und aua dieser folgt, dafs eine ganze Zahl sein niufs. Dem- 
nach mufs die Zahl h von einer der Formen 6« + 0, 1, 2, 3, 4 sein, 
denen die Werte /■ = 4, -3, 2, 1, entsprechen. Hiernach erhält 
man mit Berücksichtigung der gefundenen Grenzen zunächst die 
Werte von 5 und r und sodann die von x und a wie folgt: 



i — 81, 


r — l 


X— 1067, 


« — 2216 


S — 8S , 


r — 


X = 1067 , 


o — 2216 


S = 84, 


r — 4 


X— 1066, 


o - 2216 


6-85, 


r — S 


Ä — 1066, 


(1-2217 


6 — 86, 


f — 2 


1—1066, 


a — 2218 


4-87, 


r — 1 


a:-1066. 


a = 2219 


6 — 88, 


r — 


X— 1066, 


o — 2220 


6 — 00, 


r — 4 


s — 1066, 


a — 2220 


6-91, 


r— 3 


I — lOOB, 


a — 2221 


6 — 92, 


r— 2 


a; — 1065 , 


1» — 2222 


6 — 93, 


r— 1 


«-1065, 


o - 2223 


6 — 94, 


.■ — 


1 — 1005, 


o — 2224 



Hieraus ergeben sich mehrere Lösungen der gestellten Aufgabe. 

1) Die drei ungeraden Werte von a und b, denen der Wert 
/■ = 1 entspricht, geben drei Lösungen, deren Resultat ist, dal's sich 
die gegebene Zahl 6484 aus vier Oktogonalzahlen und aus einer 
fünften, welche der Einheit gleich ist, zusammensetzen läfst. 

2) Die beiden ungeraden Werte von a und h, denen der Wert 
r='3 entspricht, geben zwei Lösungen, vermöge deren die gegebene 
Zahl sich in sieben Oktogonalzahlen, von denen drei der Einheit 
gleich sind, zerlegen lÜfst. 
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3) Die beiden gerademal - geraden Werte von a, welche uti dem 
Werte r^2 gehören, geben zwei Lösungen, welcbe dureli die ge- 
gebene Zahl in sieben Oktogonalzablen, von denen zwei gleich 1 sind, 
zerlegt werden kann. 

4) Die beiden gerademal -geraden Werte von a, denen der Wert 
y = 4 entspricht, sind ebenfalls zulässig, weil die ans ihnen ent- 
stehende Zahl a — -j-^^ '" '^■'^' Quadrate zerlegbar ist. Man erhält 
aus ihnen zwei andere Zerlegungen der gegebenen Zahl in acht Okto- 
gonalzablen, von denen vier gleich 1 sind. 

5) Wenn man schliefslich aus den Werten von a und 6, welche 
zu dem Werte r = gehören, drei weitere Lösungen ableiten wollte, 
so wurde man finden, dafs solche Lösungen nicht stattfinden, weil 

die Zahl a j^&^ in diesen drei Fällen zu der Form 4"'(8w — 1) 

gehört, welche nicht in drei Quadrate zerlegbar ist. Wir schliefsen 
hieraus, dafs es unmöglich ist, die gegebene Zahl 6484 nur in vier 
Oktogonalzablen zu zerlegen, wenigstens solange h oberhalb der 
Grenze y'Sß — 2 — 1 genommen wird. Es kann jedoch vorkommen, 
dafs, wenn man für Ö Werte nimmt, die kleiner als diese Grenze 
sind, sich zulässige Lösungen ergeben. 

Die Werte von h, welche zu r=0 gehören, sind nämlich 94, 88 
und 82, der unmittelbar darauffolgende ist h = 76. Dieser Wert 
giebt a = 2212 und a — ~h^ = 768 == 4*-3, eine Zahl, die sich in 
drei Quadrat« zerlegen läfst. Sodann ergiebt sich mit Hülfe der 
Formeln in Artikel 628, dafs eine von diesen Lösungen zulässig ist, 
da sie s = 43, f = w^!J= 11 giebt. Mithin ist die gegebene Zahl 
6484 gleich der Summe der vier Oktogonalzablen, deren Grundzahlen 
43, 11, 11, 11 sind. 

Man beachte, dafs die Zahl 6484 >28m^, obwohl sie so gewählt 
ist, dafs sie nicht unter den Satz 9. fällt, doch nur in vier Okto- 
gonalzablen zerlegbar ist, 

§ 3- 

Über die Gleichiiiig ,c'' + y^ ^- s^ = 0. 

653. 

Wir setzen voraus, dafs es drei, positive oder negative, ganze 

Zahlen x, y, s giebt, welche der Gleichung a:^ -j- »/^ + ^ ^ genügen 

unter der Bedingujig, dafs diese drei Zahlen prim zu einander und 
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daher zwei von ibnen ungerade und die dritte gerade sei. Wir wollen 
zusehen, welche Folgerungen sieh aus dieser Voraussetzung ergeben. 
Unser Beweis Kerfiillt in drei Teile. 

Erstens: Eine der Zahlen x, y, s mufs durch 3 teil- 
biir sein. 

Denn jede durch 3 nicht teilbare, positive oder negative, Zahl 
besitzt die Form 3m + 1, und der Kubus derselben 

27mä + 27m^ + 9m + 1 
ist von der Form 9w + 1. Wenn demnach keine der Zahlen x, y, s 
durch 3 teilbar wäre, so müfste die Summe ihrer Kuben x^-\-y^-\-s^ 
von einer der Formen 9w + l, 9w + ^ sein, sie könnte sich daher 
nicht auf Null reducieren. Mithin ist notwendig eine der Zahlen x, y, B 
durch 3 teilbar. 

Zweitens: Diejenige von den Unbestimmten, welche ge- 
rade ist, ist gleichzeitig durch 3 teilbar. 

Bezeichnen wir die durch 2 teilbare Unbestimmte mit s, und 
setaen w = — vo e ungerade Zahl ist, so erhalten wir 

die Cle chu 

X + I - 2*-»'- 
Wi beha iten daf durch ^ teilbar sein mufs. 

\el men v ml 1 a lafs u, falls dies möglich wäre, nicht 
durch 3 te Iba se o e^eit sich Folgendes: Die linke Seite 
x'^-\- j t das Prolukt de 1 e len Faktoren x-{-y und (« + y/— ^xy, 
wel 1 e n r 3 um i^eme usamen Teiler haben können. Da nun 3 in 
der eclte Se te nelt aufgeht, so folgt daraus, dafs diese 

beiden Faktoren i m zu e nan I r sind. Ihr Produkt soll ein Kubus 
sein 1 1^1 1 mufs jede d e e Faktoren ein Kubus sein. Beachtet 
ddl 3^ — a -\- I stets eine ungerade Zahl ist, so 
lafs u F 1 tor von x -\- y sein mufs. Demnach 

etz n 

+ / = 2^™ «^ 
-*/+/'= ß\ 
^ ß a. e on men st, wobei ß positiv und prim zu a ist. 
m jet t 1 z e te Gleichung auf die Form: 



ma 


ferner 


»Ig 


ebt 


seh 


hat 




' 


socl 


f 


1 




Br 


u-t 



ß-{-^r+^{^r. 



so eht man la d reclte Se te von der Form p' + dq^ ist, dafs 
ihr Te 1er ß velche ne un^ rade Zahl ist, von derselben Form 
seh f S t t n 1 o 
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/)-/•* + %', femer (f + gY-Sf ^ F + Gy~3 , 
womiis sieh ' 

F = f(f'-Sg') 

ergiebt, so prliiilt man; 

(J" — F' + 36". 
Man kann dalier tlcr vorstdiendün Gleiehnng allgemein genügen (Inreli 



» + !/ 



- — e. 



Ilierans ergiebt sich: 

x-f + 3P,J - Sfg' - Sf 

y-f-if'g-nif + ^a'- 

Da nun s als nicht teilbar durch 3 angenouimen ist, so muts < ine dei 
Zahlen x, y und somit auch f durch 3 teilbar sein. \Isd^lln ibpi 
würden die beiden Zahlen x und y und somit auch die dritte " durch 
3 teilbar sein, was unsrer Voraussetzung widerspricht. 

Demnach mufs die durch 2 teilbare Unbestimmte s lucb duich 
3 teilbar sein; man hat daher allgemein s^= — 2"'3''«( zu setzen, wo 
bei tt eine zur Zahl G relativ prime Zahl bedeutet. Die f>p_,pbeiip 
Gleichung ist daher stets von der Form: 

Drittens; Die Gleichung x^ -^y^ = 2^'"'^'"^u^ ist unmöglich. 

Wir setzen für den Augenblick voraus, dafs diese Gleichung befrie- 
digt werden könnte, ohne dafs eine der Unbestimmten gleich Null 
sei. Die beiden Falctoren der linken Seite, nämlich x -\- y und 
x^ — xy-^-y^, haben 3 als" gemeinschaftlichen Faktor, aber keine 
höhere Potenz von 3, da 3 nicht in xy aufgehen kann; ferner ist der 
zweite Faktor ungerade. Mithin zerfilllt die in Reile stehende Glei- 
chung notwendig in zwei andere, nämlich: 

X -|-(/ = 2-'''"3'"-^ft-' 
x'' — xy-\-y'= 3/3^ 
und zugleich ist u = uß. 

Die «weite von diesen Gleichungen läfst sich auf die Form bringen: 

''--(-"7'-')'+^(-|-'-)'. 

und hieraus folgt, dafs ß ebenfalls von der Form p^ + Vxf ist. Setzt 
man also, wie oben: 
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,3 = /^ + 3;/^ und /3^ = F^ + 3G% 
so erhält man die Gleieliung: 

110(1 ilicser gRn.iigt maii allgeuicin durch: 

» — V ^ -p _^+J^. ^ e 

Diese let/.tere giebt, wenn man einsetzt: 

2"-'3-~>«'-s(r»~!;"). 

In dieser (jleiclmHg, in welcher f^ — g^ eine nngevade Zaiil ist, weil 

/^ + 3(/^ eine solche ist, mufs g durch 2'"'~^ teilbar sein. Ist daher: 

,j = 2'-~'A, f + g-B, f-s-C, 

SO hat man : 

(ß"~^ay^ ABC. 

Da nun das Produkt ÄJDC ein Xubus ist aud die Faktoveu 
A, B, C prim zu einander sind, so mufs jeder von diesen Faktoren 
ein Kubus sein. Man mufs also setzen: 

^ = A^ K = ft', C^v-', 
und dies ^iebt: 

f + !l^ ,^^^ / -- ;-/ = )■■*, // = y^'"-U" 

Hieraus folgt die Gleichung: 

^3 _ t,s = gsm^s^ 

welche der gegebenen Gleichung iihnücli ist, unil bei der man 7,i\ 
beachten hat, dafs eine der drei Zahlen X, (i, v den Faktor 3"-' ent- 
halten mufs. Nach dem, was wir unter „Zweitens" bewiesen haben, 
muTs aber das Glied 2"'l, welches bereits durch 2 teilbar ist, not- 
wendig auch durch 3 teilbar sein. Mithin hat mau ^ = 3''"'i^ /n 
setwen, wodurch sich die Gleichung ergiebt; 

^s _ „s = (2"'3''-i9)^. 

Somit erhält mau aus der Gleichung a^ -\- y'^ ^ (2"'5"uy, in welcher 
die eine der unbestimmten Zahlen durch 3" teilbar ist, eine andere 
ähnliche Gleichung, in der die entsprechende unbestimmte GrÖfse nur 
durch 3"-' teilbar ist. Wiederholt man daher diese Transformationen 
so oft, als n Einheiten enthält, so gelangt man zu einer letzten 
transformierten Gleichung ic'^ -}" J/'^ = ■®'^ in welcher keine der Zahlen 
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X , y, z durch 3 teilbar ist. Diese Gleichung ist aber uach dem 
ersten Teile dieses Beweises unmöglicli ; mithin ist. die gegebene 
fileichung x'' -\- if -\- d^ =^ ^ ebenfalls unnioglich. 



Über die Gleichung x'' + j/"' + z-' = 0, 
654. 
Es ist leicht zw beweisen, dafs eine <]er ünbestimmteu durch 5 
und sogar durch 25 teilbar sein mufs. Ist x diese Unbestimmte, und 
setzt man x = — 5(r, wo r eine ungerade positive und zu 5i relativ 
prime Zahl bedeutet, so folgt da.raua, dafs die Gleichung )/'''-f-/' = — x'' 
notwendig in zwei andere zerfällt, nämlieh: 

y + s = m^ 

t-fs^ fz' - yd' + s* = hr: 
Nachdem dies vorausgeschickt ist, müssen wir zwei )'';i.lle unter- 
scheiden, je nachdem x gerade oder tingera<Ie ist. 

655. 
Erster Fall: x ist eine gerade Zahl. 
Alsdann ist t gerade, y und B sind ungerade und die zweite der 
Gleichungen («) liifst sich auf die Form bringen: 

Dividiert man durch 5 und setzt man au Stelle von y' -\- 2yz -]- z° 
seiiien Wert 5*^'" so hat man: 

Uei unsrer Voraussetzung sind die Zahlen -^{'>f-\-d^^ und -■- ■ 5'('*' 
ganze Zahlen. Ferner mul's, da die linke Seite von der Form j>^ — 5g^ 
ist, ibr Teiler r ebenfalls von dieser Form sein, so dafs ma.n 

setzen kann. Setzt man sodann: 

(/+9l/ö)'-J'+Gl/5, 



wodurch sich 



F- /-(r + 5or»' + 125/) 

G -. 5s(/-' + lO/V + G/) 
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ergiobt, so wird r^ = F^ — 5tr^, und somit 

Um eine allgemeine Lösung dieser Gleichung «u erhalteu, iiiufs 
man zwei Zahlen m und n derart wählen, dafa man hüt: 

(9 4;4l/5)* = »j + wy5, 
wobei h eine beliebige ganze Zahl ist. Diese Zahlen genügen allge- 
mein der Gleichung m^ ■ — 5«^^ 1, und man kann setaen: 

Olli + i^ )/6 _ (F + ej/ö) (.» + >. Vs) , 

mitbin: 

|(/ + ,^) = ,hF+5»G 

656. 

Diese Formeln enthalten unendlich viele Lösungen, da man für 
Ä eine beliebige ganze Zahl nehmen kann; diese unendlich vielen 
Lösungen können aber nur fünf verschiedene Formen annehmen. 

Welches nämlich auch der Exponent h sein möge, er ist immer 
von einer der fünf Formen: bi, 5j+l, 5« + 2. Ich bemerke aber, 
(lafs der unbestimmte Teil 5* weggelassen werden kann, gleich als 
ob er in den Ausdruck von r^ enthalten wäre. Denn man kann 

(/■+Sl/6)(9 + 4l/5")'-/' + Sl/5 
setzen und erhält wiederum r^f^ — Ög'^, so dafs man in den Werten 
von F und G nur f und g an die Stelle von f und g zu setzen 
braucht. Wir haben daher nur die fünf Werte /c = 0, + 1, H- 2 in 
Betraclit zu ziehen, und diesen entsprechen folgende Werte von in und n : 
m = \, 9, 161 

w = 0, +4, J-72. 

657. 
Wir bemerken ferner, dafs in der Gleichung 
i-.5'i" = mG + nF, 

in welcher G stets durch 5 teilbar ist, das Glied nF durch 5 nur 
dann teilbar sein kann, wenn n dareh 5 teilbar ist. Denn da r prini 
zu 5 1 und sein Wert p — öj/^ ist, so kami /' und somit F nicht durch 
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5 teilbai' Söir. Mitliin kann man von den fünf Wei-ten von n nnr 
den Wert n = 0, welcher dem Werte m = 1 entsimdii, benutKen. 
TTiiTdiiroli ergiebt sieb als die einzig znläsaige Lösung: 

l . b'H" - ö _ 5., (/• + Wfif + 5,;') 
Oller: 

i.5«i» _,,(/■• +10r.»' + 5,/). 

In dieser Gleicbnng sind die beiden Faktoren der recliien .Seite 
prim zn einander, und g ist als gerade Zahl anzunebraeii. Denn wäre 
y migerade, so müfste f gerade sein, und die rechte Seite nnsrer 
Gleichung würde ungerade sein, während die linke sich durch 2^ teilen 
läfst, weil t eine gerade Zahl ist. Es folgt hieraus, dafs die vor- 
stehende Gleichung in zwei andere nur in folgender Weise, wobei 
nmen ist, zerlegt werden kann: 



f + lo/y + Bs' - >■'»■ 

Tn der zweiten Gleichung läfst sich die linke Seite auf die Form 
{P + 5.9^)^ — 5{2g^Y bringen; mithin mufs ihr Teiler r von der 
Form p^ — t)(f sein. Dasselbe ist der Fall hei r'^, nnd man kaini 
ilcmmicli setzen: 

wo F' und G' Funktionen von derselben Art wie F und fr sind. 
Man erhält daher die Gleichung: 

(f + V)' - 6(2.«r>)> - F' - r,r/-', 

in welcher 21/^ = 5^*2'^^" ist, und findet dann, wie oben, daf* die 
einzig znlilssige Lösung die folgende ist: 

5" . 2» ■«»-/(/•' + 10/- y + 5/'). 
iSi^tv.t man ferner ii^iifr", wo )■" prim zu 10m' ist, so kann diese 
tlleichniig nur auf folgende Art in zwei andere zerfallen: 

G5S. 

Wir kommen also wieder zu Gleichungen, welche stets dieselbe 
Form besitzen, und deren Anzahl ins Unendliche vermehrt, werden kann. 

Da wir nun nach einander a^ ^= — ötr, t'=2iir', u = it'r", 
n' = n"r"' n. s. w. gesetzt haben, so ergiebt sich hieraus: 
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so dafs also Jie Anzahl der Faktoren r in dem Änsdruck von t be- 
ständig zunimmt. Jeder von diesen Pakfcoren, welcher durch eine 
flleichmig von der Form )■'""' = f* -\' 10/'^ + bg* bestimmt vrird, 
wo /" und y beständig wachsende Zahlen sind, weil i/' = v- (2(/*y, 
("^ > hg'^ isfc, ist sicher gröfser als 1 und kann als ganze Zahl nicht 
kleiner als 2 sein. Wenn man demnach auch annimmt, dafs die 
Reihe it,u, u",... die Einheit zur Grenze habe, so wird doch der 
Wert von t, der aus unendlich vielen Faktoren 2, /, r", r'" , . . ., 
welche nicht kleiner als 2 sein können, zusammengesetzt ist, bald 
jede gegebene Gröfse übersteigen. Dies steht aber nicht im Einklang 
mit der Voraussetzung, dafs die ursprünglichen Werte von x, ij, $ in 
endlichen Zahlen gegeben seien. Mithin ist die gegebene Gleichung 
IT» dem ersten Falle, wo die eine der Unbestimmten gleichzeitig durch 
2 und durch 5 teilbar sein soll, unmöglich, 

IJ59. 
Zweiter Fall: x ist eine ungerade Zahl. 
AlMdann ist von den beiden Unbestimmten \j und z die eine 
gerade, die andern ungerade, und die zweite der Gleichungen [n) 
läfst sich auf die Form bringen: 

C!/^— Y «/2 + if— 5(~- yif = 5r''. 
Hieciius sieht man, dafs -^yz stets eine ganze Zalil i^t, noil diifs 
)/-* — — ys, ■\- ?? durch 5 teilbar sein raufs. In der That hat man: 

f — Y ys-\'S' = {j}-\- sf — 5 (y j/s) = 5"i'"-5 (y ys) ■ 
Mithin liaiui die vorige Gleichmig folgender mafsen geschrieben wei'deii : 

(i-,.)'-5(-»'-*r+ir=_.., 

und da die ungerade Zahl r ein Teiler einer Zahl von der Form 
}f — 5g^ ist, in weicher p und q prim zu einander sind, so niul's 
sie selbst von dieser Form sein. Dasselbe gilt von — r, da bekannt- 
lich jede Zahl von der Form p^ — b^ auch zugleich von der Form 
ba^ — h^ ist. Man kann daher —r^p — bg^ annehmen, und setzt 
man wie oben (/'+(/ "j/ö/^i^+Gl/Ö, so erhält man — r'=F'^ — bG'^ 
und die aufzulösende Gleichung wird: 
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Isb wiederum «i + w 1/5^ (9 + 4y^)*, so erhält mau die allge- 
meine Lösung dieser Gleichung, wenn man 

I y + i^*|i+'' )/s _ (F+G y'6){». + »/5) 

set7,t. Hieraus folgt: 

Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich: 

ö'^io = (ffi + n)F + ()B + bn)G. 

660. 
Da G stets durch ö teilbar ist, während F sich nicht durch 5 
teilen läfsfc, so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn m -\- n durch 
5 teilbar ist. Aus den fünf oben angegebenen Werten von m und « 
findet man aber, dafs diese Bedingung nur durch m = 9, « ^ — 4 
erfüllt werden kann, und hieraus folgt: 

5';"' = 5F— HO, 
oder, wenn man durch 5 dividiert und die Werte von F und G 
einsetzt: 

ift« - /■'(/- llj) + lOfs'ibf- 11g) + b,/(2bf^ Ug). 
Aus dieser Gleichui^ erkennt man, dafs f — g durch 5 teilbar sein 
mufs, Ist also f = g -\-Tt, wo h eine durch 5 teilbare Zahl ist, so 
hat man/'-j-^ ^5 = Ä -j- jf (l -f- yö), so dafs man direkt setzen kann: 

F+ aYfr-[i, + g{i + yV}]' 

~h' + 5*V(1 + >/5) +20*y (3 +)/5) 
+ 80*y(2 + >/5)+40*/(7 + 3)/6)+16/'(n+r>l/5). 
Hieraus ergeben sich die besonderen Werte vor F und G\ da wir 
aber nur die Gröfse F — "€' G brauchen, 30 können wir in dieser 

Gleichung ^ an die Stelle von |/5 setzen und erhalten so: 

F - -" e - h(» — (,lfg + 16SY — le*«" + I6s')i 

folglich: 

5'l'" - ;i(/.' — Wg + IWif- — ICij' + IG/). 
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Ö61. 
Man weifs bereits, daTs h durch 5 teilbar ist, während dies bei 
g nicht der Fall ist. Beachtet man ferner, dafs /* ungerade sein 
uiufs, und dafa somit die beiden Faktoren der rechten Seite prim zu 
einander sind, so kann man dieser Gleichung nur dadurch genügen, 
dafs man sie in zwei andere zerlegt, wie folgt: 
h =■ 5'^«"' 

wobei t = ur angenommen und / prim zu 5m ist. 

Die zweite Gleichung läfst sich auf die Form bringen: 
/» _ {» - Sgh + 6g')' -i(gh- 2gJ, 
woraus ersichtlich ist, dafs r von der Form p'^ ■— 5g^ sein mufs. 
Dasselbe gilt von r'^. Man kann daher r^=f'^ — 6g'^ setzen, woraus 
sich r''-" = F'^ — 5G'^ ergiebt, und der vorstehenden Gleichung all- 
gemein genügen durch: 

gh — 2g^ = nF' + mG'. 
Hieraus erhält man schliefslieh ¥ oder 

512,(20 ^ (,„ _|_ 3„^^" ^ ^3,^ ^ 5j,J(5'_ 

Da G', aber nicht F', durch 5 teilbar ist, so kann diese Gleichung 
nur bestehen, wenn m + 3b durch 5 teilbar ist. Die einzigen Werte 
von m und n, welche genommen werden können, sind daher m = 161, 
)i = — 72, und hierdurch ergiebt sich, wenn man durch 5 dividiert; 

ö«M^« = ~G'- 11 f; 

oder wenn man die Werte von F' und G' einsetzt: 

6"»» _ r'{12Sg - 11/-) + wr,j'(m,J - büf) 
+ !><j'{m</ - 275r). 

662. 
Diese Gleichling zeigt, dafs Si;' — /' durcli 5 teilbar ist. Setzt 
mau also /' = 3(/' — h', so erhält man: 

F' + Ö-1/6 =[ - 'i' + ,7'(3 +l/ö)]', 
oder wenn man entwickelt: 
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r + (}■ j/5 ^: - If + 5;«''5'(3 + ]/5) -- 20/*'V- (7 -f 3^5) 
+ 80/;^/^ (0 + 4 1/5) - 40/»'/* (47 + ai 1/5) 
+ 16/^ (123 + 55 l/ö). 
Muliiiiliciert iiüiü das Ganze mit — 11 luid setzt man ^ an tlie 
Ötcllü vou liyö, so ergiebt sich 5 " ^' — 112'" oder: 

h^Ui^" = /i-(lU'' — 42/('V + 64;i'V' —Ä8h'f^ + 16»/'*). 
D;i iiiiii /(' durch 5 teilbar, dagegen y' uicht durch 5 teilbar ist, so 
kann dicsi? Gleichung nur auf folgende Weise in /.wel andere «er- 
falküi: 

/[' = 5"!('^ 

11/t'^ ~ 42A'V + 64A'V' — 487^'i/'' + lö/' = '■"'", 
wobei u = ti'r" angenommen und r" prim zu 5u ist. 

Diese letztere Gleicbting lafst sich auf die Form bringen: 

4/'*^ = (80^ — 12f/h' + 7/*'^)^ — 5A'", 

aus welche!- folgt, dafs r" von der Form ß* — 5^^ sein uitirs. Dasselbe 

gilt von r"^. Man kann daher r"'' = /'"^ — bg"" set/.en uml orliiilt: 

r-'-o ==. F"" — 6a"\ 
Ist jetzt 4 =; ^^ — Dv^, wo jt und v ungerade Zahlen sind, so kann 
man setzen: 

sif'-iigi,: + 7;.-« + ;.'']/5 _ (r- + ü"/5)(,» + vYb), 

demnach : 

hf-^ = ftG" + j.i'"'", 

Da jedoch h' und G" durch ö teilbar sind, während F" sich nicht 
diii'ch 5 teilen läfst, so kann diese Gleichung nur dann bestellen, 
wenn v durch 5 teilbar ist. Und da allgemein 

^ + 1, 1/5 = (3 + >/5) (m + K 1/5), 
also ,tt = 3m + ^"i V = m -\- 3n ist, so kann man nur die Weite 
ji[ = 161, H = — 72 brauchen, woraus sich (t = 123, v = — riö 
crgiobt. Man hat daher: 

5"m"« = 123G" — 55i'-". 

663. 
Wir komiuen also wieder auf eine Gleichung /iirücti, ' die der 
bereits hetrachteteii Gleichuug b"u"' = 12liG' ~ 6bF' ähnlich ist. 
Daraus folgt, dals die nämlichen Transformationen bis ins Unend- 
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liehe fortgesetzt werden können. Dies würde aber voraussetzen, dafs 
die orspriijigliciieii Werte der Unbestimmten niiendlieli grot's seien. 

Denn da wir nach einander a' = — öt/'j l^ur, n^u'r", 
u ^iC'r", u, s. w. gesetzt haben, so wird: 

t = !(»■' = u'r'r" = u"r'i-"r" = ■ ■ -, 
sü (.lafs dsü die Anzahl der Faktoren r in dem Auedriieke von t be- 
wtüniüg zunimmt. Diese Faktoren werden bestimmt durdi Gleichungen, 
welche sieli auf eine und dieselbe Form bringen lassen, nUmlicli: 

/'"z^r^-j- örh^-\- bh*, r"^" = /*-|- br'^h'^ -\- öh''^, u. s. w. 
Ferner hat man: 

Ii = Ö''h"', A' = 5"jt'-'', /(" = 5^'jt"'"', u. a. w., 
so dafs die UrÖl'sen /*, h', h", . . . selir schnell wachsen, .selbst wenn 
man annimmt, dafs die Zahlen u, u, u", ... die Einheit zur Grenze 
haben. Mithin können die Zahlen *•, r, /■",..., welche stets gröfser 
als 1 sind, nicht lileiner als 2 sein, und es wird somit der Wert 
von ( unendlich grofs werden. Es läfst daher die Gleiclumg 

^^ + y" + ä*^ = 

eine LiJwung in ganzen Zahlen nicht zu*). 

§ ö. 

Eiüige Sätze aus der Analysis nebst neuen Formeln für die 

Winkelteiiung. 

6(54. 

Satz 1. Ist n eine beliebige Primzahl aufser 2 und setzt 

man a;" — «/" = (:t — i/)P, wo P das Polynom x"-'- -\- yx"-^ 

-f- i/x"-^ + ■ ■ ■ + y""' bedeutet, so kann man stets der 

Gleichung 

4P = (^^ + nli' 
Genüge leisten, wobei das obere oder untere Zeichen ^iit, 
je nachdem n von der Form 4m -{- 'd oder von der Form 
4m + 1 ist. 

Dieser Satz ist schon oben in No. 510 bewiesen worden. Wir 
haben ferner gezeigt, wie man die Werte der Funktionen Q und It 

*) Einige weitere Untersuchungen über die Gleichung = w" -f- y" + s'^, 
in welcher « eiae rrimaahl und gcöfser ah 5 ist, kann man in den Ähhand- 
lungen der Akademie vom Jahre 1823 nauhlesun. Anm. d. Verf. 
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in beiden Füllen bestimmt, und obwohl die Formeln, die wir im 
Sinne haben, für y = 1 gelten, so können sie doch leicht auf einen 
beliebigen Wert von y angewendet werden, wenn man das Gesetz 
der Homogeneität beachtet, 

665. 
Satz 2. Ist n eine Primzahl von der Form 4m -|- l? und 
setzt man: (/'+(/ Vm)" = f" + Gl/«, ferner F = fT, G = n<jQ 
und daher: 

p_^.-. + ü(srji p-=.„,. + "•-,".';-''i "-^/-'-»v+- • 

HO behaupte ich, dafs sich die Polynome P und Q allge- 
mein auf die Form X.'^ — nY'^ bringen lassen. Man kann 
somit setzen: 

P = ^ä - nB^, Q^C^ - nl)^ , 
wo Ä, ß, C, D Polynome 2«*'™ Ürades in f und g sind, deren 
Koefficienten ganze Zahlen sind. 
Setzt man nämlich: 

so wird: 

P = ^- -— - ■ 

Nach dem Satze 1, iäfst sieh aber die Funktion 4P auf die Form 
X} — nY^ bringen, in welcher ist: 

I 2^)^"'— ;)ä"'-»g + fl3i)*"'-^§«+«3/"'-«9'^H I _^^ ^^ 

Und da allgemein fq rational ist, ebenso wie j)* + q'', wo k eine 
beliebige ganze Zahl ist, so folgt daraus, dafs sich Z und Y auf 
Polynome von f und g reducieren, die homogen und vom Grade 2m 
sind. Werden diese Polynome durch 2 geteilt, so stellen sie die 
Werte von A und B in der Gleichung P^A? — nB^ dar. Zugleich 
sieht man, dafs die Funktion P aus zwei reellen Paktoren Ä-\-B Yn 
und A — B y« zusammengesetzt ist, die keine Irrationalität weiter 
enthalten, als yn. 
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so giebt der 8atz 1. ebenfalls: 
und zwar ist: 

Diese Werte verwandeln aicli ebenso in rationale Polynome von 
/* und g. Der Gleichung 4nQ = X'^ — mZ*^ zufolge mufe aber X' 
durch n teilbar sein; setzt man also^'^wif', so wird 4$=w2'^ — Y'^. 
Da endlich n eine Primzahl von der Form 4m +1 ist, so läfst sich 
die Funktion Q immer auf die Form C^ — «D* bringen. Man 
braucht dazu nur 

c + _D 1/» - (i r + i z- ]/«) (f - » i/Ä) 

ZU setzen, wo i nnd it die kleinsten Zahlen sind, die der Gleichung 
t^ — mi^ = — 1 .reniigen. 

666. 
Satz 3. ist w eine Primzahl von der Form 4))( + ^ '■iiiti 
setzt man: {f -\- <; Y^i)" = F -\- G V^i , ferner Z = /'P, 
Q = nf/Q und daher: 
P^^.-.„Jl(^;.-..,.„,+ -(--K--^)(- i)^.-..„V_... 

g-r--'^rjV---./+ "'^"'r;'.'rf"" -/'-'-"V— ■- 

so lassen sich die Polynome P und ^ in zwei rationale 
Faktoren zerlegen, so dafs man erhält: 

wo A, Ji, C, D Polynome von /'und a vom Grade y(ij— 1) sind. 
Ist nämlich: 

p = f'\-g'V—n, q = f^gy—n, 
so erhält man: 
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p = ll+l^. . 

p+a 
Wegen tiieser Form kanu man 4P= X'^ + nY^ setzen, wenn man 
^ _ [ 2p^"-+'-—p^"-q + a^p"'—'q' - a.,f"'-^(f + ■ ■ ■ 
1 + 23^'"+' — _p2^"' + d^pägSi'"-* — «32)^3^'"-^ -I 

annimmt. Da nun die Gröfaen pq und ^* + g'' reell umt nitional 
sind, so ist es die GrÖfse X ebenfalls. Was den Wert von Y an- 
laugt, so ist derselbe gleich dem Produkte von f) — q und dorn 
Polynom : 

Z~ Pf »■""''"»'" -tj<g-i'_".—-a'."r! + i y.^. ,/-^-,^ _ ^ 

p—1 p—<l p—1 

Der Wert desselben ist, wie der von X, reell und rationul. Wegen 
p — q = 2*/]/ — n hat man also: 4I'= X^ — iir'ff^Z-. Mithin ist 
P gleich dem Produkte aus den beiden Polynomen -X-\- nijZ unt! 
-■ X — ui/Z. Die letzteren sind die Werte von A und J>. 
Tu ähnlicher Weise hat man: 

n p-q 
Man kann daher 4nQ ^^ X'^ -\- nY"' setzen, und zwar ist diihci: 
_^, _ j 2^1'""+' +i)^"'3 + a,p^'"~^q^-\- asp""~-'q'' -\ 

Y' _ j i''"'i + hp'""~^Q- + hP'"'~'''/ H 

Der Wert von Y' redueiert sich auf eine reelle und rationale 
GrÖfse. Was den Wert der Funktion X' angeht, so ist derselbe 
gleich dem Produkt aus p — q oder 2gy~-n und dem Polynom: 

dessen Wert reell und rational ist. Mithin hat man X' =:2r/Z'Y — it 
und 4Q=Y''' — ig^Z'^. Polglich läfst sich Q in die beiden ratio- 
nalen Faktoren - Y'-\-gZ' nnd - Y' — ffZ', welches die Werte von 
C und I> sind, zerlegen. 
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66J. 
Ho zerlegt sich z. B. im Falte « == 7 das Polynom 
p = f - SnTo^ + 5)*VV - nY 
in die beiden t<'aktoren: 

^ = /■' + »Pif — "Vtf" + «"?' 
B = f — npg — n'f<f — n^<f. 
In dumselbeii Falle zerlegt sich das Polynom: 

Q = r - 5<V' + 3'*T 5* - "'/ 
in die beiden Faktoren: 

C = r — «/'V + «/!7^ + "y* 
D = /'^ + M/"^^ + w/(7^ — wj/l 
Ebenso lüfst sich im Falle k ^ 11 von den Polynomen: 

p = /■!« - 5«VV + 30«7V - 42JiYY + 15"W - "'i/" 
(^ = /■'» - I5w /'^^ + 42mVV* - SOnV^Sr'' + ömV^'v' - »'i?'" 
daw erste in die beiden Faktoren 

A -= f' + 3«/-*!/ + 2«YY + 2«W - »Vi/ - »Y 
7i = /s _ 3n/V + 2«Ti?' - 2ttVY - »V?* + "Y, 
das zweite in die beiden Faktoren 

6' =.f + nfg — 2nf9^ — ^n^p(/ - 3#/j/* - n'g'' 
B^f — nfg — 2nfh/ + 2nVV - 3»'/i'* + «Y 
zerlegen. Übrigens könnte man aus der Ähnlichkeit, welche zwischen 
den Funktionen P und Q besteht, leicht die Faktoren von Q mit 
Hülfe der Faktoren von P finden und Limgekehrt. Da/u miU'ste iniin 
ng in f und /' in g verwandeln. 

6Ü8. 
Diese Satze, welche sich auf die «"*" PotenKen von f -\- g Yn 
beziehen, lassen sich üuch auf die Potenzen von com qü -|- 
\/- — 1 sin 9 anwenden, und daraus ergeben sich neue Formeln f&r 
die Teilung der Winfeel. Wir werden zeigen, wie man direkt zu 
diesen gelangt. 

Durch Entwicklung der G^leichiing 

(cos ip + Y" 1 sin 9)" = cos n(j> -\- ]/ — 1 sin 7iq> 
erhält man unmittelbar die beiden Formeln: 
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"siü^ ncoü''-^q> 1.2.3- cos''-V sin ■'9 

+ 1: 2.3 4-6 'coa"-Vsm> 

MS«q, «(«-1) „_3 . , 

---- ^ cos" '7) — — — cos" ■'91 sin 93 

"^ 1.2. 3-4 '^^^ >SlllV 

Wenn nun n irgend eine Primzahl ist, so lassen sich die 
Polynome, welche die rechten Seiten dieser Gleichungen bilden, stets 
in zwei Faktoren zerlegen, deren Koefficienten keine andere Irratio- 
nalität als Yn enthalten. Und da diese beiden Formeln aus einander 

entstehen, indem man einfach — 9:1 an die Stelle von (p setzt, so 

braucht man nur zu zeigen, wie die Zerlegung der ersten bewerk- 
stelligt wird. Zu diesem Zwecke müssen wir jedoch zwei Fälle 
unterscheiden, je nachdem die Priuizahl 3* von der Form im + 1 
oder von der Form 4m + 3 ist. 

669. 
Erster Fall: n = 4m + 1. 
Wir haben gezeigt, dafs sich für die Primzahlen von dieser 

Form die Funktion X= _ - ■ stets auf die Form -r i^^ — nZ^) 

bringen läfst, welche aus zwei reellen Faktoren Y -\- ^ ^ V '"■ 
und Y r — Y ZYn zusammengesetzt ist. Dabei ist: 

Z = i 1+ o,„x"'y"\ 

{ + xf'^-^ + b^x^f"'-^ + l^x^f'"-^ -\ ) 

Wir haben ferner die Hülfsraittel angegeben, vermöge deren man 
in allen Fällen die Koefficienten «g, %,...«;„, b.^, 6g, . . . Zi,„ be- 
stimmen kann.. 

Ist nun X = cos (p -j- y — l sin tp, y = cos 95 — ]/— 1 sin (p, so 
hat man: 
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und die Werte von y Y und -- Z sind; 

l Y^2cos2m(p'\-cos{2m—2)(p-^(^cos(2m-4:)<p+a^eos{2m—C>)'p 

— Z = cos (2m ^ 2)ip -\- b.^eos(2m- — 4)(p + b^ cos (2m ~6)ip 

+ h,cos(2m~S)qi+-+^b,.. 
Setzt man also: 

Ä = 2cos 2wj(p + (l + Yn) cos(2m — 2)9 + {(i^ + (>s Vri) cos(2m — 4)^) 
+ («. + !'. y>i)oos(2m — e) (pH h y (»"•+'" J^") 

-B — 2co»2»>?i+(l — )/i)cos(2m — 2)9 + (<i,— Sj]/«)cos(2>n — 4)ip 
+ {a,-6,l/5)cos(2.>.-6)9J+-+-l-(ii,„-S.,V'«), 

so erhält maD allgomdii: 

SO dafM Ä und 7? tlie beiden Faktoren sind, dercJi Prodiilit gleich 
ist dem Polynom: 

raeos"'"'^^ — ——■ ' ■ cos"-'9)sin^g) 

, n(ji-l)(j[ — 2)(K— 3){n— 4) „, . , 
+ -i i" 2 34 ■• ^cos''-^9)ain*q5 

Diese Eigenschaft ist um so bemerkenswerter, da sie nicht statt- 
finden würde, wenn die Zahl n von der Form im + 1 keine Prim- 
zahl wäre. 

Um in ähnlicher Weise den Wert von -^°?-^- zu erhalten, 

COScp 

brauchen wir nur in den vorstehenden Formeln ~~ <p an die Stelle 
von qo zu setzen. Ist also: 

C^2cos2nitp—{l']-yn)cos(2m—2)(f>-\-(a2+hVn)ma{2m — 4)(p 

-(«g + fc,V'«)eos(2m-6)9.+-+4(«.+6»,l/")(-l)'" 

Z) = 2cos23»^— (t— y'rä}eos(2m— 2)(p + (ß,— Ö2Vtt)cos{2«!— 4)9 
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(i70. 
Het/.t maii -""'"^ =0 oder ^JJ--0, no sind lür Werlo, welclip 
dieser Gleichung genügen, allgemeiii (lavgestellt durch ip^- -, wo 
k eine beliebige, durch n nicht teilbare ganze Zah! bedeutet. Denn 
für difisen Wert wird sin nip'=:0, ohne dafa r.u gleicher Zeit siuy^O 
wäre. Ist mifp^e, fto geht die Gleichnng AB == über in: 

«=»' -"«^B^-» 

"T 1 - a ■ ;) ■ 4 ■ 5 

uml di^ n ■- 1 Wiiv^elii dicsür (üeiehuiig- sind: 

2 = -|- (cot -- , cot -, cot , - ■ - cot ) ■ 

Es handelt sich jetzt darum zu zeigen, wie sich diese «—1 Wurzelu 
auf die beiden Gleichungen A ^ t), B ^ varteiien. 
Dazu müssen wir zurückgehen auf den Wert: 

AB - S^^" - X-' + x-',j + .-«-=!/■ + ■ ■ ■ + <;-'■ 

Nun weifs man aber, dafs dieses Poljnom vom (Jrude h — 1 
oder Am das Produkt der 4)» Faktoren ist: 

{x — rtj) (x — rHj) {x — r^y)---{x — r^"'y), 

m denen niiin }■ = cos f- ]/ — 1 sin set/.en kann, und be- 

Kcii'linet juiin mit // eine der in'imitiven Wurzeln von n, so lassen 
sich dieselben Faktoren in der fo!gcnde]i lledienfolgo schreiben: 
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.r — 11 (cos -J- ]/— 1 sin J 

X '■- y (eos ^^^ -f )/ — 1 sin— ^t 

,r-,/(i;o,, '■'^"'- +l/-l»i„ '■"'■','")■ 
Ans ilnr IjRreits entwickelten Theorie ergiebt sich ferner, ilafs das 
l'rodnlii flieser 4)fö Faktoren, welches durch ^(^^ — ■ iiZ^) flar- 
geatellt wird, in zwei (rrnppen von je 2jm Faktoren /.erfallt, von 
(Ionen die eine durch die (ilieder von ujigera.der Ordnung, nämlieli: 

X — y Icos — -\- y- — 1 sin — I 

X — y (eoa —^- -\- ]/— 1 sin ^- — ] 

n: - 1/ (cos ^''^J + yr^f^ui—^^) 



i]ii> aiiflere durch «lie Glieder von gerader Ordiinjig, nünilich; 

X — y 1 cos — — -|- y — 1 sin I 

gebildet wii-d. Diese Gruppen von 2)» Faktoren Bind die Werte von 
A und ^; jedoch kann man nur in besonderen Fällen enlsclieiden, 
welclies ilpr Wert von A und welches der von B ist. 

671. 
Ist X — j/(eos 2« + y — 1 sin 2k) einer der einfachen Faktoren, 
welche in der den Wert von A darstellenden Gruppe enthalten sind, 
so kommt, weil ii;iRh AVeglnssiinf^ der ViHfnchnn von n\ (f" = — 1 
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ist, KU jedem Werte von 2k == -^ , worin h kleiner als 2m ist, 

in derselben Gruppe ein Wert — ^ — 2« vor, so dats man 

gleicliKeitig die beiden einfachen Faktoren hat: 

X — y (cos 2k + y~l sin 2a) 
X — y (cos 2ß — ■ ]/-- 1 sin 2«). 
Aus diesen entsteht der reelle Faktor zweiten Grades: 

x^ -{- y^ — 2^y cos 2k. 
Setzt man hierin die Werte 

X = cos (p -[- y'^ 1 sin (p, y = coa (f> — Y- — 1 sin tp 
ein, so geht dieser Faktor über im 

2 cos 2<p — 2 cos 2a. 
Macht man daher 2 cos 2^ = t, SO wird einer der beiden Faktoren 
Ä und Ji dargestellt durch das Produkt von m einfachen Faktoren: 

(f— 2cos-^)(f-2cos-^^^"-)(i-2cos-^)---(i^2cos ^''' ^ " ), 
und der andere durch das Produkt: 
((_2c„s'f^)(i-2™lf)((-2™^)...(i-2cos''i'7— )■ 

Diese Formen stimmen mit den oben gefundenen Werten von A und B 
vollkommen überein; denn setzt man für cos 4q!J, cos 6qD, ... ihre 
bekannten Werte als Funktionen von cos 2g) ^ yi ein, so reduciert 
sich der Wert von A auf die Form: 

Ä==t"'-\- ßi"— ' + ßf—^ -\ , 

deren Koeffieicnten keine andere Irrationalität enthalten als |/m. 
Ebenso verhält es sich mit dem Werte von B. 

Da die Gleichungen .4 = und C = lauter reeiie Wurzeln 
haben, welche in den beiden Reihen 

1 ^ 2jr 2n=7i 2g^Ji 2o^"'~^ji 

— i = cos , COS -^ — , cos -^^ — , ■■■ cos —^ 

1 , 2gjr Sff^w 2 «''TT 'ig^"'~^7t 

— i = cos -^— , cos , cos — =^ — - , ■ ■ ■ cos —^ 

enthalten sind, ao kennt man für jede Reihe die Summe gleich hoher 
Potenzen der verschiedenen Glieder, aus denen sie besteht. Diese 
Summe wird ausgedrückt durch die Koefficienten der zugchÖrif^en 
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Gleichung und enthält folglich keine andere Irrationalität als Yn. 
Hierauf beruhen die neuen auf die Winkelteilung bezüglichen Fo: 
mein, die wir in der Überschrift dieses Paragraphen angekündigt haben, 
und die unter den bekannten Formeln nicht enthalten sind. 

Ähnliche Resultate ergeben sich aus den Funktionen C und D, 

deren Produkt gleich — ist: jedoch sind die daraus für die Tei- 

° COSqp ' 

lung der Winkel entspringenden Formeln nicht verschieden von denenj 

welche sich aus den Funktionen A und B ergeben. Wir lassen einigi 

Anwendungen dieser Formeln folgen. 

672. 
Erstes Beispiel. 
Ji^t n = Vd, so hat man m = 3, In diesem Falle geben die aus 
der Tabelle in Artikel 512 entnommenen Werte von Y und Z: 

a^^A, «3 1, 6, = 0, &, = 1, 

und hieraus entspringen die Werte: 

y). = 2 cos (ig; + (l + l/lS) eos 4^ + 4 cos 2<p — -^ -\- y]/!^ 

JJ = 2 cos ü?- + (l — yn) cos 49. + 4 cos 2g) — -i- — -^ 1^13. 
Setzt man i = 2 cos 2(p, so wird: 

A-e+ \- (1 + yiS) f - i - I - J )/l3 

Nimmt man sodann die primitive Wurzel 3 = 2, so mufs man 
setKen : 

^^(;_2cos^)(^-2.osi^)((-2eos-^) 

B=.{t- 2cos-^) {t ~ 2eos^^) (i— 2cos-^) ; 

denn iilsdanu ist das letzte Glied des ersten Produkts, nämlich 

,,, 431 lOir 12)t 

^ 1' cos cos cos ■ , 

negativ, es kann somit dem letzten Gliede von A nämüch — — -— — "j/13 
gleichgesetKt werden. Zugleich ist das letzte Glied des zweiten Pro- 
dukts, nämlich 

— 2'' cos cos cos — ■ , 

positiv und gleich 5- + — ]/l3, dem letzten Gliede von B. 
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Hieraus erkennt man Folgendes: 

1) Wenn es sich darum handelt, den Kreis umfang in 13 gleiche 
Teile zu teilen, so kann diese Aufgabe gelöst werden entweder mit 
Hülfe der Gleichung: 

o = i'-- liVrä-i)f-t- l +|i/ia, 

deren drei Wurzeln i ■= 2 cos -r^ , t = — 2 cos -yr , ' = 2 cos ■- — 
sind, oder mit Hülfe der Gleichung: 

deren Wurzeln (^ 2 cos --5-, t= — 2 cos , ; = — 2cos-„ sind. 

2) Die Wurzeln dieser Gleichungen geben, auf die Potenzen 
1, 2, 3 u. s. w. erhohen, die Formeln: 

cos ^-T cos -r — \- cos — — = \y \A — IJ 

cos^ — ^ + COS*' ---- + '^"S in" = 8 V-^ — V'^-'J 

cos" — - — cos" -jj- + cos" -^— i (yl'i - U 

cos 1" - cos -JJ ~ cos -^ - - J ()/i3 + 1) 
cos' *J- + cos' If + cos' -"j- ~ I (11 + )/l3) 

cos" -^ — cos» ^ — cos" -^-^ = ~ ,4 (t^l3 + 1) 

u. s. w. 

f>73. 
Zweites Beispiel. 
Ist n ^\1, m = i, so geben die ans der Tabelle in Artikel 512 
entnommenen Werte von Y und Z für diesen Fall: 

o, = 6, Os — 7, »4 — 4, 6,-1, it — 1, S, — 2 
und hieraus ergeben sich die Werte: 

^ — 2cos8ip+ (1 + |/lT) cos O91 + (5 + )/l7)cos4y 

+ (7 + yT7) cos 2if + 2 + }/i7 
i? = 2 cos 8q; + (1 — ]/l7) cos 69) + (5 — l/l7) cos 4^ 
+ (7 - yT7) cos 2,p + 2 - yVl, 
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mittülat derun man erhält: 

siii llip = A.B sin (p. 
Setzt man 2 cos 2tp=^i, so gehen die Werte von A und B über in: 
Ä = f+l(\ +l/f7) (■ + I (^17 -3) t' + (2~yvi) t - 1 
B-''+ ■-(!->'")('- j (vT! + 3) ('+(2+1/17) '- 1. 
lu diesem Falle kaim man (/ = 3 setzen, wodurch sich ergiebt: 

J5 = (( ~ 2cos -^) (( - 2cos 4r) (^ ^ ^*=°'' ^i^) (^ — ^''os -tr ) ■ 
Ist X die Seite des regulären Polygons von 17 Seiten, so hat man 
a;ä =i 2 — 2 cos -" ■ Mithin bestimmt sich diese Seite aus der gröfsten 
positiven Wurzel der Gleichung vierten Grades B'=0. Ferner weifs 
man aus der oben entwickelten Theorie, dafs sich diese Gleicliiuig 
in zwei Gleichungen zweiten Grades zerlegen läfst. 

Aus den Koefficienten der Gleichungen J. = 0, B ^ erhält 
man für ihre Wurzeln die folgenden Formeln: 

cos — + cos -j^ + cos ^j — cos — ^ (,]/n — IJ 

*^° TT "T *"^' 17" "T" ^'OS' 17" + cos' -£ij- = y (,lo + yiO 
cos^ -^-"- + COS'' ^ + cos^ -^" — cos^ ^ = --■ (]/l7 — 2) 

cos -^ cos ^ cos -if COS ^^f = /g 

cos ^ H- cos ^ + cos -^ — cos -~^-- = — (^17 + l) 
cos= --.. 4- cos^ -- + cos' -^ + eos^ ^;^ = - (15 — J/1 
cos= --- + COS'' -,|-^- + eos^ cos^ -- = ^ \y\i +2) 
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074. 
Zweiter Fall, n = 4m + 3, 
In diesem Falle nimmt das Polynom X=— — ~ die Form 
- (¥'■' -}- nZ-) an, in welcher die Fnnktionen Y und Z folgend er mafsen 
dargestellt werden können: 

|— 2y^"'+' — siy^"^ — a^x^^'^~^ — a^x^p'^'""'^ _ . . . 

Ist X '^ coaip -\- ]/ — i sin 9), ?/ = cosg) — ^^ — l sing^, so hat man: 

-^- = 2 sin (2m +1)9:' + sin (2m - 1) 9; + «^ sin (2m — 3)<p 

-\- a., sin (2iw — 5) q» -|- ■ ■ - 
.J- J? = cos (2m— 1)9 + ?-, cos (2m - 3) ^ + ?a, Pos(2m — i>)<p ~i ■ ■ ■ 

Ist demnach: 

yl = 2 sin (2m. + J ) q; + sin (2m - 1 ) g» + «, sin (2m — 3) (p 

+ «3 sin {2m — 5j qj -j 

+ V'm[cos(2m— ])q)+fta<>üs(2m-3)q[i + i.,cos(2m — 5)y H J 

ü= — 2 sin (2 1»+ 1-) ¥■ ■""" sin (2m — l)<p — «<,siu(2m^3)q!) 

— «3 sin (2m — 5) 90 

+ l/n[oos(2m— l)9i + /y,cos(2m — 3)<;) + ft,eos(2m-5)5!. + ---;|, 

so hat man allgemein: 

.E»it _ AB. 

smifj 

Hetzt man -^ gü an die Stelle von (p, so erhalt mau ein zweites 

System von Formeln, nämlich: 

C = 2 cos (2m + 1)9) — cos (2m — \)q) -{- c/gCos(2m — 3)^ 

— «., cos (2m ~b)(p-\~ • ■■ 
+ V'Mfsin(2)M— 1)95 — fe,sin(2m---i)g? + />asin(2>« — 5)9) ] 
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T) = — 2 COM (2)« -^ V}ip -\- KQs(2m— i)<p — «^ cos (2m — 'd)<p 

+ a.^ cos (2in — 5) qj 

4- V'« [sin (2 s« — 1)9) — i'^sin(2)K — 'i)rp-\'\s\a{2m—'ü')(p ] 

^^5- = CD. 

cos 9 

Um iiuu für die beiden Faktoren vou X = —. einen andern 

sing) 

Ausdruck zn finden, bezeichnen wir wieder mit g eine primitive 
Wurzel von n. lat ferner r* irgend eine imaginäre Wurzel der Glei- 
chung r" — 1 = 0, so dafs r* = cos - — — - + l/— 1 sin ist, wo 

li eines der Glieder der Reihe 1, <j, <f, g^, ... ^'"+1 ist, so ist die 
Funktion X gleich dem Produkte aller Falitoren x — yi^, in denen 
man li der Reihe nach die n — 1 vorher genannten Werte, welche 
in einer andern Reihenfolge die Reihe der natürlichen Zahlen 1 , 2, 
3, . . . n — 1 darstellen, giebt. 
Setzt man hierauf die Werte 

Ä = cos ^ + y — 1 sin (p, «/ = cos y — ]/— 1 sin ip 
ein, so geht der Faktor x — >*y, in wclehcm 

r'~= cos 1- y — 1 sni — 

ist, über iu (1 ~ r'') (cosqs — sin^cot-^^ — ) oder, wenn man cofc ^ = m 
setzt, in: 

(1 — r'') sin (p H( — cot -^1 ■ 

Nehmen wir der lleihe nach für k die 2m + 1 Werte 1, g^, 
g^, . . . ff^"\ und bezeichnen wir das Produkt alier Koeffieienteii 1 — »^' 
mit K, so erhalten wir für den einen der beiden Faktoren von X den 
Ausdruck: 

P=(((sin9y'"+i(M~eüt-^) (w-cüt ^) (w-cot^) ■ ■ ■ (i(-cot ^)- 

Giebt man ebenso h der Reihe nach die Werte g, (f, (f, ... ^'i'"+i, 
und nennt man ^ das Produtt der Koeflieienten 1 — »■*, so erhält 
man für den andern Faktor von X den Ausdruck: 

C^=^(sin9=)^''+^(H-cot^)(M-Cüt^')(M-eot'^').-.(M-cot^^^^), 

und da nach Weglassuiig der Vielfachen von n in den Werten g, g'^, 
g^, . . . der Wert von ^ä™+i =; — 1 wird und somit 
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ist, so folgt daraus, dafs tlGr Wert von Q auch IblgCDdoriULifsen dai'- 
gestellt werden kann: 

(,)=j3(sm9)ä«+i(«(+c<.>t-^)(«+cot^)(M+cot^) ■■■(■«+ cot -^), 

d. h. die Wurzeln der Gleichung Q = sind nur durch das Vorzeichen 
von den Wurzeln der Gleichung P = verscliieden, oder eine dieser 
Gleichungen entsteht aus der andern durch blofse Änderung des 
Zeichens von M, 

Dies sind die beiden Faktoren, deren Produkt FQ = X ist. Da 
im Falle ip'=0, wodurch sich x=l und »/ = 1 ergiebt, X = js 

sein mufs, so hat man aß = n und kann daher o: = ji ^ «^ setzen. 
Dies könnte man auch aus den Werten von A und B ableiten. Denn 
seti-.t man g) = 0, so wird Ä = B = ---Z'^Yn, wo Z'^ der Wert von 
Z für den Fall q; = ist, Tn demselben Falle ist aber X = )j, 
Y=0 und die Gleichung 4X= Y' -^ u7J giebt Z"=^2, mithin 
yl = ß = yn. 

675. 
Die für P und Q gefundenen Werte stelleJi die Werte der Funk- 
tionen A und B dar, die wir in linearer Weise durch die Sinus und 
(Josiuus der ungeraden Vielfachen des Winkeis ip dargestellt haben. 
Jedoch kann man nur in speciellen Fällen entscheiden, welcher von 
diesen beiden Werten für A und welcher für B genommen werden 
mufs. Dies ist stets leicht, wenn man denjenigen der Werte von Ä 
und B gleich P setzt, dessen letztes Glied dasselbe Vorzeichen wie 



ll»t 




~ cot 


■,.<=' 


3t -^ - ■ - cot 










Es sei 


allg, 


«nein: 














also: 




[n + V- 


-!)■■ 


- !■(") + V' 


M «(«), 








P(«)-i 


,.- 


1.2 


i(«-s 


, , o(o-l)(o- 
+ 1.2. 


-2) (»-3) 
3.4 


,..-. 


-■■■ 




ö(«)-, 


%n'~ 


1 _ A<?_: 


1.2. 


r''.'"+- 


o(»-l)(«-. 
1 .2 


-2)(.. 
.3.4 


-3)[a- 
,5 


-i) 



Bestimmt man mittelst der Funktionen F(a) ^xnA G(a) neue 
Funktionen U und V durch die Gleichungen; 
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Lr= («s + 1) jv'(2„.i _ 1) _{_ &^ („a _[_ i-)2 ^T^2m - 3) 

V = 20 (2m+l)-{-{u''-\-l)G{2m-l)^(L,{ti'-\-iyG(2m~'d) + -, 
wo die erste eine vmgerade Fiiiiktiün von u vom Grade -ö-(w— I) 
oder 2ni -\- 1 mit dem ersten Gliede w^"'+', die zweite eine gerade 
Funktion vom Grade 2m ist, so hat man die Werte: 

A = sin^"'+XD'y'"+fO 
B = sm^'"+'<piUyn— V). 
JSiidi Artikel 669 ist aber der Wei-t von AB gleich dem Pro- 
dukte aus sin^—^y oder sin-^"'+^g) und dem Polynom: 

e(„)=„,..-._lS!r^-z!)„,^. + tfci)fca^^ 

Mithin läfst sich dieses Polynom in u vom Grade m — 1 allgemein in 
zwei Paktoren [/"[/« + V, UYu — V zerlegra, von denen der eine 
durch das Produlct: 

ii^iu - cot -^) (m — cot ^) (« - cot ■"^' Y..{-u~ eot -"{-" ) , 

der andere durch das Produkt: 

„-'(,. + cot .^) (.. + cot ^) („ + o„t 'i) ■ ■ ■ (.. + cot '{" ) 

dargestellt wird. 

Will man den Kreisumfaug iu n Teile teilen, so hat man die 
Gleieh\ing 2m -\- 1**" Grades II']/n + K= aufzulösen, deren Wur- 
zeln, falls man diis doppelte Zeichen passend bestimmt, dargestellt 
werden durch: 

)( = cot ■ , cot -^^ , cot -~^^ , ... cot — ■' 

Dieselbe Aufgabe könnte man direkt mittelst der Gleichung (?{«) ^0 
lösen, welche, wenn ifi ^ v gesetzt wird, übergeht in: 

Diese ist also ebenfalls vom Grade 2m + 1; indessen ist die Glei- 
chung in M einfacher, und ihre Wurzeln, die von vornherein bekannt 
sind, ergeben ne\ie Eigenschaften, wie man bei den folgenden Bei- 
spielen sehen wird. 
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676. 

Erstes Beispiel. 
*= 7 odar iit = 1, so erhält man aus der Tabelle in Nu. 512: 
,1,^ = 0, 6^ == 0, 

sin 795 ^ AJi nin <p 

Ä = n'' UOB (p -{- 2 sin 'dip -\- sin cp 

B = n^ coB tp — 2 am Btp — ain <p. 
L sodann cot 95 == u, «o wird; 

V= 2Gf(3) + (jt^ + 1) 0(1) = 7w=' — 1 
A = ^m'fp{n'^U+V) 
iJ = sm«*p(K«"E7- V), 



siii7?> = siuXM^ U-\- V){n'' U ~ T). 
Man hat aber aueli direkt: 

sin 7 9? ^ siu' qj G{ti), 
wenn man mit G(m) das Polynom bezeichnet: 
nti'^ — 6nu'' + 3)it(^ — 1. 
Mithin ist dieses Polynom das Produkt der beiden l''aktoreii: 

n'' U ■}- V = n^ u^ -\- mv' -^ n^ u — 1 

Dies läfst sich leicht bestätigen. 

In diesem Falle kann man (/ == 8 setzen, wodurch sich ergiebt: 

cot - — = cot , cot - - = cot == — cot ■ 

Wie leicht zu sehen, hat man also die beiden Gleichungen: 

u^u^ — - nu'^ -^ )i^'«-f" 1 ='n'^{u ~ cot — )(« — cot jiu + cot-^ — ) 

n^n^ -{- mi^ -\- n'^ n — 1 =m^f« + cot — )('* + cot Im — cot —)■ 
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Dieselben entstellen aua eiiiiindcr, indem man eiufLicli das Zeichen 
von u ändert. 

Die Teilung des Kr eis um fangen in 7 gleiche Teile geschieht also 
mit Hülfe der Gleichung dritten Grades: 

= 7"^M^— 7m' + 7"^*(+ 1, 
deren Wurzeln u = cot --, tt = cot -^, w = — cot ^-=- sind. Hier- 
aus ergeben sich die folgenden Eigenschaften: 

cot -| + cot ^ — cot -^=1* 

eot- " + cot- .\- + cof'' -"- = 5 
7 ' 7 ' 7 

tot - cob -=— cot ^-=- =^ 7 
7 7 7 

Dies läfst sieh leicht mittelst der Trigonometrie bestiitigen. 

677. 
Zweites Beispiel. 
lit (i=ll oder jh^=2j bo erhalt miin aus der Tabelle in No.512: 
«, = — 2, ft, = 0, 
also: 

(/= iu^ + 1) 2.'(3) = t<f' - 2w^ - 3« 

y = 2G(5) -I- (H^ + t)f;(3) — 2(j(^+ 1)^ 0(1) = )«(■' — '2nu''-l 
sin ll9) = sin"9i((/>'»4- V){UYn- V). 
Es ist aber auch: 

.mnv-sii,"<p.G(.0, 
wenn mau mit G(tt) das Polynom 

jimI" — 15»# + 42)1»*^ — 30«w* + 5)im' — 1 
beiseiehnet. Mithin ist dieses Polynom das Produkt der beiden Fak- 

J/ = n'Uv- + wm' — '2n^v^ — 2nu^ — Tui^« — 3 

N = n"^M'^ — nu* — 2n'^u' + 2nu^ — 5n^u + l, 
worauM sich sin l\ip = sin^^^i MN ergiebt. 

In diesem Falle kann man die primitive Wurzel g=2 nehmen, da 
dieser ^\'ert (/^+ 1 =S)I(11) giebt. Mithin hat die eine der Gleichungen 
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M=0, N=0 die fünf Wurzeln ■« = cot '^ , cot-"-, cot "'^ , 
cot ■— — , cot — , von denen vier positiv sind und eine negativ. Nun 
zeigt aber die Aufeinanderfolge der Zeichen in der Gleiclning N=0 
an, dafs sich die in Rede stehende Eigenschaft auf diese Gleichung 
bezieht. Mithin hat man allgemein: 

N=^n^\u — cot— ](« — cot— Um — cot— jut + cot --jl« — cot— j 

Jlf=M^(i(+Cüt ^)(M + C0t— )(M + C0t^^'')(i( — C0fc-")(M-|-C0t— )- 

Um daher den Kreisunitang in 11 gleiche Teile zu teilen, hat niiin 
die Gleichung aufzulösen: 

= n^'u^ - hW — 2n^iv> + 2mi' — Zn'^u + 1 , 

deren Wuraeln ?t==cot — , «( = cot , w = cot -^, M^=cot-^^, 

M = — cot sind. Hieraus ergeben sich die folgenden Eigenschaften: 

cot - - -|- cot --- — f- cot — — |- cot — — — cot --- = 11^ 

cot'' -r- + cot'' -■— + cot'' — - + Cot^ ■— 1- cot" "| ," = 1'^ 

cot-" :- + cot' -^— — |- cot' - -j- cot^ -■-- — cot^ - --= IL*^ 
cot' -j- cot' -T- - + cot' — — |- cot' — — |- cof -■— = 141 

cot -;- cot -TT- cot -rr- COt — j- COt — r- «^ 11 

übrigens würde man die Summe der geraden Potenzen einfacher aus 
der Gleichung G(n)^==0 erhalten, welche in diesem Falle lautet: 

Ü == «"> - 15i(« + 42«'^ — 30tf^ + 5m^ - l ■ 
Dieselbe gieht unmittelbar: 

lit' = 15, I«." = 141, Zti'^ = lf)75, u. H. w. 

678. 
Drittes Beispiel. 
Ist n=10 oder m = 4, so crhiilt man aus der Tabelle in No. 512: 
aa = — 4, 03 = 3, «, = 5; b,^0, (»3 == — 1, f-, = 1. 
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Mithin : 

A = y^i [cos 7(p ~~ cos 3 g) -f- <;os ip] 

4- 2 sin d(p -\- sin lq> --■ 4 siu 5q:i + 3 sin Sg) -j- 5 sin ip 
ß = ]/tt [cos l(f> — cos 3g5 -|- COS91J 

— 2 ain i)qj — sin 795 + 4 sie 5gi — 3 siü 395 — 5 sin (p 
sin Ulf = AB sin (p. 

Mut hat aber auch unter anderer Form; 
sin n (p = siD"9) ( UYn + 7} ( UYn - V) 

U ^-= (u^ + 1)F(7) - (n' + 1)*^X3) + («^ + l)'ni) 
F= 2f;(9) + («^ + 1) G(7) - 4(«^+ i76'(5) + 3(«*+ Ij^'GlS) 
+ 5(**=+l)*G(l), 
oder W(!uu man für die F und G ihre Weite setzt: 
;/=,("_ iQ^'. _|_ 26m9 ^ 40Mä — 3„ 

F= „„** — 8mm'' + ISnu* — 1. 
Man kennt dalier die beiden Faktoren ÜYn + F", i/]/)* — F, deren 
Produkt gleitdi oder gleicb der Funktion 

(?(,() = nw'ä - 51)««^'' + 612wm1* — 2652wt('^ + 4862mu'o 

— 3978mm* H- l428wM^ — 204)iM* + E)w«^ — 1 

ist, als Funktionen von u. In diesem Falle kann man f/ == 2 an- 
nehmen, wodui'ch sich die neun Wurzeln der G-leiehung 0= (/"j/m 4-_ V 
ergeben, nämlich: 

([ ^= cot — , cot , cot , cot — — , cot - , cot ■ -, 

— cot , — cot , — cot — ■ ■ 

Von diesen sind sechs positiv und drei negativ. Aus diesem Grunde 
muls das letzte Glied der Gleichung positiv sein; diese Gleichung ist 
daher UYü — F=0 oder: 

= ,."^(m" - IGu' + 26m'' + 40«^ - 3«) - n («" - Sti' + ISu") + 1. 
Die rechte Seite ist das Produkt aus n^ und den neun Faktoren; 
[u - ■ cot — ] (u — cot —I [u — cot '--"] in ~ cot — ) (m — cot — ] X 

(.. - od '^) (« + »t '^) („ + cot 5,") (» + cot »;) . 
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Diese Gleichuiij^ 9*™ (Jrudcs liätte man also unmittelbar aiifKulÖseu, 
wenn mau den Kreisurafang in 19 gleiche Teile teilen wollte. Wir 
haben aber oben die Hülfsmittel kennen gelernt, um die Aufgabe auf 
die Auflösung zweier Gleichungen dritten Grades zu redueieren. 
Übrigens ergiebt diese Gleichung zwischen ihren Wurzeln analoge 
Beziehungen wie diejenigen, die wir bei den andern Beispielen ge- 
habt haben; indessen werden dieselben immer weniger interessant, 
je gröfser die Zahl n wird. 

Die Eigenschaften der Funktion, welche gleich -—. ist, haben 

wir hini'eichend entwickelt; wit könnten in ähnlicher Weiae auch 

die Eigenschaften der Punktion, welche gleich — ist, entwickeln. 

Da jedoch letztere aus der ersteren hervorgeht, indem maii einfach 
- — (p an die Stelle von q? setzt, so haben wir es nicht für nötig 
gehalten, auf die neuen hierauf bezüglichen Einzelheiten noch geuauer 
oiüKUgehen. 

g 6. 

Neuer Beweib des Redprocitätsgesetzes , welches zwischen zwei 

Primzahlen besteht. 

(>79. 
Ist, p oder 2m-]- 1 eine beliebige Primzahl aiiCser 2, und <j eine 
von den zu dieser Zahl gehörigen primitiven Wurzeln, so dal's 

r + 1 _ m(jp) 

ist, ao können, wie wir in Artikel 509 gesehen haben, die 2nt Wur- 

tc^ — l 
zeln der Gleichunsf X=0, wo X^ r- ist, dargestellt werden 

durch die Reihe: 

(1), (s), OT, (»■),.•.(»"-')■ 

In derselben ist jedes Glied (ß) der Ausdruck von r", wo r eine be- 
liebige imaginäre Wurzel der Gleichung x'' — 1=0 ist. 

Ist y die Summe der Glieder von ungerader Ordnung und s die 

Summe der Glieder von gerader Ordnung, eo dafs man hat: 

!/ - (1) + (»■) + («*) + (»■) + ■•• + W— ") 

« - W + (!»■) + Ö") + (»') + • ■ • + W— '), 

SO haben wir in dem angeführten Artikel zur Bestimmung von ij 

und s zwei Formeln gefunden, von denen die eine voraussetzt, dafs 
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p von der Form 4t + 1 s^i, die andere, dafs p die Form 4* + 3 
liabe. Diese bei(]en Formeln kann mau leielifc auf die beiden Fälle 
anwenden, wenn man ihnen die folgende Form giebt: 






(-1) ■' 



Das hierin vorkommende Doppelzeichen hängt von der Wurzel r ab, 
die aus sämtlichen Wurzeln der Gleichung X == beliebig gewählt 
werden kann. Indessen hat diese Zweideutigkeit keinen Einflufs auf 
das zu entwickelnde Resultat. 

Nennen wir P die Differenz y — n, welche folgendermafsen aus- 
gedrückt wird.- 

-P = (1) - ifi) + (,0 ~ df) + ■ ■ ■ + (/>'"--'} - (/"'- '). 

so erhalten wir: 

i'=-i- Vp(- ])~^"". 

(SSO. 
Es sei jetzt q eine beliebige von p vtiidiK-dene Piimzdbl, und 
es werde angenommen, dafs man dis Polynom P aut die '/" Potenz 
erheben wolle. Diese Potenz enthält dann /unichst die {f^° Potenzen 
der verschiedenen einzeln genommenen Glieder des Polynoms P, und 
da die g** Potenz des Gliedes («) oder r" gleich *'' oder (qa) ist, 
so erhält man einen ersten Teil 

Q = ('i)- (mü) 4- (g/) - (sy') + ■ ■ ■ + {<i.9""-) ~ dr"-')- 

Der andere Teil enthält sodann eine grofse Anzahl von Teilprodukten, 
welche alle von der Form qÄr^ sind, wobei A eine ganze Zahl und 
X ein ebenfalls ganzzahliger Exponent ist, der wegen »•''= 1 stets 
kleiner als p angenommen werden kanu. 

Bezeichnen wir mit 'I.(qAr^) die Summe aller dieser sowohl po- 
sitive« wie negativen Glieder, so haben wir die Gleichung: 

F-'=Q + X(qAr^). 
Wie beschaffen nun auch die von p verschiedene Primzahl q sein 
möge, man hat notwendig entweder (1=1 oder (— j = — I. Im 
ersten Falle wird q ein quadratischer Best von j> genannt und es 
kann q = g''^" gesetv.t werden. Im zweiten [''alle würde q ein ciua- 
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dratiseher Niehtrest von f sein und man hätte g=y^"~% Werte, 
die richtig sind bis auf Vielfache von ^. 



1) Ist 1)^1 oder (l=g''^, wo (ier Exponent 2n stets eine 
der Zahlen der Reihe 0, 2, 4, G, ... 2m — 2 ist, so hat man: 

e - v) - (9"+') + {'/•+') (s'—') 

+ (1) - ö) + (s") (s'"^')- 

Diese Gröfse, deren Glieder eine in sich zurückkehrende Keihe bilden, 
imd in der man also (1) zum ersten Gliede machen kann, reduciert 
sieb auf; 

(1) - (.!!) + W {'/•-'), 

SO dafs sich ergiebt: 

e--p. 

2) Ist (--] = — 1 oder q = !f''~^, so wird: 

e - (9"-') - (9") + (.»■■+') — + (ff"—') 

- (1) + (;/)- (,'/) + (9"-"), 

mitliin: 

« - - 1: 

Man erhält daher in beiden Fallen: 

e = ©^^. 

und hieraus folgt die allgemeine Gleichung: 
oder: 

P.-._(j)^,.i(-'). 

Substituiert man auf der linken Seite den Wert von P, so reduciert 
sie sich auf: 

eine GrÖfse, die stets gleich einer ganzen Zahl ist. Was die rechte 
Seite q ■ — p~ anlangt, so mufs sich dieselbe ebenfalls auf eine 
ganze Zahl reducieren; und da die irrationale Gröfse 



y Google 



Neiiöc Beweis des Iteciproeitätsgesetzes. 383 

allgemein iE eine 
giinze Zahl A' verwandeln, so iJafs man erhält: 

;-"?.(-i)'"'-"^'-(i-)-,x 

Ünterdrßckt man beiderseits die Vielfachen von q, wodurch sich 
p ^ auf den Ausdruck (---j reduciert, so erhält man schliefalich die 
Gleichung: 

in %velcher das lleciprocitätsgesetz zwischen den beiden Primzahlen 
P und q besteht. 
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Anhang. 

Erster Ähselinitt. 

Neue Methoden zur näherungsweisBii Auflösung der numerisclien 
Gleicliungen. 
Wir stellen uns die Aufgabe zu zeigen, wie man mit beliebigem 
Grade der Anmiherung die reellen Wurzeln einer gegebenen Glei- 
chung finden kann, ohne dafa man vorher eine Kenntnis von der 
Gröfse oder Anzahl dieser Wurzeln hat. Die Methoden, die wir zu 
diesem Zwecke geben werden, setzen nur Vorberoitnngen voraus, die 
der Natur dieser Methoden eigentümlich sind und direkt auf jede 
gegebene Gleichung angewendet werden können. Die erste erfordert 
indessen, dafs man eine obere Grenze für die grÖfste der Wurzeln 
kenne. Die Ermittlung dieser Grenze ist daher der erste 
Gegenstand, mit dem wir uns beschäftigen werden. 

1. 
Grenzen der reellen Wurzeln. 

Wir brauchen nur die Grenze der positiven Wurzeln zu suchen. 
Denn setzt man — x für x, oder ändert man die Vorzeichen der 
Glieder von gerader Ordnung, so werden die Wnrzeln, welche negativ 
waren, ihrerseits positiv, so dafs die für die positiven Wurzeln ge- 
fundene Regel mutatis mutandis in gleicher Weise auf die negativen 
Wurzeln Anwendung findet. 

Ist 

«" + ^,a:—i + ^»^'-^ + A?«''^' rt ■ • ■ ± X = 
die gegebene Gleichung w'"" Grades, in welcher der Koefficient des 
ersten Gliedes 1 ist nnd Ä^ den Koefficienten des mit der Potenz 
a:"""" behafteten Gliedes bedeutet, so hat man, um die obere Grenze 
der reellen und positiven Wnrzeln zu erhalten, zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 
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1) Wenn das zweite Glied einen negativen Koefficienten 
hat, und keiner der andern negativen Koefficienten gröfser 
ist als dieser, so behaupte ich, dafs dieser um eine Einheit 
vermehrte Koefficient gröTser ist als die gröfste positive 
Wurzel. 

Wenn nämlich ein positiver Wert von x gröfser sein könnte als 
1 + Ai s" würde dies in dem FaUe stattfinden, wo alle Koefficienten 
negativ und gleich Äi wären, so dafs die aufenlösende G-lcichiing 
sein würde; 

af — ^1^™^^ — Ä^x"—^ — A^x"~^ — ■ ■ ■ — ^i ^ 0. 
Setzt man aber in eben diesem Falle ,r ^ 1 + A^, so hat man: 
af — A^x''~* = x^~' 
^B — 1 — yl^a;"— ^ = x''~'^ 

so dafs sich die linke Seite auf + 1 reduciert. Mithin ist stets 
x<l-\-A,. 

2) Ist der grÖfste negative Koefficient nicht der des 
zweiten Gliedes, so seien Ai und Ai die beiden negativen 
Koefficienten, fHr welche "yA, und YÄ^ möglichst grofs sind. 
Alsdann behaupte ich, dafs stets x <.yAi -\- YA^ ist. 

Es sei nämlich a die gröfsere von diesen beiden Wurzel gr'öfsen 
und b die andere. Dann giebt es der Voraussetzung nach nm- ein 
einziges negatives Glied der Gleichung, welches durch — tt^""' dar- 
gestellt wird. Alle andern, die man allgemein durch — (fa;"-'' dar- 
stellen kann, sind so beschaffen, dafs wenigstens für eines dieser 
Glieder c ^ 6, für alle andern aber e < 6 ist. Mithin wird unter der 
Annahme, dafs die Gleichung 

x" — ix"~^ — !>^x'"~^ — b^x"~^ — ■ ■ ■ — h") 

~ («'■ - V)x"—- ( "^ ^ 
aufzulösen wäre, x am gröfsten werden. Die linke Seite reduciert 
sich auf; 

a;" — af—Xa' — b'') — b^~^~, 
^ ' x—b' 

und setzt man x ^ a -^ b, so geht dieselbe über in; 

~a + ~~a " '■" + '') L*^" + ^'^ ~ "' ^T^rJ ■ 

Diese Gröfse ist immer positiv, da o>& angenommen und allgemein 



y Google 



(a -)-?')'■>« -— ist. Mithin ist die gröfste positive Wurzel dur 

gegebenen Gleichiiug kleiner als fl + 6 oder < y^+ V^- 

Wenn die gegebene fileichuiig nur ein einziges negatives Olied 
— ÄicX""^ hätte, so wöi'de die Grenze von x einfach [/J^ sein, was 
man unmittelbar bestätigen kann. 

2. 
Erklärung der gleiclifBrmig verlaufenden (homalen) Funktionen. 

Wir werden gleiokförmlg verlaufende J^uiiktion von x eine jede 
Funktion nennen, wolche die Eigenschaft besitzt, dafs sie, während. 
x in positivem Sinne von x = bis « = oo zunimmt, entweder 
beständig wächst oder beständig abnimmt. 

Wir setzen x stets positiv voraus, und obwohl die gleich- 
förmig verlaufende Funktion, als Ordinate einer KuiTe aufgefafst, fili- 
den einen Teil der Abscissenlinie positiv, für den andern negativ sein 
könnte, so wollen wir doch nur diejenigen gleichförmig vor- 
laufenden Funktionen betrachten, welche für jeden Werl 
von X von ic = an bis a; = co beständig positiv bleiben. 

Aus nnsrer Definition folgt, dafs bei jeder gleichförmig ver- 
laufenden Funktion 9>(ic) der Ditlerentialquotient - ?-i^ von a; = 
bis X •= CO stets dasselbe Vorzeichen besitzt. Derselbe ist positiv 
bei allen wachsenden, und negativ hei allen abnehmenden glcich- 
Cörniig verlaufenden Funktionen. 



Ais Beispiele v6n gleichförmig verlaufenden Funktionen 
kann man die folgenden Werte von <p{x), in denen alle KooflJcinnten 
positiv vorausgesetzt werden, anführen: 

<p(x) = Äx"' + Bx'"-' -\- Ca?"- ^ -i ^ K 

.;. _ Äx'" +Ji'^~'^_+Cci^'' + j- K 

' + ¥ + i + i + ■ ■ ■ 
^(x)^\ + „ + :;:-+ i,-^, + , + ^- 

Die erste und zweite wachsen beständig, und zwar die eine von 
tp{0) = K bis g)(oo) = co, die andere von <p(0) = bis 9)(oo) = oo. 
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Die dritte nimmt bestihidig ab von (pC)) = 1 + [- -. — [ — — bis 

7,u q'(oo) = 1. 

Wean man eine Kurve beschreibt, welche 2/=9'(j) zui Gleichung 
hat, so wird diese Kurve beständig ansteigen oder absteigen \on der 
ersten Ordinate ^(O) an bis zur letzten ip[<x^, so dafu dieselbe Ordi- 
nate niemals zwei verschiedenen Abscissen entspiechen Lann 

Ist daher c eine gegebene positive, zwischen ^(O) und 91(00) 
liegende, Zahl, ao hat die Gleichung c = (f{x) stets eine positive 
Wurzel, aber nur eine solche. 

Wäre c nicht zwistiheu den Grenzen 9)(0) und 91(00) enthalten, 
so würde die Gleichung c = tpioi) kHne jiositive Wurael haben. 



Auflösung der Gleichung C = fp{x), in ■weloher (p{x) eine 
gleichförmig verlaufende Funktion ist. 

Wir denken uns die Kurve, deren Gleichung y = fp{x) ist, ge- 
zeichnet, und setzen zunächst voraus, dafs die Funktion 9>(a;) 
beständig wachse, und dafs zugleich die Kurve gegen die 
Äbscissenaehse konkav sei. 

Es sei (Fig. l) A der erste Punkt der Kurve, für welchen x = 0, 




y = ip(()) ist. In der Entfernung c von der Achse der x ziehen wir 
parallel zu dieser Achse die Gerade CM, welche die Verlängerung 
der durch Punkt A gehenden Ordinate in C und die Kurve AM iu 
M trifft. Es soll die Abscisse des Punktes M, welche der Wert der 
gesuchten Wurzel ist, bestimmt werden. 

Dazu ziehen wir in A die Taugente Ale, welche die Gerade CM 
iu k trifft, und nennen h die Abscisse des Punktes k. Setzen wir 
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dann — ~- ■ =q)'{x), so erhalten ' 



C_-f,{<» 

Durch den Punkt 'k ziehen wir eine Senkrechte 7,n Ch, welche 
die Knrve in n trifft; im Punkte n legen wir die Tangente, welche 
der Geraden CM in k' begegnet. Nennen wir dann Jif die Abacisse 
des Punl{t«s k', so erhalten wir von neuem: 

;.' _ 7. I e — q){k) 

Bestimmen wir ebenso Ä;" mittelst der Gleichung 

u. s. f., so ist offenbar die Grenze, gegen welche die Glieder der 
wachsenden Heihe k, K, k", . . . konvergieren, der gesuchte Wert von x. 
Miiii sieht daher, dafa man, um die Gleichung e = ip{x) auf- 
zulösen, ]iach einander die Gröfsen }:, k', k", . . . mittelst der Formeln 

_ C~_q,(Ol 

e->p(l-) 



k! = k + 



berechnen mufs; die letate der Gröfsen k, V , k", . . . oder die Grenze, 
welcher sie sicli nähern, ist der Wert von x. 



Man beachte Folgendos; 

1} Die ersten Glieder der Reihe k, k', k", . . . brauchen nicht 
mit grofser Genauigkeit berechnet zu werden. Erst wenn man zu 
zwei nur wenig von einander verschiedenen Gliedern gelangt ist, ist 
es wesentlich, die Rechnung mit der ganzen Genauigkeit fortzusetzen, 
die man im Resultate erhalten will. 

2) Weifs man von vornherein, dafe x^k sein mufs, so hat man 
die erste der Gleichungen des vorigen Artikels wegzulassen und von 
dem gegebenen Werte k auszugehen, um alle andern k', k", ... zu 
bestimmen. FTierdurch wird die Rechnung ahgekih-nt. 
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6. 
Nehmen wir jetzt an, diils ilie Funktion fp{x) eine ab- 
nehmende aei, jedoch von der Art, «iafa 9(0) gleich einer endlichen 
Grölse ist, so geschieht die Konstruktion so, wie in Figur 2 an- 




gegeben ist; und da in diesem Falle tp (x) negativ ist, so müssen 
die Formeln für die snccessive Berechnung von Ic, Je' , W, . . . folgeuder- 
lual'sen geschrieben werden: 



h 


= 


"~ q,- (0)" 


Ic 


=^fc + 


-<p'm 


W 


= /(■ + 


<f{k')-<: 



Ferner kann man in diesem l^'alle dieselben Bemerkungen machen, 
wie im vorigen Ärtiliel, 

Ein dritter Fall, der zu betrachten wäre, ist der, wo die 
Funktion g)(fl;) zwar abnimmt, aber von der Art ist, dafs man im 
Koordinatenaufangspunkt 9)(0) = oo hat. In diesem Falle niufs sich, 
wenn man x unendlich klein annimmt, der Wert von (p{x) auf die 
Form ^a^'" -|- ■ ■ ■ reducieren. Man hat also Ax~'" <,c und somit 

^>|'~r' Hiernach mnfs man h=y — nehmen und von dem 
ersten Werte x = Ji ausgehen, um darauf die Glieder h', h", . . . nach 
den I'ormeln des vorigen Artikels zu berechnen. Die Urenze dieser 
Glieder ist der gesuchte Wert von x. 

Es kann auch noch andere Fälle geben, wie die, welche durch 
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die Figuren (1) und (2) dargestellt sind. Wir werden dieyelben unten 
im Artikel 41 untersuclien. 

7. 

Methode zur Bestimnning der gröf'sten positiven Wurzel einer 

gegebenen Gleichung. 

Um jede uiiserni Gegenstände nicht eigeutiiniliclio öcliwierigkoit 

zu beseitigen, setaen wir beständig voraus, dafa die gegebene 

Uleiehung keine gleichen Wurzeln habe, und dal's sie nicht 

durch X teilbar sei. Alsdann bestimme man zuerst die obere 

Ctrenze der positiven Wurzeln, so wie im Artikel 1 angegeben wurde. 

Ist a diese Grenze, so ist also die gesuchte Wurzel x <.a. 

Bringt man alle negativen Glieder der gegebeneu Gleiehung auf 
die redite Seite, so nimmt dieae Gleichung diu folgende Form an: 

■*" (l + -^ + |. H ) = «a^~* + hx"-''-'- + caf-"-^ + • ■ ■ , 

wobei alle Koeflicienten positiv sind und zu beachten ist, dal» die 
beiden Polynome nicht vollständig sein können, da sonst dieselbe 
Potenz von x gleichzeitig auf beiden Seiten vorkommen würde. 
8etzt man hierauf: 



1 + ~ + -^i- + -ä- + ■ ■ • 

KU ist die Funktion fix) eine wachßeude gleichförmig verlaufende 
Funktion von x, und man hat die Gleichung aufziilosen x"^ = g>{x). 

Dazu nehmen wir au, dafs man über derselben Abscissenlinie 
und nur auf der positiven Seite die beiden Kurven, deren Gleichungen 
y = X" und y = <p(x) sind, konstruiere, und bezeichnen durch P 
den Schnittpunkt beider Kurven, welcher der grÖfsten Wurzel X'=r 
entspricht (Fig. 3). Setzt man ic =^ ß in ^{x), so erhält man eine 
Ordinate 9)(«), die gröfser ist, als die Ordinate ** des Punktes F. 
Denn da ip{x) eine wachsende gleichförmig verlaufende Funktion ist, 
so mul's, wenn a>r ist, auch ip(cx)';>^(r) oder q)(«)>*-'' sein. 

Ist n der Punkt der Kurve y = (p (x), welcher der Absciase x = a 
entspricht, zieht man ferner durch den Punkt n eine Parallele zur 
Abscisscnachse, welche die Kurve y = 'j^ in m trifft, und nennt man 
die dem Punkte m entsprechende Abscisse «', so ist die Ordinate von 
m gleich r/". Mithin hat man «'" = 9(0:), und daher a ^yq>{oi). 
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jei;locli liommt a dem r 



Da 9)(«}; 
näher als u. 

Die Abscisse a beHtinimt auf der Kurve y ^^ ^(^) einen zweiteii 
Punkt n, dessen Ordinate qi(a) ist. Zieht mau durch diesen Puntt 
eine Parallele zur Abscissenaehse, welche die Kurve y = x" in m 
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/_ 




,rA 


/ 


,y 








«^ 






^--y^ 


L_ 








— X 



trittt, und nennt man die dem Punkte wt' entsprechende Abseisau k", 
so hat man «"--= )/g)(«'). Die Absdsse «" ist immer noch gröl'ser, 
wie die, welche dem Schnittpuidite P entspricht, sie kommt derselben 
aber nilher, wie «'. 

Ohne iu nähere Eiuaelheiten einzutreten, yielit man, dafs, wenn 
man von der oberen Grenze « > a: ausgeht und der Iteilie nach die 
(.nieder c', ei' , . . . mittelst der l^'ornleln 



- /*(«); 



.y,f(a), ,i"-y^(s'), 



die 



berechnet, die griifste positive Wurzel r der gegebenen üleichi 
Grenze ist, siegen welche die (Glieder der abnehmenden Reihe «, ä, k", 
d", . . . konvergieren. 

Uiese Üeihe mufa mehr oder weniger weit fortgesetzt werden, 
je nachdem man eine gröfserc oder geringere Äunähening erreichen 
will ; jedoch flillt im Allgemeinen die Konvergenz nach einer kleinen 
Anzahl von Gliedern in die Augen. 



8. 
Da die ersten (>Iieder der Kuihe «, (/, u", . . . sich sehr weit 
von der gesuchten Wurzel entfernen können, so iat es nicht nötig, 
dieae ersten Glieder mit grolser Genauigkeit zu berechnen. Wenn 
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jedoch zwei aufeiiiimd erfolgende Glieder nur noch wenig von eiiiiiiider 
vei'schieden aiud, mufs man von Sclintt zu Schritt diu Anzahl der 
Decimalstelleii vermehren, bis man zwei aufeinanderfolgende trlieder 
erliiilt, die nur noch in der Decimalstelle von einander abweichen, die 
man vernacliläsaigen will. Um schneller zum Resultate zn gelangen, 
kann man sich des folgenden Hülfsmittels beLUenou. 

Wir bezeichnen mit et, a, d' die drei letzten Näiieruugawurte 
von r, legen ferner durch die Punkte der Achse, welche diesen Ab- 
acisseu entsprechen, Ordinateu j>, j>' p", welche bezüglich gleich sind 
den Entfernungen mii, in n" , m" n" , deren Werte «" — ?'(«), «'" — 9[i(a'), 
«"" — 9'(«") sind, und konstinieren eine parabolische Kurve, welche 
durch die Endpunkte dieaer Ordinaten geht. Ist y = A — Bs + W 
die Gleichung dieser Kurve, wobei die Ahsoisse « von dem Punkte 
aus, flir welchen « = « ist, gerechnet wird, so hat man zur Be- 
stimmung von A, B, C die Oleicliuugen : 

p = A 

p = A - B{a - a) + ü{a - aj 

Setzt mau sodann ^ ^-^ 0, so wird: 

_^ _2_4 

■" ~ B -f YB' --"43c' ' 
woraus mau die gesuchte Abscisse des Schuittpimktes r=ee — S erhält. 



Sollte die (»e^ebene Gleichung 1 cini: ^oaitivf Wiizel hiben ^>i 
wurde luau imdeu, dals die Keilte a fc a a keine ltienz<> 

hd.t und diifb die (iliLdti nach und n ich tbiiehmen, bi-. sie gleich 
Null weiden Daiaus daif man jedoch nicht schhelsen dala die eine 
Wurzel deiSLlbeu gleich Null aei da diese Wuizd stets ausgc 
at,hlossen ist 

um die Rechu i _, ilv 1 u/cu 1 u i min teiu i ^ ih i die uut u 

Gunze der positiven Wurzeln sudi n Da/u hat man 3-= m 
sptzen Hai man dann nach du Methode des Aitil el 1 die obeie 
I lenze von ^ neluhe X heifsen m i)^e, gefunden so f jlgt daiaus dafs 
1 1 1 lemstL Wert von i gl jlsei ils y ist "sobald dihci du ked o 
f « a bi'^ /u Lineni Clielc, wekhts kleiner ils -j- i t, huial 

st i„t SD ist nun sidiei lals die -besuchte \\ uzlI mtht e\i ti it 
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Daaselbe Verfahreu findet Anwemliiug auf den Fall, in welchem nach 
def vorherigen Bestimmung aller positiven Wurzehi r, r, r", r", . . ■ 
die Eriiiitthinj' einer weiteren Wurzel zur üuuiü^liclilieit werden uiliI'b. 



Methode, um die andorii positiven Wurzeln derselben Gleiehmig 
zu ermitteln. 

Nachdem die gröfste Wurzel r gefunden ist, suchen wir zu- 
nächst diejenige Wurzel, welche ihr au Gröl'se am näclititen 
kommt, und die wir mit / bezeichnen. 

Das einfachste Verfuhren hierzu besteht darin, dafs man 
auf die ui'spr Angliche (Jleichung X = zurückgeht und ihre linke 
Seite durch x ^ r dividiert. Dadurch erhält man die Gleichung 
n -- 1*°" Grades, welche die andern Wurzeln enthält, unter diesen 
Wuriseln ist diejenige, welche wir jetzt suchen, und die wir mit r 
bezeichnet Imhen, die gröfste. 

Die neue aufzulösende Gleichung läfst sich auf die Form bringen 
^"-1 = <p{x'), wo fpix) eine gleichförmig verlaufende Fimktion von 
j; is>t. Mau gelangt daher zur Auflösung mit Hülfe derselben Methode, 
deren wir uns bei der Gleichung a;" ^ fp{/) bedient habeu, wenn 
man dabei beachtet, dafs die Grenze der Wurzeln wegen r'<.r be- 
kannt ist. 

Offenbar findet man, wenn man diese Ilcchnnngcn weiter fort- 
setzt, nach und nach die andern positiven Wurzeln r", r" , . , ., falls 
es deren giebt. Existiert die gesuchte Wurzel nicht, so zeigt die 
Rechnung, wie wir im Artikel 9 bemerkt haben, von selbst die Un- 
möglichkeit an. 

11. 

Die Division der gegebenen (jlleichung durch x — y läfst 
sich iu folgender Weise ausführen: 

Nimmt man denselben Wert von fix), wie in Artikel 7, so lautet 
die gegebene Gleichung x^ = fp{x), in der gewöhnlichen Weise aus- 
gedrückt: 
^ -f- fsS*"^ + iix^—'^ -{-...=; ax''-^ + hx"~''—^ -\- cx''~^~'^ 4- . . . . 

Ist die linke Seite gleich '^{x — *") + ^ und die rechte gleich 
<^{x — »") + 2, wo jj und g die Reste sind, welche bei der Division 
der beiden Seiten durch x — r übrigbleiben, so mufs man, weil der 
Wert ic = r der Gleichung genügt, j) = (^ haben, und somit ist die 
Gleichung n — l'"" Grades, welche noch zu lösen bleibt, P= §■ 
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Au hang. 




Setzt Diao: 






p_.i-' + /-»- 


' + !!''' 


-> + lix- 


q -. o-x— '-1 + 4' 


■»■-'-" 


+ ix:-'- 


bü ist iiitgeiiMcliBinlicli: 






/•-/+'■ 




(.•—(. 


!/■-!/+/•>■ 




6'™i + ,.- 


h'-h + ,jr 




<,■-« + (.■ 



Wir erhalten daher die Gleichung: 

I— + f »-' + <jx—' + ..._»>-'-■ + !,V-»-'+ cV-»-» + . . ■ 
Dieselbe lälst sich uuf die Form ■jf—'^ == 9i(.«) briugeii, wenn num 
eine neue gleichförmig verlaufende b'uuktion fp^i^ annimmtj die- sich 
folgendermafsen darstellt: 

1 + -^ -f- 1^ + ■ ■ ■ 
Man mufy jedüeh beachten, dals, weil das Pulyuum 

»-' + /-«-'+ 9 «-' + ■■• 

notwendig alle Potenzen von x enthält, die kleiner als die u — 1'* 
sind, zwischen .den letzten Gliedern dieses Polynoms und denen des 
Polynoms <('a^~*~"^ + &'3^"'*~^-[ — ■ gewisse Reduktionen ausgeführt 
werden müssen. Allgemein mnfs man in dem Werte von 9'i(^) das 
Glied jjfa;'"--*-! aus dem Zähler gegen das Glied Nx-'^-"^ aus dem 
Neimer heben und die Difterenz, je nachdem sie positiv oder negativ 
ist, oben oder unten hinsetaen, iilso {M — N)x''~'^-' in den Zähler 
setzen, wenn ilf > J/, und [N — M)x~'--'' in den Nenner, wenn 
M<N i«t. 

Ist dieses auageführt, so hat man die Gleichung x"~' -"^^ fpj{x) 
aufzulösen, deren gröl'ste Wurzel ■/', wie mau weifs, kleiner als r sein 
mufs. Kennt man diese zweite Wurzel r', so verführt man in der- 
selben Weise, um liie dritte r" und alle folgenden, wenn es deren 
giebt, zu erhalten. 

12. 
Diu Methode, die wir soeben augegeben haben, findet in 
gleicher Weise auf die negativen Wurzeln Änwendimg; 
mithin kann mim durch sie alle reellen Wurzeln einer numerischen 
Gleichung tinden. 
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DJRse MetlioJe Jürftu die einfachste mid dUgememste 
sein, wciolie man in Bezug auf die Äuflofcimg dei numerischen 
Gleichuugen aiigeljen kann, wenij^bteiis so linge, alt, uit,ht besondere 
Umstände die Ermittlung der Wnrzelu erleichtern helfen 

Ohne die l'orm der gegebeueii Gleichung a,' ^ <p(j:) zu andern, 
könnte man nach und nach alle iliie Wuizelu imdiu mit Hülfe einer 
geometrischen Konstruktion, wüIlIil diL vei 'icliiedenen Schnittpunkte 
jP, P', P", . . . der beiden Kurven 'J = i , y = ip{x) tikeunen Idfsi 
Jedoch würde die Bestimmung des zweiten Punktes P' und Überhaupt 
aller derjenigen, welche von gerader Ordnung aind, bedeutend schwie- 
riger sein als die des ersten Punlttes P und aller derjenigen, welche , 
von ungerader Ordnung sind. Da nun jede Schwierigkeit mittelst 
der aufeinanderfolgenden Divisionen oder der äquivalenten Opera- 
■tiouen, die wir angeführt haben, vermieden werden kann, so stehen 
wir davon ab, in weitere Einzelheiten hinsichtlieh dieser Unter- 
suchungen einzutreten. 

Zweito Methode für die Auflösung der numei-isehen Gleichungen. 
Ist die Gleichung w'"" Grades gegeben: 

X" -\- f'x"-^ + (?a^-''' + hx"-^ -\ = 0, 

deien linke "seite wii miti'(a-) bezeichnen nehmen wir ferner n Pak- 
toien 1-^ .1, S-f-a', 3 + a, n -\- t an und setzen wir voraus, 

difs die linke Seite durch das Piodukt iller dmsLi 1 iktoren dividiert 
weide, so eihilt man zunächst den Quotienten 1 gleich dem Koef- 
huenten Als eisten <Tliedes sodann kinii mdn .innehmen, dafs der 
Kfst in P 11 ticilbi ULht, ztilegt sei, so dils die ^eoebcUL Gleichung die 
Poim eilitlt 

l+^i.^ + _.J?I _ + _.(')_ + ...+ t')____o 

^^l + x^'i + x^S + a:^ ^ n + x ■ ^' 

in welcher (1), (2), (3) . . . Koeflicienten sind, die sieh in folgender 
Weise bestimmen lassen: 

Ist allgemein x-^-lc einer der Faktoren x-{-l, x-j-'J, ...x-j-n, 
und Q(x) das Produkt aller andern, so kann man setzen: 

HieraiiK folgt: 

\-k)Q(x) 
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Setzt mim in dieaet 0-leicliung x ■-■= — li, sa wird: 

^ -' ö(- ^ 

Dies ist der allgemein*! Ausdi'uclc des ZUlilers des PartialbruclicK, 
welcher zum Neuner a; *j- /c hat. 

In diesem Ausdniek ist (JC — '0 "^^^ Produitt aller Falctoren 
(1 — ft) (2 — M) (3 — /t) . . . (» — Ä) mit Aussclilurs desjenigen, weloher 
für einen bestimmten Wert von ft vorsuliwindet. Man hat daher der 
Keilie naeli: 

,^(_ 2) = - -^^ i-- *^(- 1) 

n. s. w. 
Daher iat (^( — A) poaitiv für alle ungeraden Werte von k und negativ 
für alle gertidea Werte von /c, 

Bleibt F{x) für alle Werte ;t = — 1, — 2, — S, . . . - « be- 
ständig positiv, so hat der Koefficient (ft) offenbiir dasaelhe lieiclien 
wie Q{^ — li) d. h. er iat positiv für alle ungeraden Werte von h und 
negativ für alle geraden Werte von li. 

Das Umgekehrte findet statt, wenn Fix) i'üi' alle dieae Werte 
beständig negativ ist. 

Diese Reihenfolge der Zeichen wird aber gestört, wenn Fix) für 
die yerschiedenen Werte a; = — 1, — 2, — 'A, . . . — n nicht das- 
selbe Vorzeiclieu beibehält. Allgemein, wenn ¥[— li) und F{^ — k — 1) 
entgegengesetzten Zeichens sind, wodurch eine negative Wurzel 
zwischen a.' = — lt. und a; =^ — k — 1 augezeigt wird, Itaben die 
Koeffieienten (/,;) und (/c •\- 1) dasselbe Zeichen; sie sind dagegen 
stets von verschiedenen Zeichen, wenn i''( — ^) und i''( — li— 1) das- 
selbe Zeichen haben. 

14. 
Bezeichnen wir allgemein mit 



die tilieder -px- j '" welchen (/c) positiv ist, 
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(Ji cj eil igen , iu denen (h) negativ ist, und setzen wir; 

^(^) = M^ + V+^ + ";r + -^' + ■ ■ ■ 

H'^) = -ir+¥ + v+ X + V-+ .: + ■■■• 

so nimmt die gegebene Gleiehnng die Form an: 

1 -\-(p{x) = '^{x), 
in welcher (p{x) und f{x) zwei abnehmende gleiehförraig verlanfcude 
Funktionen von x sind. 

Diese Gleichung kann auch dargestellt werden durch: 

^^^ a + x ^ h+x' 

wenn man mit Z — -- — die Summe der Glieder, aus denen tp{:e) 

besteht, nnd mit I — ^^ — die Summe der Glieder, aus denen i//(a;) 
besteht, bezeichnet. 

Aus dem bisher Gesagten erkennt man Folgendes: 

1) Die verschiedenen Werte von a sind die sämtlichen ungeraden 
Zahlen und die verschiedenen Werte von b die sämtlichen geraden 
Zahlen, falls F{_ — /c) beständig positiv ist; 

2) Das Umgekehrte findet statt, wenn F{ — /.) beständig nega- 
tiv ist. 

3) Diese Regel erleidet nur eine Ausnahme, wenn F{'- h) und 
7^( — h — 1) verschiedenes Vorzeichen besitzen, in welchem Falle die 
beiden Glieder, deren Nenner h -{- x und Iz -\- \ -\- x sind, zu einer 
und derselben Funktion fix) oder i('{x) gehören. Wenn es daher 
vorkommt, dafs zwei aufeinanderfolgende Nenner li-\-x und 1i-\-\-\-x 
sich in derselben Punktion (p{x) oder ^(a:) voränden, so mufs man 
daraus schliefsen, dafs zwischen x ^ — h und x = — h ~ 1 eine 
negative Wurzel liegte Dies kann man übrigens unmittelbar beweisen. 
Nehmen wir «. B. an, dafs in fpix) die beiden Glieder , ■■ — |- ■t't — 
vorkommen, und setzen wir nach einander a:^~3 — co, x=~^-\-ei, 
wo (0 unendlich klein ist, so erhalten wir zwei Resultate, von denen 
das eine positiv unendlich, das andere negativ unendlich ist. Mithin 
liegt eine Wurzel zwischen « ^ — 3 und a: = — 4. 

15. 
Um nun zur Auflösung der mit Hülfe zweier einfachen gleich- 
förmig verlaufenden Funktionen ausgedrückten Gleichung zu gelangen. 
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Anhang. 



müssen wir una denken, dafs man nach der Seite der positiven x 
allein die beiden Kurven, deren Gleichnngen y = 1 -\- ip{x) und 
y^'^ix) sind, konstruiere. Die verschiedenen Sclmittpunkte dieser 
Kurven werden alsdann die verschiedenen positiven Wurzeln, die 
man bestimmen will, ergehen. Wir wollen uns zunächst eine Vor- 
stellung von der Gestalt dieser Kurven bilden. 

Es sei OX (Fig. 4 und 5) die beiden Kurven gemeinsame Äb- 
acissenachse und der Anfangspunkt der x. Die erste und gröfste 
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Ordinate der Kurve )/=l+9'(^) wird dargestellt dureli 0^= l-[-9i(0); 
vom Funkte jI aus nimmt die Ordinate mehr und mehr ab, je gröfser 
die Äbseisse wird, bis sie schliefslich für x = <x> gleich 1 wird. 




Nimmt man somit OC =^ 1 an, und zieht man durch den Punkt G 
eine Parallele zur Absciasenlinie, so ist diese Parallele GL die Asymptote 
der Kurve »/ = 1 + fp{x). 

Die erste imd grÖfste Ordioiite der a.udern Kurve y=^i!>(x), 
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weiche ^urch BFL dargestellt wird, ist B = V(0)- Vom Punkte B 
ans wird die Ordinate fortwälirend kleiner und gleich Null für x="xi. 
Mithin hat diese Kurve die a;-Achse zur Asymptote, 

16. 
Aus dieser Beschreibung im Allgemeinen kann man bereits meh- 
rere Folgerungen ziehen, die sich auf die Anzahl und die obere 
Grenze der positiven Wurzeln beziehen. 

1) Wenn man den Punkt L bestimmen will, in welchem die 
Kurve y = tpix) die Gerade Ci, welche die Asymptote der andern 
Ifurve y = l + fpi^) ist, schneidet, so hat man die Gleichung auf- 
zulösen: 

1 _ *(«). 

Ist A der Wert von x, welcher sich aus dieser Gleichung nach der 
Methode des Artikels G ergiebt, so können Schnittpunkte zwischen 
den beiden Kurven, wenn es deren überhaupt giebt, offenbar nur 
diesseits des Punktes L vorhanden sein. MilJiin ist l grÖfser als die 
gröfste Wurzel der gegebenen Gleichung. 

Wenn also die gegebene Gleichung m positive Wurzeln haben 
soll, so mufs der Bogen BL von der andern Kurve in m Punkten 
geschnitten werden. Diese Schnittpunkte können in der graphischen 
Konstruktion der beiden Kurven, die nach derselben Seite hin konvex 
sind, nicht gut angedeutet werden, wofern man nicht einen sehr 
grofsen Mafsstab anwendet. Jedoch reicht es fiir unsem Zweck aus, 
auf die Möglichkeit derselben hinzuweisen. 

2) Wenn die Ordinate des Punktes B gröfser ist als die des 
l'unktes 4, d. h. wenn ^(0)> 1 + 9(0), so mufs es mindestens einen 
Schnittpunkt geben. Allgemein mufs die Anzahl der Schnittpunkte, 
welche gleich der Anzahl der positiven Wurzeln der gegebenen Glei- 
chung ist, ungerade sein, da die Kurve BL, welche zuerst oberhalb 
der andern Kurve liegt, notwendig dieselbe überschreiten mufs, um 
unterhalb derselben in die Gegend von L zu gelangen, 

3) Es kann nicht V(0) = 14- (p(0) sein, d. h. der Punkt B kann 
nicht mit dem Punkte A zusammenfallen, weil man sonst die Wurzel 
X = hätte, ein Fall, der ebenso wie der, in welchem die Gleicliung 
gleiche Wurzeln hat, ausgeschlossen worden ist. 

4) Es ist daher nur noch der Fall ii'(0) < 1 + 90(0) zu be- 
trachten. Da alsdann der Punkt /:• unterhalb des i'unktes Ä Hegt, 
so mufs es, wenn es einen ersten Schnittpunkt giebt, notwendig 
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einen zweiten gebeiij und überhaupt mnfs die Anzahl der Schnitt- 
punkte gerade sein. 

5) Wenn der Fall einträte, dafs ip(0) < 1 wäre, so würde der 
Punkt B unterhalb von C liegen. Alsdann würde es also keinen 
Schnittpunkt luid somit auch keine positive Wurzel geben. 

17. 
Die Kennzeichen der verschiedenen allgemeinen Pälle, 
welche eintreten können, sind daher folgende: 

1) Ist ^(0)>] -\- q)(0), so bat die gegebene Gleichung min- 
destens eine positive Wurzel; sie kann aber deren auch drei, filnf 
und allgemein eine ungerade Anzahl haben. 

2) Ist V(0) < 1 + v(P), so hat die gegebene Gleichung entweder 
gar keine positive Wurzel oder eine gerade Anzahl solcher. 

3) Ist ^(0)<1, so hat die gegebene Gleichung keine positive 
Wurzel. 

Wir gehen jetzt über zur wirklichen Auflösung der gegebenen 
Gleichung; dieselbe besteht darin, die numerischen Werte der posi- 
tiven Wurzeln zu bostimniüu, oder zu beweisen, dafs keine solche 
Wurzel existiert. 

Diese Rechnungen kjiuu man auf zweierlei Weise an- 
stellen; einmal, indem man zuerst die gröfste Wurzel bestimmt, das 
andere Mal, indem man zuerst die kleinste Wurzel zu ermitteln sucht. 
Wir werden diese beiden Wege nach einander darlegen. 

18. 
Ermittlung der grofsten Wurzel. 

Die Grenze X der gröfsten Wurzel kennt man bereits ans der 
Auflösung der Gleichung 1 =ip(xy- diese Grenze ist die Abscisae des 
Punktes L. 

Es sei (Fig. 6) /; der Punkt der Kurve »/ = 1 -|- ip(x), welchei- 
dieselbe Abscisse hat, wie der Punkt L. Zieht man durch den Punkt h 
eine Parallele zur Abseissenachse, welche die Kurve y =^ ip(x) im 
Punkte i trifft, und nennt man a die Abscisse des Punktes i, so be- 
stimmt sich a durch Auflösung der Gleichung 1 -(- q>(X) ^ i>(ci)- 

Ist sodann // der Punkt der Kurve Ph, welcher dieselbe Ab- 
scisse hat, wie der Punkt i, und dessen Ordinate daher 1 -|- (p{a) 
ist, zieht man ferner durch den Punkt // eine Parallele zur Abseissen- 
achse, welche die Kurve y = iP{t) in i' trifft, und nennt man a die 
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311 hat. Das ietate Glied der ab iirIiiii enden Reihe A, 
ist alsdann der Wert der ffesuchton Wurzel r. 
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Wir IvüüpfeD hieran, wie oben, die Bemerkung, dafs die Berech- 
nung der Glieder ü, a, «', g", . . . erst dann eine gröfaere Genauigkeit 
erfordert, wenn man zu awei aufeinanderfolgenden Gliedern gekommen 
ist, die nur noch wenig von einander verscliiedeo sind. 

Ferner bemerken wir, dafs man mit Hülfe des zuletat gefun- 
denen Gliedes, welches dem Werte von x bereits solir nahe kommt, 
die Rechnung in folgender Weise zu Ende führen kann: 

Ist f dieses letzte Glied und a;^j» — ro, wo ca nur eine sehr 
kleine Gröfse sein kann, so erhält man, wenn man diesen Wert in 
die gegebene Gleichung einsetzt, ein Keaultat von der Form: 



wobei 1 



■ Abkiii 



gesetzt ist: 

= 1 + ifif) — t(p) 



■ (fi + py ' 
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19. 
Bestimmiiug der kletnateu Wurzel. 

Hier sind zwei Fälle /u betrachten, je nacln!em 1 + 9^(0) 
kleiner oder grijfser als ^(0) ist. 

Erster Fall: l + y(0)<^(0). Da alsdann der Punkt ^ (Fig. 4), 
der Anfangspunkt der Knrve y'=\ -\- ipix) unterhalb des Punktes li, 
des Anfangspunktes der Kurve y = it>{x), liegt, so ziehe man «ur Ab- 
scissenacbse die Parallele Ab, welche die andere Kurve in J> trifft. 
Ist K die Abscisse des Punktes b, so findet man a durch Auflösung 
der Gieichimg 1 -J- 9(0) = ^(«). Dabei ist a ein erster Näherungs- 
wert der kleinsten Würze! x = r, welche die Abacisse des ersten 
Schnittpunktes P ist. 

Die durch den Punkt 6 gelegte Ordinate schneidet die untere 
Kurve in einem Punkte a, dessen Ordinate 1 + ^^C«) ist- Durch den 
Punkt a ziehen wir eine Parallele zur Abscissenachse, welche die 
obere Kurve in V trifft. Nennen wir «' die Abscisee des Pnnktes h', 
so finden wir a durch Auflösung der Gleichiuig 1 -j- Q'C«) = ^(«')- 
Geht man so ohne Ende weiter, so sieht man, dafa die Ab.scisse, 
welche zum Schnittpunkte P gehört, das letzte Glied der Reihe «, 
a, a", . . . ist. 

Um daher die kleinste Wurzel x ^ r za erhalten, hat man der 
Reihe nach die Glieder a, «', a", . . . durch Auflösung der Gleichungen 
l + q,(0) =,/,(«) 

1 + 9{«') =^(«'0 

u. s. w. 

zu bestimmen; dio letzte der wachsenden Gröfsen a, a, a", . . . oder 

die Grenze, wohdicr diese Gröfsen zustreben, ist die gesuchte Wurzel 

20. 

Zweiter Fall: l-i-fp(())>i>{0'). Da alsdann der Punkt B (Fig. 5) 

unterhalb A liegt, so ziehe man durch den Punlst B eine Parallele 

zur Abscissenachse, welche die obere Kurve AP in a trifft. Ist a 

die Absci.sse des Punktes a, so findet man « durch Auflösung der 
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Gleichung i/'(0) = 1 + q'C«); dabei stellt « einen ersten Näherungs- 
wert der gesuchten Wurzel <iar. 

Die Ordinate im Punkte a schneidet die untere Kurve in einem 
Punkte 6, dessen Ordinate gleich ^(a) ist. Durch den Punkt h ziehen 
wir eine Parallele zur Äbscissonachse, welche die obere Kurve in d 
trifft. Nennen wir «' die Abscisse des Punktes a', so findet man d 
durch Auflösung der Gleichung ^(ß) = 1 -f- yC«')- 

Ohne auf iiiUiere Einzelheiten einzugehen, sieht man jetat, dafs, 
wenn man der Reihe nach die Glieder n, d, k", . . , mittelst der 
Gleichuugeu 

j^(O) - 1 = fp{d) 

^(a) -i^g,(d) 

4>{d)- l = 9.(ß") 
u, s. w. 
bestimmt, das letzte Glied der Reihe u, d \i\ . . . der gesuchte Wert 
der kleinsten Wurzel x = r ist. 

21. 

In beiden Fällen ledutieit sidi li "^thttii iigl eit stets darauf, 
eine gewisse Anzahl von emfithen homalen 'ileichungen mit Hülfe 
der Formeln des Aitikels <j aut/ubsen Wir hiben femer bemerkt, 
dafs die ersten Glieder der Reihe a a u mit keiner grof^en Ge- 

nauigkeit berechnet zu weiden biaucheu Mit Kuck'iicht hieriif können 
daher die Rechnungen betrichtlich abgekürzt werden Aus der Be- 
schaffenheit dieser Rechnungen sieht min sodinn lafs die Punkte 
a, d, d', . . . sich sthr <!chnell dem Schnitt^ unkte P nahern, so dafs 
man stets nur eine jferinge Anzahl von emtichen homikn Gleichui^en 
aufzulösen hat Übrigens kann die Bestimmimg der Gienze noch 
abgekürzt werden, ^enn man sich nich dem Vertahien in Aitikel 18 
ein vorläufiges Urteil über sie bildet 

Es kommt auch vor difs man vornheiun weiis lafs die ge- 
suchte Wurzel r grofser ist als eine ^pgebene Giofse A m diesem 
Falle gehe man, um alle andern Werte a, a , ... zu bestimmen, 
von dem Werte « == A aus, wodurch die Rechnung abgekürzt wird. 

Wir bemerken ferner, dafs es im zweiten Falle vorkommen kann, 
dafs man keine Lösung findet. Alsdann würde in der Reihe ^(ß), 
^(«'), i^id"), . . ., deren erstes Glied grÖfser als 1 ist, bald eins auf- 
treten, welches bleiner als 1 wäre, und dies würde beweisen, dafs 
es zwischen den beiden Kurven keinen Schnittpunkt und somit auch 
keine positive Wurzel der gegebenen Gleichung giibo. 

26* 
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404 Anhang. 

Die Bestimmung der kleinsten Wurzel kann mittelst einer viel 
konvergenteren Reihe bewerkstelligt werden, wie diejenige ist, deren 
Anwendung wir soeben gezeigt haben. Bevor wir jedoch diese zweite 
Auflösung auseinandersetzen, haben wir die folgende Aufgabe zu lösen. 

^2. 
Über den Diireliselinitt einer beliebigen Geraden mit der 

gleichförnaig vorlaufenden Kurve y = ipix). 
Es sei BNG (Fig, 1) die nach der Gtleichnng y = ip{x) be- 
schriebene Kurve. Dabei ist tjj(x) eine einfache gleichförmig ver- 
laufende Funktion, welche dargestellt werden kann durch I t-t.-^ ' 
Ferner sei F ein gegebener Punkt auf der Verlängerung der Ordinat« 




des Punktes N. Legt man dann durch den Punkt F unter einem 
gegebenen Winkel NFO die Gerade FG, welche die Kurve im 
Punkte ö schneidet, so soll die Abscisse des Punktes G bestimmt 
werden. 

Ist f die gegebene Abscisse des Punktes F, femer die gegebene 
Entfernung FN ^ c und m die trigonometrische Tangente des Win- 
kels, welchen die Gerade FG mit der Äbscisaenachse bildet, so er- 
hält man, wenn die Abscisse des Punktes G mit x bezeichnet wird, 
zur Bestimmung von x die Gleichung: 

™ — <' + tif) - ■'Pi'» ) 



Ich bemerke nun, dafs die rechte Seite dieser Gleichung eine 
abnehmende gleichförmig verlaufende Funktion von x ist. Denn je 
grÖfser ic wird oder je weiter der Punkt G auf der Kurve in der 
Richtung der wachsenden x vorrückt, um so mehr wird oifenbar die 
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rechte Seite, welclie die Taiigeute des Winkels darstellt, deii FG 
mit der durch Punkt F zur Äbscisseiiachae gezogenen Parallelen 
bildet, abnehmen. Femer kann diese Punktion in vollständig expli- 
eiter Form dargestellt werden. Denn ist ^{x) = T -j~r , "nd 
B Bix-f) . , , 



and dii 1- _r^7 diisselbe ist, wie )^(/), so reduciert sich die aul'zu- 
lÖaeiitle CUeichung auf die Form: 

Wübei zur Abkürzung C= , , , _esetzt ist 

Da X gröiser sein soll als /, so sieht man, dals lit ipchtc beite 
dieser Gleichung in der That eine etnladii gleichfcimig \erldufende 
Funktion von x ist, wenn man von J- = ^ an lechnet loh bemeike 
femer, dal's, weil diese Funktion fui .t = / unendlich und lür j:='^ 
Null ist, die Gleichung für jeden Wtit von m, wofern er nur positiv 
ist, möglich istj d, h. sie ist möglich, wofern die Gerade /"tr so dmch 
den Punkt F gelegt ist, dafs sie die Achse in dem ins Unendlieho 
sich erstreckenden Teile OX schneidet. 

Wir bemerken überdies noch, dafs, weim c = ist oder der 
Punld F mit jV zusammen füllt, die iuifzuloseiide Gleichung über- 
geht in: 

(2) - = ^yf.- 

Diese Gleichung bestimmt den Schnitfcimnkt der Kurve y -— ^{x') 
mit der durch eiuen Punkt dieser Kurve derart gezogenen Geraden, 
dal's sie mit der Achse der x einen Winkel bildet, dessen trigo- 
nometrische Tangente gleich m ist. 

2?>. 
In dem Falle, wo t nicht gleich Null ist, geschieht die AufiösuDg 
der Gleicliung (1) nach Artikel 6; man mui's alsdann, um die Auf- 
lösung durchzuführen, einen ersten Näherungswert von x kennen. Da 
imn m > __ sein soll, so folgt daraus x'> f '\- Man kann da- 
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her von dem ersten Gliude Je ^= f -\ ausgehen, um nach und nach 

die auilern Glieder !c, k", . . ., Jeveu Grenze der geauclite Wert von 
j; ist, zu berechueij. 

24. 

Mail kann die Abscisse des Schnittpunktes G auch nach 
folgendem Verfahren bestimmen: 

Durch den Punkt N ziehe mau eine Parallele zur Abscissenachse, 
welclie die Gerade FG in J trifft; vom Punkte J fälle msm ein Lot 
uiif die Achse, welches die Kurve im Punkte N' schneidet. Durch 
den Punkt I^' ziehe mau ebenso N'J' parallel zur Achse uud sodann 
J'N" senkrecht zu derselben u. a. w. Ist /" die Abscisse des Punktes 
JV', /" die des Punktes iV", n. s. w., so berechne man die aufein- 
auderfolgeudeu Glieder /", /", . , . mit Hülle der Formeln: 



/■ 


-f +ii 


r 


^ _l_ »{«-»(D 


r 


_^-. _i_ t(f)-jiir 



Alsdann ist offenbar die Grenze, welcher die Glieder der Reihe /", /", f.. . 
sich nähern, der gesuchte Wert der Abscisse des Punktes G. 

Diese Methode ist einfacher, als die vorhergehenden; indessen 
kann sie niclit angewendet werden, wenn e = ist, ebenso nicht, 
wenn m = ist, d. h, wenn die Gerade FG der Abscissenachse 
parallel ist, weil es nach der Seite, wo 3.'>/' ist, keinen Schnitt- 
punkt giebt. 

25. 
Zweite Art, die kleinste WurEel zu beetimmen. 

Wir nehmen an, dafs i>{0)'> 1 -\- ip(0) sei, weil in diesem Falle 
die Gleichung 1 -|- fp{x) = il'{x') stets wenigstens eine positive 
Wurzel hat. 

Wird durch den ersten funkt B (Pig. 8) der Kurve p^^-irfx) 
die Tangente Ba gelegt, welche die Kurve y=l-\-<p{x) in a trifl't, 
und ist K die Abscisse des Punktes a, so findet man nach den For- 
meln des Artikel 22, dafs a die Wurzel der Gleichimg ist: 



-f-(fi)^^ + T 



a{a+^) ' 
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in welcher c = ij>{0) — 1 — fpi^) isb und die gleichförmig verlaufende 



ergiebt, dafs man jedes Glied deraelbei] durch den 
von a dividiert, 




Man wendet also auf diese Gleichung die Pormehi des Artikels 5 
an, indem man nach Artikel 6 als ersten Wert von h den Wert 

' = =7(öj "'""°'- 

Durch den so bestimmten Punkt a »ielie mau eine Senkrechte 
zur Abscia senachse, welche die obere Kurve in b trifft; durch den 
Punkt 6 l^e man die Tangente bd, welche die untere Kurve in d 
trifft u. 8. w. 

Nennt mau d, d', ... die Abscissen der Punkte d, d', . . ., so 
findet man, dafs die verschiedenen Glieder ce, d, d',.,. sich der 
lieihe nach durch Auflösung der folgenden Gleichungen bestimmen: 






-tp(Q) 






li („ + £.)_ 



ieraus folgt; x ^ a, 
hieraus folgt: x^d 
hieraus folgt: x^d' 



Die (.irenze, gegen welche die Glieder der wachsenden Keihe «, i 
konvergieren, ist der gesuchte Wert der kleinsten Wurzel. 
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20. 

Sind dio gröfste uud die kleinste positive Wurael bekannt, 
so aollen alle andern bestimmt werden. 

Mau könnte naeli uwd nach alle Wiirneln mit Hülle der üurch- 
sclmittspunkte der beiden gezogenen Knrven ermitteln, ohne die Furni 
der gegebeneu Gleichung, durch welche diese Kurven bestimmt ■wer- 
den, zu ilndern. Indessen ist es viel einfacher, wenn man, nachdem 
die Wurzel x^r gefunden ist, den Faktor x — r aus der gegebenen 
Gleichung foi^tschafft, um dadurch die Gleichung vom näehstniedrtgeren 
Grade zu bekommen, welche die andern Wurzeln enthält, und für 
welche r die Grenze der an Gröfse nächsten Wurzel r bildet. Das 
hierzu am besten anzuwendende Verfahren besteht in Folgendem. 

Wir haben angenommen, dals die gegebene Gleichung n^^ Gradea, 
um dieselbe auf die Form 1 + q^ (a;) = li" (a;) bringen zu könuen, 
durch das Produkt (1 + *)(^ + ^) ■ * • 0* + ^) geteilt werden solle. 
Wenn der Grad der Gleichung sich auf n — 1 reduciert, hat mau 
also den grÖfsten Nenner n -{- x wegzulassen, damit der gröfste von 
denen, welche übrig bleiben, in Übereinstimmung mit dem Grade der 
Gleichuug, gleich « — 1 -[- aisei. Dazu hat man die verschiedenen 
Glieder der Gleichung 1 -)- 9)(a;) = i>{x) mit n-{-x zu multipliciereii 
und zu bewirken, dals das Produkt dui'ch x — r teilbar sei. 

Nun ist aber: 



^)Z, 





»+"* " 


" »+: 


r T (o+.'K<i+j!) 


Setzt mau daliei 
SU hat man: 




■■+■ 


.'^"■1,, 


in-\-x)^ix) = 


-(n + x)T 


A 


- (»+,)i _, :^ ,,-+(,■ 


Setzt mau ebenso: 
.so hat mau: 


6+; 


,^~A, 


{n + x)tix)^ 


-(n + x)i: 


ß 


-(«+r)i-j|,,-+(r- 


Substituiert man diese Werte und beachtet mau, dals 




^.i- 


-vir).. 


■ ^-4.--=*« 


ist, so geht die 


GleicliuD^ 


1 + 


fp(x) = i!(x) über in: 


u + x + in-]-;').} 


>(•■) + ('■-. 


''^ „ 


A-^=Oi + r),^(r) + C> 
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Da jedoch der Wert a; = r der Gleichung 1 -^ ip(x) = jp(x) genügt, 
sü ist 1 -}- <pi^) = ^{r). Läfst man daher in der vorstehenden Glei- 
chung diejenigen Glieder, welche sieh gegenseitig zerstören, weg, und 
dividiert mau das, was übrig bleibt, durch r — x, so ergiebt sieh: 

Diese Gleichung, welche man auf die Form 1 + t/'i («-') = <Pi (»') briugcni 
liaoit, ist der gegebenen vollsfcSndig analog; jedoch enthält sie ein 
Glied weniger; denn aus den Werten der Koefficienten Ä^, Bj sieht 
man, dafa das Glied, welches n ■\- x zum Nenner hat, verschwindet, 
mag es nun zur Fujikfcion qi{x) oder zur Funktion ^(3:) gehören. 

Ferner mufa man beachten, dafs, weil n die gröfste der Zahlen 
a und b ist, die Koefficienten A^ und B^ stets positiv sind. Daher 
fällt bei dem Übergänge von der gegebenen Gleichung 1 -\-fp(x)=^(x') 
zu der folgenden 1 + ^,(a:) ^ 9), (a.), welche eine Wurzel weniger 
hat, nur ein Glied in einer der Funktionen qi(x), 0(3;) einfach weg, 
ohne dafs ein Ghed aus der einen Funktion in die andere überträte, 
wie dies der Fall sein würde, weua einer der Koefficienten j4,, B^ 
negativ wäre. Nur das konstante Glied 1 ändert sein Zeichen oder 
tritt von der einen Seite auf die andere. 

27. 
Man sieht daher, dafs die Division der gegebenen Gleichung 
diu'ch X — r mittelst eines sehr einfachen Verfahrens bewerkstelligt 
wird, welches darin besteht, dafa man das konstante (Jlied 1 auf 
die andere Seite bringt und in jedem der Glieder —^r— und ,_£ - 
den Koefficienten A durch — ^f -- und den Koefficienten B durcli 



- ersetzt. 



b+r 

Wir brauchen daher jetzt für die Auflösung der Gleichung 
l -^ il>,(x) ^ (pj^(x) keine neue Regel mehr zu geben. Man wendet 
auf diese Gleichung die Formeln der Artikel 19 ii. S. an, imd da 
man von vornherein weifs, dafs die kleinste Wurzel r 1> r ist, so 
gelangt man noch leichter zum Resultat. Nachdem man die Wurzel 
/, welches die zweite Wurzel der gegebenen Gleichung ist, gefunden 
hat, bildet mau in ähnlicher Weise eine dritte Gleichung 

welche die n — 2 übrigen Wurzeln enthält. 
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IM 111 eihält also duf dieue Weise mit Hülfe von Gleichungeu, die 
imniBi emt'iLliLr werden iiauh imd nach die verstlnedenea positiven 
Wurzeln r, r, r , dft ^e^febt-nen Weitbung Diese Ueclinung 

ist beendigt, sobald mau /u einer truisfoimieiteo (jleichung gelangt, 
die uiclit lösbar ist, was man aus den von luih bei der allgemeinen 
4i]flLsnnp ang _ebeu ii Bedingun_i.n erkennt 

2s 

Dieselbe Methode eigiebt die negitiven Wurzeln wenn man in 
dei gegebenen Gleichung dis /eitlieu von £ indeit und dieselbe dann 
aut die iorm 1 -j- ^5(1) = </i(j) blinkt Inde&&eu ist es einfacher, 
die letzte dei trinstoimieiten (7leiGhun_en 1 -[- '^i(^) = 9'i(^)i 
1 -|- qo (a) = <('j(t')j ^" nehmen welche keine pohitivon Wurzeln 
mehr hdt aber negitive h ibeu kann Um diese letzteren zu erhalten, 
leduciert mm diese transtormiei te Grleiuhung aut die gewöhnliehe, 
von Brui,heu befreite Foim uud wendet bodinn, nichdem man das 
Zeii-hen von £ geandeit hat, luf sie die Methode des Artikel 13 an, 
um we von neuem uif die ioim 1 -j- 9)(j ) ^ ^(^j) zu bringen. Für 
diest mufo mm dann die positiven Wnizelu suchen 

2Ö. 
Ea bleibt also nur noch zu zeigeu übrig, wiu mau eine 
Gleichung, die lauter imaginäre Wurzeln hat, auflösen könne. 
Indessen ist diese Aufgabe bedeutend schwieriger wie die, die reellen 
Wurzeln zu finden, uud wir verhehlen es nicht, dafs die vorher- 
gehenden Methoden nur wenig Vorteil bei der Lösung derselben ge- 
währen. Allerdings könnte man die imaginären Wurzeln einer Glei- 
chung w*™ Grades mit Hülfe der reellen Wurzeln einer Gleichung 
vom Grade -- "^ — finden. Wenn aber n auch nur wenig gröfser ist 
als 4, macht die bedeutende Komplikation einer solchen transfor- 
mierten Gleichung und der Üeehnungen, welche erforderlich sind, um 
zu ihr zu gelangen, die Anwendung dieses llülfsmittels vollständig 
illusorisch. Man inufs daher in der gegebenen Gleichung selbst und 
nicht in einer transformierten Gleichung von höherem Grade die 
Hülfsmittel suchen, welche zu den numerischen Werten der imagi- 
nären Wurzeln führen. Wir haben schon im Artikel 119 dieses 
Werkes eine Methode angegeben, welche den Vorteil hat, ziemlicli 
schnei] zum Ziele zu führen, wenn man dem Kechner einige An- 
deutungen über die Wahl des ersten anzunehmenden Wertes der 
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durct a -\- ß y~— 1 oder r (cos &■ + ]/ — 1 sin &) ausgedrückten Wurzel 
geben könnte. Jn der Erwartung, dafs diese Methode bald die Ver- 
bcMserungen, deren sie fähig ist, erfahren möge, wollen wir hier die 
Formeln geben, welche, bei Anwendung der vorstehend entwickelten 
Methode, dem Falle der imaginären Wurzeln entsprechen. Und da 
eine imaginäre Wurzel durch r (cos &■ -\- Y — 1 sin Ö-) dargestellt wird, 
so suchen wir zuerst die Grenzen für die GrÖfse r, weiche im ge- 
wissen Sinne das Mafs ihrer GrÖfse oder der Modul dieser Wurzel 
ist, weil der Wert einer beliebigen Potenz m von x niemals gröl'ser 
als r'", wohl aber beliebig wenig davon verschieden seiu kann. 



Grenzen der reellen Grbl'se, welcho bei den imaginären Wui'zeln 
als Modul auftiitt. 

Wird die gegebeue Gleichung, deren Wurzeln sämtlich imaginär 
sind, durch 

«" + A^x''-'- ± A^x"-^ + A^x^-^ +■ ■ ■ + A = 
bezeichnet, und setzt man x^ r (cos &■ + V— 1 «in &■') , so zerfällt 
diese Gleichung in zwei andere, nämlich: 
r"cos»*+^ir''-'cos(m— l)^+A'"''"^cos(si-2)S-4:-+A=0 
j-''siniJ*+^j?-"-'sin(M— l)9'+j42r™-^sin(H— 2)#+-4:J,j_irsin8-=0. 
Multipliciert man die erste mit cos «■&, die zweite mit sin n@- und 
addiert die Produkte, so erhält man: 

»""iA*"""' tiosd^ + A^r"-^ ms2& + - ■ ■ + A cos m3- '= 0. 
Offenbar wird nun aber r" unter der Annahme am grÖfsten werden, 
dafs man 

r'= A,r"-' + A^r"-"- + y^r""» -{ f- J, 

hätte, wobei die Koeflicienten A^, A2, A^ . . . auf der rechten Seite 
sämtlich positiv genommen sind. Wendet man hierauf das an, was 
wir im Artikel 1 für den Fall reeller Wurzeln gefunden haben, so 
kann man scMiefsen: 

1) Wenn der Koefficient des aweiten Gliedes Ä^ an GrÖfse von 
keinem der andern Koefficienten A^, A^, . . . A^ übertroffen wird, so 
hat man: 

r < 1 + A- 

2) Wenn j4, und A^ die beiden Koeflicienten sind, für welche 
"j/J; und YAk die gröfsten Werte haben, so ist: 



y Google 



412 Anhang. 

r < ^ä; + f Ä . 

DicM ist also in (lieaem Falle die obere -Grenze der Orofse r, welche 
büi den imagiuilren Wurzeln als Modul auftritt. 

31. 

üin die untere Grenze eben dieser Gröfee zu erhalten, bemerke 
ich, dafa, weil die gegebene Gleichung nach Vorauaaetzuug nur 
imaginäre Wui-zeln hat, ihr letztes Glied A„ das Produkt aua allen 
Gröfsen r^, r'^, r"^, . . ., welche sieh aus den verschiedenen Paaren 
imaginärer Wurzeln ergeben, darstellen mufs. Ist also *■ die grölste 
der Grölsen t, r , r", . . . und r'-''^ oder p die kleinste, so hat man: 

/ > YjÜi, und p < j/*^« . 
Der grörste der Moduln r mnl's daher zwischen den folgenden Grenzen 
enthalten sein: 

Was die Grenzen des kleinsten Moduls anlaugt, so haben wir nur 
die obere Grenze q < ]/^„ . Jedoch können wir auch leicht die 
untere Grenze finden. 

'/.u dem Zwecke hat man in der gegebenen Gleichung x = — -m 
setzen, wodurch eich eine Gleichung von der Form ergiebt: 

s" + ^jr-» + B^^-'' ±---±Bn = 0. 
Nun sind zwei Fälle zu betrachten: 

1) Ist der Koefficient B^ des zweiten Gliedes uiindest-ens ebenso 
grofs, als irgend ein anderer Koefficient, so hat man, wenn B^ positiv 
genommen wird : a < 1 + i?^ . 

2) Sind Bi und Bk die beiden Koefficienteu, für welche yBi und 
yi?4 am grofsten sind, so hat mau, weiui diese beiden Wurzelgröfseu 
a imd h genannt werden, s < tt -|- Zi. 

Im ersten Falle ist daher p > rzrj>" j i™ zweiten p > —_c~r ' 

32. 
Form der Gleichungen, welche im Falle der imaginäi'en Wurzeln 
aufzulösen sind. 
Ist F(x) = die gegebene Gleichung «"" Grades, deren sämt- 
liche Wurzeln imaginär sind, und substituiert man für x irgend einen 
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Wert X = h, so ist die linke Seite F{x) stets eine positive Grörse. 
Daraus folgt, dafs, wenn man wie im Artikel 13 verfahrt und die 
gegebene Gleichung durch das Produkt der Faktoren 1 -j- 3;, '2-\-x, 
^ -\- X, . . .n -{- X dividiert, um sie auf die Form 1 + fp(x) = '>i'{x) 
oder 1 + Z ~j_- =Z ^ ^ - zu bringen, die verschiedenen Werte 
von a die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, u — 1 sind, während die 
Werte der h die geraden Zahlen 2, 4, b, n sind. 

Mithin sind im Falle dei imaginären Wurzeln die Funktionen 
9j(ic) und ^(a:) beständig von dei tolgenden Form: 



<py^)'=' 1^^ 1 3_|_^ 1 5_|_^ -t- -1-^ 


(« — 1) 




Sie besitzen daher dieselbe Anzahl von Gliedern. 




33. 




fietzt man \iierauf x = r (cos %■ + )/— l sin &) , 


so wird: 


A A ^(„+rooaö- 


-V^-rBm^) 


«+* „.4.,-((.osö4-y- isin*) o'-fa«)-! 


.os&"-fr*" 


mithin; 




^ 7^?-^ .■+2.;^l»+,-T +,(co,9-i/:ri,i„a) I 




Hieraus ersieht man, dafs die Gleichung l -|- Z - - 


= I -^- i» 


'/:Wei andere zerfällt, nämlich: 




Aa _, Bb 




^y^ fl^ + 2«rcofl& + r= '^ ö' + 26rco 


■B «■ + )■= 


'^''^ ^ a^ + 2a)-coE& + r' ■^ 6= + 26rco 


^T+7'"' 


Auf der linken Seite hat a alle ungeraden Werte 1, 


3, 5,...n-l, 



auf der rechten 6 alle geraden Werte 2, 4, 6, n. 

Dies sind also die Gleichungen, welche man aufzulösen hat, um 
die zu jedem Paare von imaginären Wurzeln gehörigen Werte von 
r und %■ zu finden. 

Die Zahl r ist stets positiv. Was die Zahl r cos 9' betrifft, so 
kann dieselbe positiv oder negativ sein. In Bezug hierauf kann man 
also zwei Arten von imaginären Wurzein unterscheiden, näm- 
lich die positiven, wenn der reelle Teil s" cos ö' positiv ist, und 
die negativen, wenn dieser Teil negativ ist. 
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34. 

Man kann annehmen, dafs die vorstehenden Gleichungen 
unter Voraussetzung eines positiven f cos 3' gebildet aeien. 
Ähnliche Gleichungen könnte man unter Voraussetzung eines nega- 
tiven r cos # bilden. Dazu müfste man das Vorzeichen von x in der 
gegebenen Gleichung ändern und nach dieser Änderung ebenso ver- 
fahren, um sie auf die Form 1 + 2—,-^ =Z-=— j — zu bringen. 

Setzt man darauf x = r (cos ^ + "j/— 1 sin ■&), so wörde man zwei 
Gleichungen erhalten, die den Gleichungen (k) ähnlich sind, deren 
Koefficienten aber andere sein vfiirden. 

Diese Unterscheidung erscheint notwendig, weil die Funktion 

Z— 5-y-T - g keine gleichförmig verlaufende Funktion von r 

mehr sein würde, wenn man die Glciehimgen (tt) für negative cos & 
in derselben Form liefse. Denn differentiirte man diese Fiinktion 
nach r, so würde der Differential quotient sein: 

und dieser würde von »" ^ bis r = oo nicht dasselbe Vorzeichen 
behalten, was der Natur einer gleichförmig verlaufenden Funktion 
widerspricht. 

Zur vollständigen Lösung der gegebenen Gleichung mufs man 
daher zwei Systeme von Gleichungen von der Art wie das System 
(ß) betrachten, in deren jedem cos &■ positiv vorausgesetzt wird. 

3Ö, 
Ist jetzt r cofi ■(* = p, t" = <i, so sind die beiden aufzulösenden 
Gleichungen : 

Man kann dieselben auch einfacher darstellen durch: 

wenn man festsetzt, dal's A stets positiv sein soll für jeden unge- 
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raden Wert a = 1, 3, 5, ... Ji — 1 und negativ l'ür jeden geraden 
Wert a = 2, 4, 6,...n. 

Diese Gleichungen sind von ziemlicli eicfaclier Form; da sie 
jedoch zwei Unbekannte p und g enthalten, so scheint es nicht, als 
oh man dieselben mittelst einer Methode auflösen könnte, die der- 
jenigen analog wäre, welche wir für den Fall reeller Wurzeln, wo 
nur eine Unbekannte vorkommt, gegeben haben 

Wenn man daher die Weitläufigkeiten der Elimination, durch 
welche man die beiden Unbekannten auf eme einzige zurückfuhren 
könnte, vermeiden will, so mufs man sich darauf beschranken, diese 
Gleichungen durch eine Art von heuiistischem Veifabren autzulo^en, 
wobei nichts weiter vorausgesetzt wird, als dafa q oder r^ zwischen 
gegebenen Grenzen liegt, und dafs stets p < Yq ist. 

Ea könnte vorkommen, dafs man für die vorstehenden, das 
System (k) darstellenden Gleichungen keine Lösung fände. Alsdann 
würden aber die beiden analogen Gleichungen, welche das andere 
System darstelleq unter der Voraussetzung, dal's die imaginären 
Wurzeln, d. h. ihre reellen Teile, negativ sind, sämtliche n imagi- 
niiren Wurzeln der gegebenen Gleichung enthalten, so dafs die Auf- 
lösung, falls sie in dem einen Falle nicht gelingen sollte, notwendig 
in dem andern gelingen müfste. 

Man braucht sogar die Form der vorstehenden Gleichungen nicht 
zu ändern, sondern man kann sieh damit begnügen, das Vorzeichen 
von p zu ändern, wodurch man auf das zweite System zurückkommen 
würde. Denn die letzte Form {«'), auf welche wir die aufzulösenden 
Gleichungen gebracht haben, indem wir an Stelle von r und & die 
Unbekannten p und q einführten, hat den in Artikel 34 bemerkten 
Übelstand nicht mehr, vielmehr sind die vier Funktionen: 

a^ — 2 ap + 5 ' a'' — iap + q 



h^ — 'äbp + q ' b'—2ip + q ' 

sowohl in Bezug auf p wie in Bezug auf q betrachtet, stets gleich- 
förmig verlaufende Funktionen, da p immer zwischen den Grenzen 
p ^0 und p = ]/q liegen soll. 

36. 
Wir nehmen an, dafs man nach einigen Versuchen Werte von 
p und g gefunden habe, welche den Gleichungen («') ii aber ungs weise 
genügen. Diese Werte seien p = f, <l=g\ dieselben mögen ergeben: 
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, . _ Aa 

wo (i uiif] j' sehr kleine Grüfseu sind. Um eine gröfsere AnnäiiRrnng 
zu erreichen, setzen wir ji = /"+ d/", g = ;/ + ^5 ""d erhalten ?ur 
Bestimmung von Sf und <S(7 die Gleichungen : 

Aa 

- , --, , ., - (a^ + 2af+gr " ** 

Setzt man zur Abkürzung: 

7/_z ^ 

rr_y 4i^ 

^ («" + 20/-+S)" 
SO wird: 

■2G3f+ Fäg — ^-v, 
mithin : 

Somit sind die verbesserten Werte von p und q: 

Mim beaelite, dafs nia,n mit Eücksieht auf die Grül'sen F, G, II hat 

F<j + 2af+f7-i „.^4^^ -.,. 

Setzt man also II ^ — (/F ~ 2fG -\-v, und vernachlässigt man die 
Glieder, welche die Ori'ifeen jt und v in 'zwei Dimensionen enthalten, 

F/i — Gv 

■ G^+ifFG+glf^' 



= /■+ . 



„_„_ r' !<• + ((, F+if Cr)v 

Diese Werte können, wenn es nötig ist, dazu dienen, uro andere zu 
linden, die noch mehr angenähert sind. 
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Nennen wir wieder /' und g die verbesserteu Werte von p und 
q, so ergeben sich daraus die beiden imaginären Wurzeln: 

Um sodann die andern Wurzeln derselben Gleielmng zu erbalten, 
müssen wir die Gleichung bilden, deren Wurzeln sie sind. 

Sind X = r\ x = r" die beiden Wurzeln, die wir soeben bestimmt 
haben, so müssen wir in der gegebeneu Gleichung 1 + X — ■ — ■ = 
den Koeflieienten A durch einen neuen Koefficienten 

ersetzen. Dies ergiebt sich in der That aus den Formeln des Ar- 
tikels 26. Da nun (a + /}(« + r") = a^ -|- 2 a/' -^-^ ist, so wird 
der Wert von A.^: 



Hiernach ist die neue aufzulösende Gleichung n — 2**" Grades: 

und diese zerfallt durch die Substitution a; = ^ + l/j;^ — g in zwei 
andere, nämlich: 

1 + Z -rr'l'-^-i— = 
I a^^iap + q 

a' + iap-i-q 
Diese Gleichungen sind denen im Artikel 35 vollständig analog; sie 
enthalten jedoch beide zwei Glieder weniger, da die Werte von A^, 
welche den Werten a = n und a=^n—l entsprechen, verschwinden. 
Mithin ist der letzte Wert von a gleich « — 2, und in der That ist 
die Gleichung, die noch aufzulösen ist, vom Grade n — 2. 

38. 
Mit Hülfe dieses Verfahrens bildet man sehr leicht die versehie- 
denen Gleichungen, die noch aufzulösen bleiben, nachdem man stets 
je zwei der imaginären Wnrzeln der gegebenen Gleichung gefunden 
hat. Die Art und Weise, wie man von einem System zum folgenden 
gelangt, besteht darin, dafs man in jeder der beiden Gleichungen 
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des Systems zwei Glieder wegJäfat und die Koefficienteu der andern 
Glieder nach einem nnveründeriichen Gesetze abändert. Dies Ver- 
fahren ergiebt unmittelbar das Resultat, welches man erhalten würde, 
wenn man die gegebene Gleichung durch das Produkt der den bei- 
den gefundenen Wuraeln entsprechenden Faktoren dividiert und so- 
dann den Quotienten auf die Form bringt, welche für unsere Methode 
erforderlich ist. 

Wenn die Operationen, welche erforderlieh sind zur Bestimmung 
der reellen Wurzeln, zu Ende geführt sind, und es bleibt nur noch 
eine Gleichung von geradem Grade, deren Wurzeln sämtlich imaginär 
sind, aufzulösen, so ist man von vornherein sicher, dafs die Auf- 
lösung möglich ist. Wenn also auch die Untersuchung, die sie ver- 
anlafst, wegen der kaum zu vermeidenden Versuche ziemlich weit- 
läufig wird, so ist sie doch wenigstens niemals fruchtlos. Übrigens 
werden die Operationen, je weiter sie fortschreiten, von Sehritt zu 
Schritt einfacher, weil sich die Anzahl der Glieder, die nach ein- 
ander gleich M — 2, 11 — 4, « — 6, . . . ist, ebenso wie der Grad 
der Gleichung verringert, und sobald man zu einer transformierten 
Gleichung vom vierten Grade gelangt ist, kann die Losung sogar 
ohne jegliches Probieren durchgeführt werden. 

39. 

Die soeben auseinandergesetzte Methode ist noch .sehr 
unvollkomraen; indessen hat sie einige tiesonäere Vorzüge, 
welche sie der Einfachheit und Eleganz der Formeln verdankt. Der 
beachtenswerteste dieser Vorzüge besteht darin, dafs, wenn 
man für p und g verschiedene Werte setzt, um zu ermitteln, welche 
etwa den Gleichungen genügen, diese Substitution in jedem Nenner 
ß^-f 2ap + 3 ohne jede komplicierte Rechnung ausgeführt werden kann. 

Dies ist nicht der Fall, wenn man x = r (cos Ö' -(- y — 1 sin &) 
gesetzt und für r oder fi'ir & in die Gleichungen, von denen diese 
Unbekannten abhängen (Art. 119), einen neuen Wert zu snhstituieren 
hat. Diese Substitutionen erfordern komplicierte Rechnungen, be- 
sonders um die Cosinus und Sinns der Vielfachen von ö- zu finden. 
Dieser erste Vorzug ist daher schon sehr grofs. 

Ein zweiter aber ist nicht weniger bemerkenswert. Er 
besteht darin, dafs die beiden aufzulösenden Gleichungen gleichzeitig 
auf eine sehr einfache Weise gebildet werden können. Giebt man 
nämlich p und q besondere Werte und findet man jedes Glied 
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— :r-r ■: ; — = + F(a), näoilich gleich + F(a), wenn a ungerade, 

und gleich — F(a), wenn a gerade ist, so ergiebt sich aus der ersten 

der beiden Gleichungen («'), welche folgendermafsen dargestellt wird: 

1 + F(l) + F(3) + F(5) + ■ 

- F{2) - F(4) - F{6) ^ 

unmittelbar die zweite in folgender Form: 



Fm+-,-F(3) + ^F{-i)+- 
Es ist daher sehr leicht, beiden Gleichun 



■-Fi.) I '. 



. 0. 



+ -^F(»-1) 
- 1 Flu) I 

gell gleichzeitig zu geniigen. 



Wir glauben die im Vorstehenden angegebenen Methoden in 
ihren Einzelheiten hinreichend entwickelt ku haben, so dafs es nicht 
nötig sein dürfte, Beispiele, wie dieselben anzuwenden, anzuführen. 
Wir wollen nur eine allgemeine Bemerkung daran knüpfen, die 
bei den Anwendungen von Voiteii sem kann Wenn namlich die 
Gröfse der Koefiicienten der gegebenen Gleichung odei die Eerech 
nung der oberen Grenze der Wuizeln daiaut hindeutet, dafs diese 
Wurzeln sehr grofse Zahlen sind, <5o kann man dieselbe dadurch 
zweckmäfsig auf eine mittlere Groftie bringen, dafs man t = /«)/ 
setzt, wo m gleich 10, 100 oder einer beliebigen andern Zahl von der 
Beschaffenheit ist, dafs vermöge derselben die Werte von y nur Ein- 
heiten oder höchstens Zehner enthalten können. Ebenso, wenn die 
Koefficienten der gegebenen Gleichung so klein wären, dafs man 
daraus schliefsen müfste, dafs die Wurzeln viel kleiner als 1 seien, 
so niOfste man x = ~— setzen und m derart annehmen , dafs der 
gröfste Wert von y einen ganzen Teil von ein oder zwei Ziffern 
haben kann. Die Transformation ist besonders im zweiten Falle 
nützlich, um zu vermeiden, dafs die Wurzeln einander allzu nahe 
kommen und dalier vielleicht eine bei den aufeinanderfolgenden 
Näherungswerten übergangen wird. 



Wir beschliofsen diese Untersuchungen mit einer Bemerkung, 
notwendig ist zur Vervollständigung der Auflösung der Glei- 
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chung c=^rp(x'), wie sie in den Artikeln 4 u. tf. angegeben wor- 
den ist. 

Wir Laben in diesen Artikeln stillschweigend vorausgesetzt, dafs 
die nach der Gieieliung y = rp{x^ gezeichnete Kurve in dem der 
Rechnung zu Grunde gelegten Teile nämli'h von r •= oder t ^1 
bis X = r, wo j die 4.b=!cisse des Schnittpunktes M ist ubeiall 
konkav oder übeiall kon\ex sei gegen die Abscissenachse Diese 
Eigenschaft, zufolge deren die Reihe / / 7 beständig gegen ttie 

gesuchte Grenze t hin zunimmt gilt bei unendlnh vielen gleich 
förmig verlaufenden Funktionen und be&ondeis bei lUen denen wckhe 
bei unsrer zweiten Methode zur Anwendung kommen Im allge 
meinen erfordert die Definition der gleiclitonnig veilaufenden Funk 
tionen indessen nur eine einzige Bedingung iiamhch die, dafs dei 
Differentialquotient —— t r den ganzen Bereich dei positiven i 
dasselbe Vorzeichen beibehalte Es kann laher vorkommen Ufa der 
Differentialquotieut zi^eitei Oidiiuug — j~- m demsell en Beieiche 
ein oder mehren Male sem /eichen ändert il dann zei0 die Kurve 
y = q)(so) einen odei niehreie Wendepunkte odei Veiandtiuugea ni 
der Krümmung. Wu wollen z B annehmen dafs eine solche Ki um 
muugsänderung stattfinde zwischen den heilen Punkten Ä und 7 
was dadurch angezeigt wnd, dala die 1 eilen Differenzen yl/ ) — 
und ipiß") — c. verschiedenes Zeichen liaten müssen Setzt man nun 
die Rechnung nach den Formeln der Artikel 4 und < weitei foit 
um den Wert des folgenden Gliedes / zu erhilten so findet man 
if" < k", so dafs die Reihe Ä ^ / / hiut i dem Gbede 7 auf 
hört, eine wachsende Reihe zu se n 

Hat man je loch zu gleicher Zeit 7 "~^ / so kinn m u du, Bf 
reehnung der folgenden Ghedei nach denselben Bot mein lustuhren 
und gelangt gleichfalls zu dem Resultit ^ Ichi'i die (iienze dei 
Glieder T, k'", 7^^ ist 

Wenn es jedoch eintüte difs 7 </ wäre so Muide man sich 
wenn man die Rechnung, nach denselben Formeln weitei foitaetztn 
wollte, mehr und mehi von dem richtigen Resultate welches man 
sucht, entfernen Dis einfachste Mittel um diesem Ubelstinde ab 
zuheifen, besteht dann, difs man die beiden Punkte Ä , l duith eine 
gerade Linie verbindet, welche die Gerade GM in einem leicht zu 
bestimmenden Punkte schneidet. Ist 7/" die Abscisse dieses Punktes, 
so hat man: 
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'•"-*-+ ^l^fk ('""*■)' 

und es ist &'" ein der Wnr/.el r sehr nahe liegender Wert. Sodann 
setze man die Berechnung der folgenden Glieder ¥^f h^, . . . nach 
den gewöhnlichen Formeln weiter fort; die Grenze dieser Reihe ist 
alsdann die gesuchte Würze). 

Im allgemeinen treten die Ausnahmen, von denen soeben die 
ßede gewesen ist, nur in Fällen aiif, in denen sich die Aufiösung 
von selbst vereinfacht, da man, wenn man weifs, dafs die gesuchte 
Wurzel zwischen h' und k" liegen mufs, diese Grenzen leicht be- 
liebisf verensern kann. 



Zweiter Alisclniitt. 

Über einige Gleichungen, welche die Eigenschaft besitzen, dafs sich 
ans einwr bekannten Wurzel alle iindern rational bestimmen lassen. 

42. 
Wir nflimen an, dafs, wenn die Wurzel x bekannt ist, eine 
andere Wurzel x durch die sehr einfache Formel 
, ^ a + ix 

in welcher a, b, c bekannte Koeflicienten sind, bestimmt werde, und 
dal's diese Eigenschaft allgemein für alle Wurzeln gelten solle. Man 
mufs daher, wenn man --— — für x in die aufzulösende Gleichung 
substituiert, wieder auf dieselbe Gleichung zurückkommen. Nun 
kann man aber dem Gesetze zufolge, nach welchem sich die Wurzel 
<e' aus der Wurzel x' ergiebt, auch eine dritte Wurzel x" aus x\ 
eine vierte x'" aus x" u. s. w. ableiten, und zwar geschieht dies der 
Reihe nach durch die Gleichungen: 



a + bx 



--, X = - 



Mithin mufs, wenn die gegebene Gleichung von it**" Grade ist, die 
)i" der Wurzeln x', x", x'", welche durch a:'"' bezeichnet sein möge 
gleich der ursprünglichen Wurzel x sein. 

Wir wollen untersuchen, wie diese allgemeine Bedin- 
gung analytisch ausgedrückt werden kann. 
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Ist x*'' eiii beliebiges Glied der Heibe x , x", x'.", , . . a;'' 
bestimmt sich (las folgende Glied x**+" durch die Formel: 



Neliuieii wir an, dafa ic'*' durch die Formel — , wo « und q von der 

Form A -\- Bx und ü-j- Dx sind, dargestellt werdöj und bezeichnen 

wir jfleicbBeitiff iKi*+^' durch — ,-, so ist: 

iL = aa + '>P . 
q q~+ep 



[Liid somit: 
Bestimmen wir 
ist SU erhalten 



1' = «9 4- Ijp 
'l = 'J + '^1> 

P + f*2' = (^ + C(*)jl' + (a + i^^a- 
die Konstitnte jt derart, dai's 

44. 
wir die Funktion p -j- (t.q mit <p(Jc), so ■ 
,,(t + 1) _ (6 + «rtf W, 



^»S±i'- 






(6 + «,)»+■ " 

Hieraus eigiebt sicli, dafs jede Seite dieser Gleicliniig eine Konstante 
sein mors, und somit ist; 

fC«) — -IC + 'fY —1> + ?C- 
Nennt man ft' die zweite Wurzel der Gleichung « + (t = (?i + tft) ft, 
so ist ebenso: 

)> + g|i' — ^'(6 + cfi')'. 
Folglidi: 



Ji" 



J(l. + ep')'- ^(!'4- f|>)' 
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Mithin ist — oiler: 

a 



/A(b + c^f-^Ä-{h-i 



Ist jetzt der Index h gleich Null, so wird: 

_ ji[_Ä- iiA^ 4' __ je + p' 
^~ A- ~~A ' A ~~ M;"+fi" 
und schlierslicli : 

*'(^> + !i) (6 + c^)'-^(.c + ^-)( 6 + eftY 



45. 
Wir milswcn jetzt die Bedingung x^"' = x ausdrücken, vermöge 
deren die gegebene Gleichung n'^" Grades n Wurzeln x, x', x", . . . ic'""^' 
besitzt, welche eine in sich zurückkehrende Reihe bilden, und zwar 
ergiebt sich jedes Glied aK*' der letzteren aus dem vorhergehenden 
Gliede x**-^* mittelst der Forme!: 

1 + cx^'-'> 
Die in Rede stehende Bedingung rediiciert sich idigemein auf die 
Gleichung: 

(p + cii'y = (& + cii'r- 

Der Gleichung cit' -\-{b'— '[)fi,=^a zufolge hat nuui abür die beiden 
Wurzeln : 

«F - --?- - iV(i - *)" + 4o7 

«(•■= -7- + l )/(I~i)' + 4»c; 
mithin: 

!> + CF - ' t ' - 1 1/(T^T)M^4^. 

Setzt man zur Abkürzung: 



E=y(l — bf-\-4ac, 
80 jnufs allgemein die Gleichung bestehen: 

(l + i + B)" - (1 + !. - B)-. 
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1) Ist H = 3, so giebt diese Gleichuag: 

mithin: 

l + Z) + Z)^ + nc = 0. 

2) Ist n = 4, so giobt die allgemeiue Gleicliitiig: 

(I + J). + _E> _ 
oder: 

3J Ist n = 5, so erhält man: 

5(1 + bf + 10(1 + lfm 4- ü" = 0, 
und diesß Gleichung reduciert sich auf die Form: 

= ci'c' + «c(3 + 4?- + 3&^) + 1 + 6 + ?>* + ?.3 + Z^' = 

oder: 

= (2oc + 3 + 4& + 3(>")^ — 5(1 + h)\ 
Aus diesen drei Fällen ersieht man, dals W negativ ist, und dies 
ist allgemein der Fall für jeden Wert von n. Denn wenn li reell 
wäre — von h sowie von a und c wird dies vorausgesetzt — , so 
würden offenbar, da die reellen Gröfsen \-\-h-\-S. und 1 + (> — ß 
ungleich sind, auch ihre m'™ Potenzen ungleich sein. 

47. 
Da W negativ ist, kann man setzen: 

i±± ^_ :LY(ir~~}jf^~^^.^ y(cos* + y^i sin i?). 

Dies giebt; 



^ = 6- 



St^ = 



i + ft 



Hiernach erfordert die in Rede tetuhende Bedingung, dafs die Glei- 
chung bestehe: 

(»"(cos MÖ- -{- y'— i sin wo') = ^"(008 n%- — Y^l sin »d'). 
Mithin reduciert sich diese Bedingung auf die Gleichung: 
sin m& = 0, oder S- = - , 

worin i irgendeine ganze Zahl ist. Diese Bedingwig läfst sich auf 
die Form bringen: 

{b — ac) cos- -■" = ~ (1 + iy. 
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Für n = 3 hat man nur den einen Wert »=1, weil i nicht 

gri5fser sein darf als --■ Daraus ergiebt sich cos --- = y, und die 

Bedingung geht über iu: 

= 1 + ;> + &3 _]_ ßc. 
Für n = 4 ist i ebenfalls gleich 1 au setzen, also cos''' ^Y' 

und die Bedingung wird: 

= 1 -l-6^ + 2flc. 
Für n ^ b kann man i = l und ( = 2 setzen, so dafs man 

einer der beiden folgenden Gleichungen genügen mufs: 

^---a + ^K-4-y 

48. 
Weitere Entwicklung für den Fall der Gleichungen dritten Grades. 
Die Bedingiingsgleichung ist: 

1 + ö + 6'^ + ac = 
oder: 

b — ac = {l -\- ly = m. 

Wird die G-ieichung x = " auf die Form 

(ex'- b)(cx-\-l)^ac — b=^—m 
gebracht, und setzt man ex — h = y, cx -\- \ =^ s oder: 

so wird ys =^ ~ m. Ist 

x'^ — Ax^ + Bx — C^O 
die Gleichung in x, so mufs dieselbe befriedigt werden, wenn man 

für X die Werte x^—"^^, x = substituiert, so dafs man, 

wenn man zur Abkürzung cÄ = a, <?'B == ß, c^C = y setzt, durch 
Substitution der beiden Werte von ex in die gegebene Gleichung, 
welche alsdann in 

c^a;^ — K<?'^ -\- ßcx — y = 
übei^egangen ist, die beiden Gleichungen erhält: 

_ «» _ (3 + ,) 8' + (3 + 2« + « 2 - (1 + r< + (i + )-) 

= f+ (Sl—i,')y' + (U' — 2iit + ß)!l + lj'- l'a + iß^y. 
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Setzt mau nun, da iis = — ni ist, dün Wert s = in die Gk'i 

chung t'iu' z ein, wodurch sich das Resultat erglebt: 

0->»' + C3 + «)«>'!/+ (3 + 2« + «»!/= + (l+» + /i + 7)!/', 
SO miifs diese Gleichung mit der bereits für y gefundenen Gleichuuf 
übereinstimmen. 

49. 
Setzt man zur Abkürzung: 

so giebt die Vergleichung dieser beiden Gleichungen die drei Be 
diugungsgleichungen : 

m^ = Jf (1 -{.K-\-ß + y) 
m\U - «) -■= MCä + 2« + ,3) 
m(;i¥ — 2ba + j3) = JI/(3 + k). 
Aus den beiden letzten Gleichungen erhillt man, wenn man M=m^I 
setzt und sich erinnert, dafs m^ ^ 1 + ^ i^t- 

'' 1 + J^ ' P 1 Jf-N 

AVerden diese Werte in die erste Gleichung substituiert, so folgt: 







7 — " 


iV " 




1+» > 


und 


setzt 


man endlich d 


.ie Werte von 


«; 


ji, Y in die Gleicliuti; 






Jlf=6^- 


-ftV + 6/J- 


r- 


~(l + hfN 


ein, 


so er 


giebt sich zur 


Bestimmung 
iY" + 1 - 


. 0, 


1 .¥ Jie Gleiclimig: 



mithin: 

N= - 1. 
Denn nähme man für N einen der beiden imaginären Werte, welche 
sich aus dieser Gleichung ergeben, so worden die Koefficienten der 
aufzulösenden Gleichung imaginär werden, ein Fall, von dem wir 
absehen können. 

50. 
Da mm für den Wert N= — 1 die Werte von a, ß, y unendlich 
grofs werden, so mufs man daraus schliefsen, dafs die Gleichungen 
ersten Grades, aus denen die Werte von a, ß, y folgen, nicht un- 
abhängig von einander sind, dafs vielmehr eine derselben bereits in 
den beiden andern enthalten ist, so dafs einer der Koefficienten «, 
ß, y unbestimmt bleibt. 
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In der That reducieren sicli die beiden Gleichungen: 
m\Bl — «) = M(3 + 2« + j5) 
m(ßb' — 2ha -\-ß) = J/(3 + ß), 
wenn man darin die Werte M '= — {\ -\- Vf, m = (1 + f>Y sub- 
stituiert, auf die Ctldehung : 

_ 3(1 + 1 + 0')+ -II -~ i) + ß, 
iiiis der man erliiilt: 

,i _ _ 3(1 + i + 4') - »(1 -l,) = Sac~ (1 - 6)«. 
Ferner ist y ^ — X — a — ß — (1+ i>y oder: 

y = 1 — /,3 — öß. 
Somit wird die gesuchte Gleichung c^x^ — ac^x^ + ^c* — y ^0 von 
der Form: 

= c^a:' + 'dc^ax — ] -f ö« — cc\(?x^ + {1 - h) ex — l'\, 
m welcher a unbestimmt bleibt. 

Hieraus sieht man, dafs es unendlich viele Gleichungen dritten 
Grades von der Beschaffenheit giebt, dafs sich eine Wurzel x aus 
einer andern Wurzel x mittelst der Formel 

ergicbt, wobei die drei K.oefflcienten a, b, c der Bedingung 

1 + & + 6^ + «c = 
genügen. 

Werden die drei Wurneln dieser Gleichung mit x, x', x" be- 
zeichnet, so hat man also: 

, _ a + bx „ _ a+J'_^_ _ _n^ « 

51. 
Ist z. B. « = ti, 6 = — 2, c = — 1, so ist die gesuchte Glei- 
chung allgemein: 

= x' — Ox + 9 4- a(x^ — Sx + 2). 
Hieraus ergeben sich unendlich viele apecielle Gleichungen z. B. 
= x^~9x + J) 
= 3:^ — 3^:^ + 3 
O^^^Sx'- lSx+ 15 

Sie besitzen alle dieselbe Eigenschaft, nach welcher sich aus 
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einer bekannten Wurzel x die beiden andern Wurzeln x und x" 

rational mit Hülfe der Formeln x'= — , x"= — -j—^ bestimmen. 



Da die Gleicbiing dritten Grades, ku welcher wir gelangt sind, 
drei Unbestimmte c, b, c enthalt, so scheint es, als ob man jede 
gegebene Gleichung desselben Grades, z. B. 

= x^ — px^ -f- (ja; — r 
auf diese Form bringen könnte. Zu diesem Zwecke müfste man 
die Gröl'sen «, h, c mittelst der Gleichungen bestimmen: 



- (1 - S) - 



Da u 


zur 


-1 ~ 
Bestii 


-i- 

tllUJ 


-fiä ist, so erhält man, wenn 
<»' - Vi'' 


setzt, 
mithi 


[pä _ 33) (gS _ 3^,) 

ung voir Jj die Gleichung: 
!)' + * -i-ZTf + 1 — t>. 




" ■■ Hn-l) 



= cp. 



Ist b bekannt, so erhält mau c und « aus den Formeln: 

^ ^ (l-,f,)(y'- S q) 

Sr — pa ' 

Damit der Wert von h reell sei, mufs n positiv und kleiner als 
4 sein. Diese Bedingungen sind erfüllt, sobald i/> ist, wo 

II = p^q^ — 4p^r + iSpqr — 4^' — 27»-^ 
gesetzt ist. 

Wenn ferner unter Voraussetzimg rationaler Werte von p, g, r 
die Gröfse S ein Quadrat ist, so sieht man, dafs b ebenso wie c und « 
rational wird, so dafs die Formel 

den rationalen Ausdruck der zweiten Wurzel x' mittelst der ersten x 
imd ebenso den der dritten x" mittelst der zweiten x' gicbt. Es sind 
daher die drei Wurzeln rational, wenn es eine von ihnen ist. 
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Ist z. B. die Gleichung 

a;" + y;' — 6« - 7 = 
gegeben, so hat man: 

ji = — 1, 3= — ü, J-= 7, 

ji = 3 und ''= — -„ oik'r h ^ — 2. 
Ist Kuerst 6 = — .;-, BD wird: 

1 1"«^ „ H/A 1 1 

Mitliin etliitlt man die Wurzel x' aus a: mittelst der Gleichung: 



2 -I- 3T 

Ist zweitens 6 = — 2, so wird: 

c=l, ft = ~l, rt = — 5 
und: 

, _ — 3 —_2x 

Übrigens kommt diese Lösung auf die vorige zurück; denn aus dieser 
erhält man: 



d. h. anstatt die drei Wurzeln in der Reihenfolge x, x', x" zu be- 
trachten, betrachtet man .sie in der umgekehrten Reihenfolge x, x", x. 

54. 
Immer, wenn die üröfse H positiv ist, sind die Werte von w, 
h, c reeli. Geht man also von der Wurzel x aus, die man stets reell 
annehmen kann, so werden die beiden andern x und x' durch die 
Formeln 

. a -\-l)x " __ * + ^*' 

'■ - TT^ ' '■ ~ "r+ ~-- 

ausgedrückt und sind daher reeü. Wir werden daher auf diesem 
Wege zu einem durchaus strengen Beweis der Eigenschaft der Gflei- 
chungen dritten Grades geführt, dafs nämlich ihre drei Wurzeln im 
irreduktiblen Falle reell sind. Zugleich hat man zwei sehr einfache 
Formeln, um zwei von diesen Wurzeln mittelst der dritten auszudrücken. 
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Ist z. B. die Gleichung x^ — %x' — lOx + 24 ^ gegeben, 
deren Wurzein, wie man vorlier weifs, 2, — 3, 4. sind, so geben die 
vorstellenden Formeln ö= — -. , c= — ).— , a = --^, nad hieraus 

folgt die Formel; 

, __ 316 — 128a: 
^ ~' 58 -ay^" "■ 
Tst x = 2, so wird x' = — 3, ist x = — 3, so wird x' = 4, 

55. 
Weitere Entwicklung für den Fall der Gleichungen vierten Grades, 
Hier ist die Bedingungsgleichung: 

1 + ?,^ + «<; = 0, 

Z, - «c = i- (1 -]- 6)^ = m. 
Ist 

= (f'x'' — ae^x^ -\- ßc'^x'^ — ycx -\- S 
die gesuchte Gleichung, so innfa man derselben durch die Werte 
cx = s — ], cx = y -\-b Geniige leisten. Dadurch ergeben sich zwei 
Gleichungen in y und z, nämlich: 

= y'+(A:li~a)f + ((M.^~?,ah-^ß)y''+{^lr-U^K + 2bß-y)y 
-^l^ — l/a^b^ß — by+d 
= /_(4 + c.)5^ + (G + 3« + ^)«^-(4 + ;-S« + 2^ + y)^ 

Da min ^ = — — ist, so tiiufs man die beiden Gleieliungen 

y 

— j» + (41 — n) if + (66" - Sui + /J) j/ + (W ~ St'a + 2bß — r)9 

+ V — b'ii + b'ß-br + S 
0-»i' + (4 + «)m'!/ + (0 + 3» + (i)«.'s' + (4 + 3« + 2(S + ,).»i/" 
+ (l + « + /S + )' + ä)!/* 
mit einander identificieren. Setzt man Kur Abkürzung: 

1* — b^a + b^ß - by + d = m^N, 
so erliält man die vier Bediügungsgleicliungeu: 

«>■ = W(l + « + (i + r + ä) 
11.(44 - «) — if (4 + 3« + 2(S + f) 
64' - 3o() + |S — N(li + 3« + /J) 
44" — 3b'« + 2bß~r — '»»(•* + ")■ 
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Hieraus ergiebt sich: 

^ _ib[-iN +_!>_- iN{N+ 2) 
" "~" > " + iN~+ 1 

P N^ + iN+1 

___ — iN ^ — a(l — &)"J V — 46 ° 
^ ~ «■" + 4 ff -f. I 

. _ w^ , A'_rJül+ ^l^JT (1 + '')' + S' 

jT "T' " jv":' 4- 4"jr + 1 " " ■ " 

Sotzt maE diese Werte in die Gleichung 

/)* — b^cc + i'(3 — fiy 4- 5 = m'iS^ 
ein, so erhält man zur Bestimmung von JV die Gleichung: 

Jf _ 1 = 0, 
welche diu beiden reellen Wurzeln A' = 1 und N ^ — 1 besitzt. 

56. 
Die Wurzel iV"= 1 giebt: 
ß = - 2(1 -- b), ^ = 2(1 - i + h''), y-^ - i ^ l — V' -{- }/^ 

S = A (1 + 1/f. 

Jedoch ist die aus diesen Werten entstehende Gleichung nicht eigent- 
lich vom vierten Grade, da sie nichts anderes ist als das Quadrat 
der Gleichung zweiten Grades: 

= c'x' + (1 — h) ex + Y (1 4- V). 

Es kann daher nur die Wurzel iV = — 1 eine Lösung geben. Man 
erhält daraus die Werte: 

ß^ — Gh 

^ = — J (1 _ 6?i^ + ¥). 

Diese Koefficienten sind, wie man sieht, Funktionen von h allein; 
nimmt man daher 6 willkürlich an und bestimmt man a und c durch 
die Bedingung ac = — —(1 -{- h^), so geben die soeben unter der 
allein zulassigen Voraussetzung N =^ — 1 gefundenen Werte von a, 
ß, y, ä allgemein die Gleichung: 

= c^x' -^ ac^x^ + jic'x'' — ycx -j- ö. 
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Wird eine Wurzel dieser Gleichung mit x bezeiclinet, so werden 
die drei andern x , x" , x" durch die Formeln gegeben: 

' = _^+l^_ ■' == o +_&K^ _ 2a4-( & — 1 ).-K ,„^ x — a 

1 -f- CÄ ' 1 + ca^' i — i 4" 2C3: ' ?i -- C3; 

57. 
Ist z. B. Zi ^ 3, a= — 5, c = 1, welche Werte der Gltiichiing 
1 -j- (j^ -j- äßC = genügen, so hat man die Gleichung: 

= rc* — 4a;^ — 18»' + 44x — 7. 
Wird eine Wurzel dieser Gleichung x genannt, so sind die drei andern: 



Aus der numerischen Berechnung findet mau Relationen zwischen den 

Wurzeh], welche zeigen, dafs sich die gegebene Gleichung in zwei 

Gleichungen vom zweiten Grade zerlegt, nämlich in: 

= ic^ — 63; + 1 , woraus folgt: a: = 3 + 2 ]/2, und 

= a)ä + 2a;--7, „ 3;=-l+2]/S. 

Die Reihenfolge, die sie nach unscrn Formeln haben, ist folgende: 

3; = 3 — 2>/2, .V = — 1-2|^2, x"=3+ 2]/2, 

,-c'"= — 1 -1-2^2. 

Li dieser Ueiheufolge ergiebt sich jede aus der vorhergehenden in 

folgender Weise: 

, __ —5 + 33^ „__ ~ 5 + 3a;' ,„ — G + Zy!' j^ _ 

^ — 1 + ^ - » ^ — 1 _|_-^ , a: == j ^ ^,., , a: — 3;. 

58. 
"überhaupt ist die Gleichung, zu welcher wir durch die 
vorstehende Unterstuchung gelangt sind, nämlich: 

= c*a!* + 2(1 — S)cV — 6f.cV — (1 + 3i — 3^-*^ - h^)cx 

das Produkt von zwei Gleichungen zweiten Grades: 
= c^x^ - 20cx — Y (1 + 2h - h-) 

= c^x"- + 2cx + -l (1 — 2h — li'), 
deren Wurzeln sind: 
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t + + >')']/ 1 
-1 + + »)!/{-• 



Man erhält daher für den Fall der tfleichungeu vierten (irades nur 
sehr beschränkte Losungen, und auch diese gehören eigentlich nur 
7u den Gleichungen «weiten (Irades. 



Weitete Entwicklung für den Fall der Gleicliungen fünften Grades. 
Hier hat man zu setzen: 
;,^-«^ = -i(l+i)3(iH- -1/5)3 ==.,», m-' =0 +/Ofi, 

(t ^ — oder jt — fi ^ 1 , 

und um die gesuchte Gleichung, die wir hier durch 

= cf'x'- — ac^x" + ßc^a:' — 'y<?x' -{- Sex - e 
darstellen, v.w linden, hat man die folgenden sechs Gleichungen auf- 
zulösen : 

m'' l^=^¥' — ah'' + ßly- — ylß-\-Sb-'S (1) 
m'^^N(l-^a + ß^y-\-ö + E) (2) 

m"^"(10i3 — 46k + j3) = j\^(10 + Ck + 3j5 + j') (4) 

lOfc3„6?,ä„_|_3^^_j,_„jVjY|-io + 4« + ^) (5) 

W-Wa + Wß~2ly + fi = m''N{h + a). (G) 

(50. 
Aus den Gleichungen (4) und (5) erhält man; 

F — 10N{1 ™ S + S') — 10,i(i" + i') 
D— — 3N+,i(N' + 1). 

LeBcudre, Zälilentheotie 11. S8 
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Dieselben (jleichungen geben: 

Eliminiert mau S ans den Gleichungen (3) und (4) und setzt man 

(1 + 6)*fi.' an die Stelle von m^ , so erhält man zwischen a, ß und y 
die Gleichung: 

(1 + hf 5°-(5;. ~ «) - (1 + i)V^iV(5 + a) 
= 5(1 — & + &*^ — t') + 4ß(l - h-^b^)-\-'dß(l — 6) + 21-. 
Setzt man den gefundenen Wert von y ein, so ergiebt sich zwischen 
a und j^ die folgende Gleichung: 

(1 + &) 4 (5i ^a)~-{l-i-b) [i'N{6 + a) 

= 5(1 — 26 + 5h')— 20^ JV+ 4« (1 - 2& — 2^iV) + /3(3 - 2(iN). 

Aus dieser folgt, wenn man ß eliminiert und die Werte (t^ = fi+ Ij 

(t* = 2(t -|- 1 einsetzt, der Wert von -r, nämlich: 

^ = (^J^+J^ *_-i^ + f') «■ ^(1 + & !>■) -ff' + _(3f + 2L^ 
5 (1 - i^) (3fi + ä + (1 + i^)'N+ (.V + aJA") 

Sodann bestimmt sich auch ß durch die Gleichung nnd zwar findet 
man nach vielen Vereinfachungen: 

I (8^ + 4)&= + [4^ 4- 2 -f- 46 ((. + 1) + ^iih'}] 2f \ 

5 (1 _ JV) f3^ + 2 + (1 + 4^) JV + (3^ + 2) iVM 

Substituiert man diese beiden Werte in den Ausdruck von y, so wird: 

J (6(i-|-4)(iä— ( 6 + 12&+ C6'+2&')If— (S+ 60+120'+ eÖ=)ff^l 
y _ \+( 6ft+4)jy'— ft(1 + 18b +126'+ 2 b=}.N'— (t(2+126+186' +106')Jy°) 
5"— (i_JV)[3p + 2 + (l + 4^)?r+(3(t + 2)itf"] 

Schliefshch ergiebt die Gleichung (6), wenn man darin die Werte 
von K, ß, y substituiert, den folgenden Wert von -r-: 

I (3^+2)6-'+{8+20&+18&^+8B»+ö*)JV"— (l+86+18&*+20?.^+86'')S'-j 

± _\_ — (3)1+2) y „ ' 

5^""" " """ (l-iV)[S,i + 2 + (l+4f()JV+(3,. + 2")A^""T"" "" 

Denselben Wert würde man einfacher mittelst der Gleichung (3) 
finden, aus welcher folgt: 

S ,, , ,,3 . l, — ia , 4a -dß 2y 
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61. 
Es ist also nur noch £ aus den Gleichungen (1) und (2) zu eli- 
minieren. Dies giebt die Gleichung: 

(.1 + j)>'(w + i) _ 1 + ;/• + (1 - 4')„ + (1 + i,')ß 

+ (l-*')7 + (l +!>)». 
Substituiert man zunächst die Werte von «, ß, y, S h> den Teil: 

so findet man, dafs sich dieser Teil, wenn zur Abkürzung 

h -{- 2h^ + 21^ -{- h-' ^ B 
gesetzt wirdj iiuf den /.iemlich einfachen Aiisdrueh reduciert: 

(au + 2 ) .6(1 + jy+ -jy^ + (3ft-f 2)2.iy(i + s*^) + bn ji^ + ay) 

Da die noch zu bestimmende Unbebannte N ist, so empfiehlt es sich 
1 -|- i\'^^ ^ giV' zu setzen; dadurch geht die vorstehende Gröfse über in: 

Diese i. ,jfse niufs unsrer Gleichung zufolge gleich 

|-(i + !.)VS-4(i + »') 

sein; man erhält daher zur Bestimmiing von § die Gleichung: 

1 - (4f + 1) (1 + S>) + (4^ + 1) (1 + lifF'd 
- bf.^Bt + 10p' (1 + V) + ÖBC»' + 3 V + 19). 
Setzt man für bB seinen Wert {1 -{-Vf — 1 — V', so verwandelt 
sich die rechte Seite in: 

C'E(1 + »)' + 10p'(l + »') + (f.* + 31f + 19) (1 + »)' 
- ,.'«1 + S") - (C' + 31(. + 19) (1 + i.') 
und man findet, dafs die Gleichung die folgende sehr einfache Form 
annimmt: 

mithin : 

^ = ^ 

Da diese beiden Werte von ^ kleiner als 2 sind, so würde dieGlei- 
chung A^^ + 1 = ii^ nur imaginäre Werte von iV" ergeben, die zu 
verwerfen sind. Man mufs jedoch beachten, dafs der Faktor 1 — if, 
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welcher in dem Nenner der Werte von a, ß, y, S auftritt, im Ver- 
lauf der Rechnung verschwunden ist, und daTs somit dieser Faktor, 
wenn man ihn gleich Null setzt, der Endgleicliung genügen mufs. 
Wir haben daher nur den Wert N^l zu untersuchen. 



62. 
Alsdann würden die Werte von a, /3, y, d, ^ unendlich grofs 
werden. Dies heweist, dafs diese tiröfsen nicht sämtlich hestimmt 
sein ki5nnen, sondern daXa notwendig eine unbestimmt bleibt, wie 
wir bereits bei dem Falle der Gleichungen dritten Grades gesehen 
haben. 

Nimmt man also R als diese Unbestimmt« an und setzt mau 
i^=l, so findet man, dafs alle unsere Gleichungen befriedigt werden 
durch die folgenden Werte der Koefficienten ß, y, ä, s: 

If = - 10(1 + 6 + S') — 10(. (I + 2t + !.') 
lä,--2 + 26, 



ß-f + S« 



j/-_ 10 -- lOJ' + 10(i(l + S — t>--i.') 
y= — 6i) — ^(2 + 4S + 26"), 



r- 



\+ 10,1(1 + Tih + 86' + öl? + l') ' 

I 1 + 3i — 3i' — J' 

l + ,i(2 + 2i<-26'~2i'), 

j - 3 - lOS ~ 5S' + .54' + lOS' + 3i» 

( — ,.(5+ 1.51+ lOS'— lOS'- 15i'-6 J'), 

J 6 + 34' + 1-' 



6.3. 

Mittelst dieser Werte erhält man die allgemeine (Jleichung: 

- c'ar' ~ .c^<^ + (/■ + 4,«)c»i= - {f+,/a)c'x' 

^' +(r'+,"«)«-(r+9"«), 

welche die Eigenschaft besitzt, dafs, wenn die eine Wurzel x bekannt 

ist, eine zweite Wurzel x' dargestellt wird durch die Formel; 
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Dasselbe Gesetz findet statt zwischen je zwei aufein ancl erfolgenden 
Gliedern der Reihe der fünf Wurielo x, x', x', x", %"' , ao dafs man 
also vermittelst einer bekannten Wurzel die vier andern Wurzeln 
rational berechnen kann. 

Die drei Zahlen a, h, c, die wir reell voraussetzen, müssen der 
Gleichung & — ac = (1 -f- b^fi^ genügen, wo jt eine Wurzel der 
Gleichung fi^ — }i ■ — 1=0 ist. Man kann daher für (i nach Be- 
lieben einen der beiden Werte --(l +1^5) oder --(l — Yö) nehmen. 

64. 

Man kann auch, ohne die Allgemeinheit der Resultate 
zu beschränken, c=l setzen, wodurch ^^'^^-x — wird. Denn 
ist c beliebig angenommen, und aetzt man ex ■= y, ac == a, so gebt 
die Gleichung x'= ■ ■ ? ■ — in J/'^ — - ^ über. Mithin verwandelt 
sich die Gleichung in x unmittelbar in eine Gleichung für y, in 
welcher c = i ist. 

Man kann somit annehmen, dafs die allgemeine Gleichung fünften 
Grades, welche die erwähnte Eigenschaft besitzt, die Form hat: 
(9) 0^x'-ax' + (/■+ ga)x' - (f + i/'«)^' + (/" + 3"«)^ 

Wie man sieht, gehen hieraus unendlich viele Beispiele für diese 
Art von Gleichungen hervor, da, selbst nachdem c = 1 gesetzt ist, 
roch zwei Unbestimmte « nnd h übrigbleiben, denen man beliebige 
Werte geben kann. Ist ein Wert von h und einer der beiden Werte 
von (t gewählt, so sind unmittelbar alle Koet'ficienten f, g, f, g, ■ ■ ■ 
bestimmt, da diese nur von h und jt abhängen; zugleich hat man 
den Wert von a, nämlich 

ß = ö - (1 -I- &)SjtS. 

Man hat daher den allgemeinen Typus von unendlich vielen 
Gleichungen fünften Grades, welche fünf reelle Wurzeln haben, für 
alle Werte der Unbestimmten a und b. 

65. 

Ist z, B. a = \, b=\, f(=— ^— -, so erhält man die Gleichung: 

= a;'' — x'^- (50-201/5)^^+ (lO - 4 l/ö) a;^ + 25 (9 - 4 1/.5) a; 

-(9 -41/0). 
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Wird (liesülbü mit 9 + 4^5 nmltipli eiert, so nimmt sie die Form an: 

= J. (x'> — x^) ~ 5Bx^ + Bx' -\- 2bx — 1, 
wobei; 

A = 9 + 4 ]/5 , log -4 = 1 ,2539258415 
7;= 10 + 4|/5, log ü= 1,2774779186. 
tjeht man an die Auflösung dieser Gleichung, so findet man die 
kleinste Wurzel: 

X = 0,0390708255. 
Ans diesef ergiebt sich die zweite Wurzel: 

wobei: 

,1 = 5 — 21/5 = 0, 52786 40450 0042. 
Man bildet daher die vier andern Wurzeln und ferner eine fünfte, 
die mit der ersten x über ein stimmen mafs, in folgender Weise: 



0,4704137653 
1,8850146492 



1 + :. 

(10) x" = 4t^^" =" ^' ^^^"^"^ ^^"^^^ 

'j}^ = -fiy-" = Ü, 58998 6 1 1 50 

■£i _ '^- — 'l- = 0, 03907 08255 = 

Durch dieses letzte Resultat werden die vorstehendi 
der befriedigendsten Weise bestätigt. 



Die speeietle Gleichung fünften Grades, mit der wir 
uns soeben beschäftigt haben, kann algebraisch aufgelöst 
werden mit Hülfe einer Methode, die derjenigen ilhnlich 
ist, von welcher wir bei der Aufl&sung der Gleichung in p 
im § 5 des fünften Hauptteils Gebrauch gemacht haben. 
Wir wollen dies mit allen Einzelheiten zeigen, wie es eine Lösung 
verdient, für welche bisher nur in den Kreisteilungsgleichungen Bei- 
spiele existieren. 
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IL Über Gleiohuugeu, deren Wuizeln eich rational aus e. von ihneii bestimmen. 439 
Wir haben die Gleichung aufzulösen: 
= a;^ — x'^ — 6x^ + ic^ — -j- {6x^ — x^ — 25x + 1), 

deren Eigenschaft darin besteht, dafs, wenn ihre fünf Wurzeln mit 
X, X, x", x'", x'-^ bezeichnet werden, zwischen zwei aufeinander- 
folgenden Gliedern dieser in sich zurückkehrenden Reihe die Glei- 
chungen von gemeinschaftlicher Form bestehen: 



wobei 

M = 5 -. 2 ^5 = 0, 52786 40450 00420 6072 
gesetzt ist. 

Ist n eine imaginäre Wurzel der Gleichung li^ — 1=0, für 
welche man J^ = cos ^ -j-]/— i sin ;i und jt = — r- = 72" nehmen 
kann, so setzen wir in Übereinstimmung mit der erwähnten Methode: 
T = x-!!-lix' + Ü^ä" + ll''x"''{- li'-x" 

Setzt man noch 2'^ = MT', so beweist man leicht, dafs M eine 
Funkfcion von E allein und unabhängig von den Wurzeln x, x, ... 
ist. In der That kann man vermöge des Gesetzes, welches zwischen 
zwei Wurzeln besteht, die Quadrate und die Produkte von je zweien 
der Wurzeln linear ausdrücken, wovon wir uns sogleich überzeugen 
werden. Dasselbe würde gelten von den höheren Potenzen der Wur- 
zeln und von den Produkten von mehr Dimensionen. 

Man kann daher annehmen, dafs das Quadrat des Polynoms T 
dargestellt werde durch die Formel 

T^=-ax-\- ^x-\- fx"-\- äx"'-i- EX^'^, 
dessen Koeffieienten sämtlich Punktionen von H sind, und in welcher 
kein von den x freies Glied vorkommt. Denn wenn ein konstantes 
Glied C in dem Werte von T^ aufträte^ so konnte man 

C(x + X + x"+ X-+ X") 
für dieses Glied setzen, da die Summe der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung gleich 1, dem Koeffieienten des zweiten Gliedes, ist. 

Da man nun T die Form 

T = B{x'-\r nx-\- E'x"+F^xP' + n*x) 
lieben kann, so ist ersichtlich, dafs das Quadrat dieses Polynoms 
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440 Anhang. 

gleich ist R^ inultiplicicrt mit dem, was aus dem vorstehenden Werte 
von T'^ wird, wenn man die Buchstaben x, x, x", x'", rF' um eine 
Stelle vorrücken läfst und dabei annimmt, dafa der erste auf den 
letzten folge. Es ist daher auch: 

Vergleicht mau diesen zweiten Ausdruck mit dem ersten, so er- 
giebt sich: 

und daher: 

T^ = a(x + I^x'-j- R*x"-i- R'-x"+ R^x^^). 
Hierdurch wird bewiesen, diifs die mit M bezeichnete Grofse dasselbe 
ist wie R, und dafs sie somit eine Funktion von R allein ist. Es 
handelt sich jetat darum, den Wert dieser Gröfae zu bestimmen; 
zuvor miiasen wir jedoch zeigen, wie man die Quadrate der Wurzeln 
und die Produkte von je zweien derselben unter linearer Form dar- 
stellen kann. 

67. 
Nehmen wir zu die?em Zwecke die beiden Gleichungen 

^' = -r+x ' ^ == I + ^'- = ~l - » + 'ix " 

wieder auf, so erhalt man daraus unmittelbar die linearen Werte 
der Produkte von zwei Wurzeln, wie folgt: 

x'x =x — -is' — «, xx' = — -^— (a: — a;") — ti 

x'x = x — x" — n, xx" = — - — {x — x") — M 

(12) x"x' = x' — x" — n, x'xP' = —z — {x' — ^'^') — n 

XX = X — X — Tt^ XX =^ -- -^ — [X — Xj — ~ ^l. 

Indessen ist es, wie wir schon bemerkt haben, zweckmäfsig, das dlicd 

— «in diesen Formeln zu ersetzen durch den ihm gleichen Ausdruck 

— n{3> -\- x' •{- x' -\- x'" -\- a:^^). 

Nehmen wir an, dafs wir in ähnlicher Weise als linearen Aus- 
druck von t} die Formel x^ = ax -{- hx' -{- ex" -\- dx'" -\- ex^'^ ge- 
funden hätten, aus welcher sieh die fünf Ausdrücke ergeben: 
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II. über Gleichungen, deren Wurzeln sich lationalaus e. voß ihnen bestimmen, 441 

x' = ax + ix + ^^" 4" ^-^"' "}" ^^^^ 

x"^ = a:c' -f bx" + cx" + f/a:^"^-(- e:c 

(13) x'^ = a^" + 6a;"' + cx^"^ -\- tlx + ca;' 

x'"^ = na;'" -j- 6a:^^+ cx -\- dx -\- ex" 

y;^^^= 013;^^+ hx + ca:' + dx" -\- ex", 

so ist es leicht, den Koefficienfeii M mit Hülfe der G-leichuiig 

T^ = MT' 

zu finden: denn es ist M nichts anderes als der Koefticient von x in 
dem auf die lineare Form reducierteu und von dem konstanten Uliede 
befreiten Werte von 'f^. 

Nun kommt aber in dem Ausdrucke von P zunächst der Teil 
x^ + &x^ + li'x"' + n'^x"' + E^a^i''^ 
vor. Setzt man in diesen die entwickelten Werte der Quadrate ein, 
so erhält man als Koefficient von x die Reihe: 

a + cR^ + dR^ + cR« + hRK 
Sodann giebt der Teil, welcher die doppelten Produkte der Glieder 
enthält, in M die folgenden Glieder, wobei wir vorläufig den Koef- 
ficienten von x in dem entwickelten Werfe des Produkts a;''''a:*'' mit 
(x^'''> x^''^) bezeichnet haben: 

2B (xx) + 2W {xx") + 2E^ {xx'") + 21!* {xx^"^) 
+ 2B'>(xx") + 2R^{xx"') + 2R'{xx^'^) 
+ 2R\x"x"') + 2R'^(x"x'-'^) 
-i-2R-'(x"'x^). 
Setzt man für jedes Symbol («<'''«''') seinen unter (13) ange- 
gebenen Wert ein und vereinigt dann diesen zweiten Teil mit dem 
bereits gefundenen, so erhält man: 

M = a + eR' + dR'' + cR^ + &R* 

— n{2R + 21'^ 4- 4iJ^ + AR'' + iR" + 2B« + 2R') 
+ 27; - 2B1 + ^-'^— {2R^ - 2R% 

Um diese Gröfse ku vereinfachen, bemerke ich, dafs man, da iE 
imaginär ist, an Stelle von B eine der Wurzein R, R^, R^, R^, aber 
nicht R^, welches gleich 1 ist, setzen kann. Ferner kann man immer 
= 1 4- -fi + -R^ + /^' + ^' setzen, wodurch sich der Koefficient 
von — n auf Null reduciert. Mau hat daher einfacher: 
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Jlf = fl + elil^ + (ij;* + c«« + bE" 

Es tediiciert sich somit alles darauf, den linearen Wert von x^ zu 
findenj aus dem man die Werte der Koefficienten a, h, c, d, e erhält. 

m. 

Es ist: 

Um diesen Wert in eine ganze Funktion von x zu verwandeln, mufs 
man die gegebene Gleichung 

= Aa;^- Äx^ — b{A + \)x^ + {A + \)x^ + 25a^ - 1 
durch x-\-\ dividieren. Als Quotient ergiebt sich: 
= A{3^-2x'') - (3^ + b)x^-\- (4:A + Q)x + 19 - 4^ + "4^^-" " 
Das letzte Glied dieser neuen Gleichung ist: 

^^f--^^Cl-»)-8(2+l/5)(l-»^')-(2.i-2)(l-i'). 
Man erhält daher, wenn man alles durch A dividiert und für A 
seinen Wert 9 + 4"|/ö einsetzt: 

= ^1-^:;;«— (48 - 20 l/ö)x" + (58-24 "[/ö)^ 
+ 151 - 68 y6 — 8 (j/5 — 2)x'. 
Ferner ist: 

a^v _ .^.±|. = _ 1 _j_ -^^-i- . 

Dividiert man die gegebene Gleichung durch x~~l, so ergiebt sich: 
= ^a:*— 5(J.+ l)x^— 4(A+ l)x + 21 - ^A + "^''^-~- 
Setzt man an Stelle des letzten Gliedes seinen Wert 

und dividiert man alles durch A, so erhält man: 

= ai* - (50 — 20 yb)x' — (20 - 16 yi)^ + 16^ ~ '^^ V^ 

+ 8 (l/5 - 2) a;!^. 
Eine dritte Gleichung entspringt aus dem Werte: 
ll + nV 
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Man erhält ituf diese Weise die folgenden drei Resultate: 

— »» - 2ai' ~ (48 - 20 l/5)x' + (58 — 24 l/5)i 

+ 151 — 68 J/B — 8 ()/6 ~2)x 
= i£'- (50 — 201/5)1'- (40- 16l/6)a;+169-76l/5 

+ 8(1/6 — 2)1" 
— a;' - ()/ö- l)ie' -(43 — 17 )/5)ai» + (73)/5 — 16l)i 
+ 71 1/6 — 158 + 8 (9 — 4^5)0;". 
Aus diesen Uleiciiuugen haben wir nur noch die Glieder 3^ und a:* 
zu eliminieren; dadurch erhalten wir den Wert von x^ in linearer 
Form und zwar ist: 

l' — 22 - 1/6 + (1/5-1) (x + X) + (2>/6— 4)a:"-(3— l/6):t"'. 
Sodann mufs man für das konstante Glied 22 — 9 1/5 den Wert 
(22 — 9 1/5) (a; -)- 3;' + a:" + a:'" + a:") setzen, wodurcir sieh ergiebt: 
l"-(21 — 8l/6)(a: + »0+(l8 — 7 Vi)x" + (22 - 9 l/5)a;'" 
+ (19 - 8 -\/i)x". 
Wendet man diese Gleichung der Reihe nach auf die Quadrate x^, 
x'^, x'"^, x^^^ an, und bildet man die Summe von allen, so wird: 

Tx' — (101 - 40 yb) Tx — 101 — ioyE. 
In der That ist die Summe der Quadrate der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung ^ ^ — x^ — 5 f 1 + --r-j a:' — ■ • ■ gleich : 

1 +—'-+-!' — U + 10(9-41/5) =.101-40 1/5. 



Da der Wert von 
Koefflcienten : 



und diese geben : 
(15) M—(yi- 



■i)E 



69. 
K^ bekannt ist, so erhält man die Werte der 

0—21 -81/5 
t — 21 — 8 1/6 
c — 18 — 7 1/6 
li— 22 — 91/5 
e_ 19 — 81/6, 
Wert von M substituiert: 
~(6-2l/5)K"-(2l/5— 4)JP-(1+1/5)B'. 
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Diese Formel liefert nicht allein den Wert der Funktion M, sondern 
auch die Werte der Funktionen W, M", M"', welche aus M ent- 
stehen, wenn man nach einander 11^, H^, li^ an die Stelle von R setzt. 
Ist jetzt M ^ r (cos d- -\- ")/ — 1 sin -&) , und substituiert man 
diesen Wert sowie den Wert von E = tos jt -|- Y — l sin fi in die 
Gleichung (15), so erhält man zur Bestimmung von r und & die 
beiden Gleichungen: 

rcos^= (]/5-l)cos^ — (6 — 2l/5)eos2((— (2]/5— 4)eos3(i 

— (l4-)/5)cos4ji. 
= — 2 cos fi — 2 cos 2 ft = 1, 
rsiuO= (Yö—l) sinii — (6 — 2y5)sin2(t — {2)/5 — 4)sin 3.« 

— (l +l/5)sin4ft 
= 2 V5 sin ^ + (4^5 — 10) sin 2 fi. 
Hieraus folgt: 

,-^ = 126 — 50j/5= 14,19660112501051518 

cos * ^ — , tang S' = 5 ^ (j/ö — 2) ^ = 5 ■* (2 cos ii) ^ 

logr=0,57609219017251 

log cos d =9,42390780982749 

log tang & = 0,56023 104504510 

log sin » = 9,98413 88548 7259 

» = 74<'36' 32", 4990766973. 
Setzt man in dem Werte von MB? für R oder 2ji für jt, so 
erhält man den Wert von 31' = r' (cos {)'' + ]/— 1 sin 3-'), und 
daraus folgt: 
r cos*'= ("|/5 — l) cos 2 f( — (6 — 2"|/5) cos4^— (2l/5 — 4)cüs6(t 

— (1 + 1/5)008 8^ 
= — 2 cos fi — 2 cos 2 f^ = 1 , 
r sin*' = ("[/Ö— t) sin 2fj — (6 — 2 [/ö) sin 4fi— (2y'5— 4) sin 6(t 

-(1+1/5) dn 8,. 
= 2)^5 sin 2/1 + (10 — 41/5) sin,(. 
Da der Wert von / sin *' derselbe ist wie der von r sin %■ und auch 
r' cos &' gleich }■ cos Q ist, so ergiebt sich daraus r = )■ und ^' = %, 
mithin JH' = M. 
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Setzt man noch R^ für 11 oAur Sji für fi, so verwandelt sich M 
in M" und, wenn M" = r" (cos (i" + Y — 1 sin -&") ist, so erhält man: 
r" cos &" = (/ö — 1) cos3(i — (6 — 2"|/5) cos 6^~ (2"[/5 — 4) coa 9ft 
— (1 +V^) cosl2f( 
= -— 2 cos 2(1 — 2 cos(t = 1, 
)-"8in^"=("|/5 — l)sin3fi~(() — 2]/5)8in6(t- (2"[/5 — 4) sin 9(t 
-(l + ]/5)sinl2^ 
= (4 1/5 — 10)sm(t — 2l/ö 8in2(( 
= — r sin ■9'' = — r sin ■&. 
Mithin ist r" = r, #" = — ^, also M" = r (cos » — )/— 1 sin ») 
und daher: 

Setzt man endlich 72* für Ji oder 4ft für (i, so erhält man den Wert 
von J^/"'= /" (cos &■'" + y^ — 1 sin *'") mit Hülfe der Gleichungen: 
r" cos *'" = ("|/5— l) cos4(t — (6 — 2 l/ö) cos 8(t — (2"|/5 — 4)co3 12 ft 

— (1 + 1/5) cos IGft 
== — 2cos;t — 2cos 2(i = 1, 

r" sin &"■ = (]/5 - 1) sin 4{i — (ß - 2l/5) sin 8f* — (2^5 —4) sin 12 n 

— (I + /5) sin 16(1 
= (10—41/5) sin2ft — 2l/5sin(t 

= — »- sin fl'. 
Mithin ist: /" = r und Ö'"' = — &, folglich 

M'" = JM" = )■ (cos & — Y~i sin *) 
und: 

70. 
Wir müssen jetzt zur Bestimmung der Funktiouen T gehen. 
Nun ergiebt die Gleichung T^ = MT', wenn man sie mit den drei 
andern aus ihr entstehenden zusammenstellt , die Reihe von Glei- 
chungen: 

(16) T^ = Mr, r^ = M'T"\ T"^ = M"T, r"'^M"'T", 
und aus diesen ergeben sieh die Werte der Gröfsen 2", T", T'" a!s 
Funktionen von T nämlich: 
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m' __ ±J^ nv __ j^ __ f_ 

"ii/ ' M' M''M' 

r'_ '■'""" _ _ T» T"' _ T"> _ 

Die letzte Gleichung giebt: 

oder einfacher: 

ys ^ ^sj}^3 _ /,(^^Qg g^ _|_ |/;:r"i sin 3«-). 

Ist daher '-- - = to, so hat man: 

T=r (cos ra + ]/— T sin ra). 
Man sieht daher, dafs die Fuuktionen iJ/ und T, sowie die 
aus ihnen abgeleiteten Funktionen denselben Modul )■ haben, was 
eine sehr bemerkenswerte Eigenschaft ist. Im besonderen hat man; 

T = r (cos ö3 + y^^ sin w) 
2" =r[cos(2w— *) + ]/■— 1 8in(2Q — <^)1 
r' =r [cos(3<a--2») + -|/-"l sin(3o-2*)J 
r"= »■ [co3(4«o-3*) + ]/^l sin(4<a-3*)]. 
Aus diesen Werten folgen die beiden Gleichungen: 

(17) TT" = r'', TT" --=r\ 

welche den l'ür die l'unktioneii M gefundenen 
MM'" = r"' ^ M' M" 
analog sind. 

71. 

Es bleibt nur noch übrig, den Wert irgend einer Wurzel x 
zu ermitteln. Dazu miifs mau die Kumme der fünf Gleichungen 
bilden: 

1 = X -{- 'x -\- x" Ar ^" -\- ^^ 
T =x-\-1ix -{- M^x + B^x" + M'-x'-^ 
r =x + B^x + li^x" + R^'x" + R^x^'' 
T" ^x + li^x -\- E'x" + Wx" + M'^x^"^ 
T'" = a: 4- R*x' + E'x" + R'^x"' -f- R^^x^. 
Aus den bekannten Eigenschaften der Funktion R folgt: 
5x = 1 + 0' + 2" + r" H- 2""- 
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11. Ober Glcicliuiigeu, deieo WurKelo sieh rational aus 
Nun geben aber die gofuudenen Werte: 
T 4- r"=2rcos<o 
r+ T" =2)-cos(2<ij- 
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niiiliiii : 



■ - -\ — — (cos <t> -|- cos (2ß) 



Nacb einem ersten Versuche den man mit den Näherungswerten 
von r und & anstellt findet man, dafs diese Formel die gröfste 
positive Wuizel a ausdruckt, und setzt man ra -|" (* '^'i ^^^ Stelle 
von ft, so stellt dieselbe Poimel die gröfste negative Wurzel x" dar. 
Es werden daher die funi Wurzeln kr gegebenen Gleichung folgen- 
der mafsen dargestellt 

J =\+ ^l [<-osQ + ,os(2ü — *)] 
x" ='Y+ ^l [cos(w + ^)4-cos(2ö + 2ft---*)J 
^' = T H — 7— icüs((o + 2fi) + cos(2(ij + 4^ — ^)1 
^ ■== -5 +-^lcos(« + 3^) + cos(2<ij + t!^-&)] 
*'"= 5 +-^rcos(oj + 4;t) + cos(2cü + 8it-*)J. 

Um nun die numerischen Werte dieser Wurzeln zu berechneu, ent- 
nehmen vfir aus den vorstehenden Resultaten die dazu erforderlieben 
bebannten Gröfsen, nämlicb; 





,•=(126- 


-50)/5)- 


cos 


*"" 7 




V 


a - 25 1/6 


(1/5-2) 




_5*(2 


03 ;i)* 




— 25» 





log/— 0,57609219017261 
log cos » — 9, 42390 78098 2749 
log taug 9— 0,56023104604510 

logsina— 9, 98413 88648 7259 

» = 74<'36'32",4990766970 

- » = i 9 _ 14" 65' 18" 49981 63394 

o= " » = 44° 46'65" 4994460182. 
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Mit diesen gegebenen Werten wollen wir die Berechming der 
Wurzel X durchführen. Setzt man zur Abkürzung: 

« = f, - -~ ^ = 3'>4'41",5001846G06 
und heachtet man, dafs 

coa(ö) + 3(t) 4-C0s(2<a + Gjt — *)='sin« — sin 3k =— Ssinacos 2« 
ist, so lautet die zu berechnende Formel: 



Da nun a ein ziemlich kifiijier Winkel ist, so ist es Kwftckmiil'sig, 
die Formel anzuwenden: 

log sin B == logra -- pa^ --- pa" — j>'d' - ■ ■ ■, 
in welcher 

log^ = 8,8596330609 17 , logß' = 7,38251 18052 
logjo" = 0,18523125 
ist. Man findet: 

log sin ß = 8, 72996 44848 00033. 
Und da 

log cos 2 K = log (1-2 sin^ «) = — mp (1 + 1- -f -^'- + . . -) 
ist, wenn man p = 2ain^K und m = 9,6377843113 setzt, so wird: 

log cos 2k = — 0,00251 187839441. 
Somit: 

log (4r siiift cos 2«) = 9,90560478790609 
4r sin« cos2ß = 0,80464587255856 
und scbliefslich: 

3^ = 0,03907082548829. 
Aus diesem Werte von x hndet man die Werte der vier andern 
Wurzeln mit Hülfe der unserer Aufgabe entsprechenden algebraischen 
Formeln, nämlich: 



-1,88501464939000 
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= ^—-.^ = 2,73637147425017 



a bestimmen. 449 



mitl in iümlicher Weise würde man aus di 
X finden mittelst der Formel: 



0,58998611502954, 

Wert von x^"*' Jen von 



- = 0,03907082548829. 



Dies ist derselbe Wert, den wir der ßeclmung zu Grunde gelegt 
haben. Wenn man jedoch die fünf Wurzeln addiert, so ündet man, 
dafs ihre Summe um 23 Einheiten der vierzehnten Deeimale gröfser 
als 1 ist. Dieser Überschufs kann leicht hervorgebracht werden 
durch die Fehler der von uns benutzten vierzehnstelligen Tafeln, 
Fehler, welche bei den aus fünfzehn geltenden Ziffern bestehenden 
Werten von x" und x" auf die dreizehnte Deeimale Einflufs haben. 
Es ist aber leicht, den Überschufs zu beseitigen, wenn man an dem 
Werte, den wir x gegeben haben, eine kleine Korrektur anbringt. 
Ist dieser verbesserte Wert x -\- äx, so findet man mit Hülfe des 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln bestehenden Gesetzes 
leicht die Korrektionen, welche bei den andern Wurzeln vorzunehmen 
sind. Diese Korrektionen sind: 



äx = ■ 






-äx =<?,« (1,1415) 



rfa;" = IJ^^a:' = (7a; (7,7105) 



ä^^ - 



V^.ü äx" = äx (1,6544). 



Daraus folgt: 

äx + (Ix + ilx + (W + *?«" = äx (26,5426). 
Üni daher den Fehler -[- 23 in der Summe der x zu beseitigen, 
mufs man 

äx (26,5426) = -- 23 

setzen, wodurch sich ergiebfc: 

dx =— 0,8665, äx = — 0,9891, (?.t" = — 6,6814 
äx"=-^ " 13,0293, rf«i\'= — 1,4336, 
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